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ВВЕДЕНИЕ 

В первых известных письменных источниках отмечает
ся , что математические знания на Руси были распростра
нены у ж е в X - X I вв . Они были связаны с практическими 
н у ж д а м и : летоисчислением, вычислением поголовья стада, 
определением прибыли от у р о ж а я и т. д. Одно из древних 
р у с с к и х математических произведений — это «Учение им 
же ведати человеку числа всех л е т » , написанное новгород
ским монахом К и р и к о м в 1 1 3 6 г . Оно посвящено календар
ным расчетам и правилам определения дат церковных празд
н и к о в , привязанных к д в и ж е н и ю солнца и л у н ы . 

В X V I - X V I I вв. в России появляется и распространяет
ся рукописная математическая литература, посвященная 
измерению земель, податному о б л о ж е н и ю , градостроитель
ству и военному делу, т о р г о в ы м расчетам. В основном они 
предназначались для к у п ц о в , ремесленников , чиновников , 
землемеров и носили сугубо практический характер . Мате
риал их распределялся по « с т а т ь я м » , с о д е р ж а щ и м указа
ния , как надо поступать при решении тех или и н ы х задач. 
Р у к о п и с и X V I - X V I I вв . сыграли б о л ь ш у ю роль в распрост
ранении математических знаний и на их основе создава
лась в последующем первая учебная литература. 

Маркиз Беккариа ( 1 7 3 8 - 1 7 9 4 ) одним из первых обра
тился к математике при исследовании э к о н о м и ч е с к и х яв 
лений. При определении цены золота, стоимости товара, 
размера тарифа он ввел алгебраические соотношения . «Ма
тематик бы сказал, что стоимость какого -либо товара нахо 
дится в обратном соотношении с суммарным количеством 
этого товара, числом его владельцев, и в прямом — с чис
лом претендентов на него , налогом на него , рабочей силой 
и важностью его д о с т а в к и » . Формула действительной цены 
золота формулировалась как отношение масс : «Гран или 
унция золота будет стоить ровно столько гранов или унций 



серебра, сколько массы золота вмещается в массу обращаю
щегося серебра» . 

Одной из основных причин, вызвавших возникновение 
математического анализа, в особенности дифференциаль
ного исчисления , была потребность в решении задач на 
э к с т р е м у м ы . Некоторые из т и п о в ы х оптимизационных за
дач имели с л е д у ю щ у ю постановку (примеры часто бывают 
поучительнее многословных объяснений) . 

1. По трубе , сечение которой — круг с радиусом г, те 
чет вода. Скорость течения пропорциональна так называе
м о м у гидравлическому радиусу профиля сечения (запол
ненного водой) . При к а к о м заполнении трубы водой с к о 
рость течения (при неизменных других у с л о в и я х ) будет 
наибольшей? 

2. Заготовлен материал для изгороди длиной 1 м. Необ
х о д и м о этой изгородью огородить прямоугольную площад
к у , и м е ю щ у ю н а и б о л ь ш у ю площадь . Какими д о л ж н ы быть 
размеры этой площадки? 

3 . Из бревна цилиндрической ф о р м ы , диаметр которого 
2R, необходимо изготовить балку прямоугольного сечения, 
и м е ю щ у ю н а и б о л ь ш у ю прочность . К а к и м и д о л ж н ы быть 
размеры балки, если инженерные расчеты показывают , что 
прочность балки прямоугольного сечения пропорциональ
на ширине балки и квадрату ее в ы с о т ы ? 

4 . К а к и м и д о л ж н ы быть размеры цилиндрической цис
терны заданного объема V к у б и ч е с к и х метров , чтобы рас
х о д листового железа на изготовление ее был наименьшим? 

5 . Стоимость хода корабля складывается из стоимости 
расходуемого двигателями горючего и остальных расходов . 
Установлено , что стоимость горючего пропорциональна тре
тьей степени скорости хода корабля. Остальные расходы от 
с к о р о с т и хода не зависят , и их м о ж н о считать постоянны
м и . Н е о б х о д и м о определить скорость хода корабля, при 
к о т о р о й расходы на к а ж д ы й километр пройденного пути 
будут наименьшими. 

6 . Для какой к р ы ш и (двухскатной или четырехскат 
ной) потребуется больше материала? 

7. Из квадратного листа железа со стороной А мм нужно 
сделать о т к р ы т ы й сверху я щ и к . Для этого по углам листа 
вырезают равные квадраты и из получившейся крестовины 
сгибают я щ и к . Какие квадраты нужно вырезать по углам 
листа, чтобы получился я щ и к наибольшей вместимости? 

8 . Из прямоугольного листа железа , ширина которого 
А м м , делают желоб прямоугольного сечения. С этой целью 
по краям листа отгибают полосы. Какой ш и р и н ы должны 

быть эти п о л о с ы , ч т о б ы получился желоб с наибольшей 
пропускной способностью? 

9 . Сечение тоннеля представляет собой прямоугольник 
с п р и м ы к а ю щ и м к нему сверху п о л у к р у г о м . Диаметр по 
лукруга равен основанию прямоугольника . Периметр сече
ния тоннеля должен быть равен А м. Какими д о л ж н ы быть 
размеры сечения, ч т о б ы пропускная способность тоннеля 
была наибольшей? 

10 . Из трех одинаковых досок шириной А см н у ж н о 
сделать ж е л о б , поперечное сечение которого имело бы фор
му трапеции. Как это сделать так , чтобы пропускная спо 
собность желоба была наибольшей? 

1 1 . Какой из всех треугольников с данным периметром 2р 
имеет наибольшую площадь? 

Задачи на экстремум — это поиск наиболее выгодного в 
определенном с м ы с л е , наиболее э к о н о м н о г о , наименее тру
д о е м к о г о , наиболее производительного . В поисках наилуч
шего помогает наука, причем задачи на экстремумы — одно 
из наиболее могучих ответвлений математического анали
за. П о ч т и для каждой задачи на экстремум приходилось 
изобретать п о д х о д я щ и й прием ее решения . 

М н о г и м и подобными задачами занимались в ы д а ю щ и е 
с я математики X V I I в . : Блез Паскаль ( 1 6 2 3 - 1 6 6 2 ) , Пьер 
Ф е р м а ( 1 6 0 1 - 1 6 6 5 ) . Их работами было подготовлено введе
ние о с н о в н ы х понятий математического анализа — о б щ е г о 
метода решения о п т и м и з а ц и о н н ы х задач. Он был разрабо
тан И с а а к о м Н ь ю т о н о м ( 1 6 4 3 - 1 7 2 7 ) , Г о т ф р и д о м В . Л е й б 
ницем ( 1 6 4 6 - 1 7 1 6 ) . В десятку наиболее в ы д а ю щ и х с я до 
с т и ж е н и й математики относится разработка понятия про 
изводной. Оно стало основой общего приема решения задач 
на э к с т р е м у м ы . В 1 6 9 9 г. швейцарский математик Иоганн 
Бернулли ( 1 6 6 7 - 1 7 3 8 ) сформулировал задачу о брахистох 
роне (форма кривой , по которой точка скатывается в крат
ч а й ш и й с р о к ) , что было первой вариационной задачей. 

Становление математических знаний в России связано 
с двумя в ы д а ю щ и м и с я у ч е н ы м и : Л. Ф. М а г н и ц к и м ( 1 6 6 9 -
1739) и Л. Эйлером ( 1 7 0 7 - 1 7 8 3 ) . Реформы, начатые Пет
ром I, коснулись и образования. Как писал М. В. Ломоно 
сов , Петр I «усмотрел тогда ясно , что ни полков, ни городов 
надежно укрепить, ни кораблей построить и безопасно пус
тить в море, не употребляя математики. . . » . Л у ч ш и м матема
тиком Москвы в 1700 г . был Л. Ф. Магницкий, которому 
было поручено создать учебник по математике и навигации 
для только что созданной Математико-навигационной ш к о 
л ы . « В р а т а м и у ч е н о с т и » п о з ж е назвал « А р и ф м е т и к у » 
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М а г н и ц к о г о , напечатанную в 1 7 0 3 г . по р а с п о р я ж е н и ю 
Петра I , М. В. Л о м о н о с о в . 

Леонард Эйлер был приглашен в 1 7 2 7 г. в только что 
созданную Петербургскую академию наук. Ему было 20 лет, 
но период его работы в Петербурге был отмечен значитель
ными д о с т и ж е н и я м и . Он постоянно делал научные докла
ды на академических конференциях , выступал с публич
ными лекциями по математике и физике , принимал актив 
ное участие в работе к о м и с с и и по обследованию машин и 
технических проектов , публиковал в каждом томе « К о м 
ментариев Петербургской академии наук» по несколько своих 
научных трудов. 

После отъезда из России в 1741 г. Эйлер поддерживал 
постоянную связь с Петербургской академией наук, печа
тался в ее изданиях, руководил молодыми русскими учены
ми, направляемыми на учебу за границу. «Эйлер стал доб
рым гением нашей Академии, определившим ее славу, ее 
крепость , ее продуктивность» (С. И. Вавилов — Президент 
А к а д е м и и наук СССР). Он вернулся в Петербург в 1766 г. , 
где продолжил свои о б ш и р н ы е научные исследования и 
а к т и в н у ю научно-организационную работу. Л . Эйлер явля
ется основателем русской научной математической ш к о л ы . 
Е м у принадлежат системное изложение математического 
анализа (пять т о м о в ) , математические основы м е х а н и к и , 
теория кораблестроения, теория движения Л у н ы и планет 
и т. д. «Творчество Эйлера изумительно и в науке беспри
мерно» (А . Н . К р ы л о в ) . 

X X столетие стало периодом становления теории опти
мизационных управленческих решений в экономике и ме
неджменте. Из трудов российских ученых первой половины 
X X в . следует выделить работы А . А . Маркова , В . В . Н о 
вожилова , Л. В. Канторовича и Л.С. Понтрягина. Работы 
А . А . Маркова ( 1 8 5 6 - 1 9 2 2 ) стали основополагающими для 
развития теории динамического программирования. В. В. Но
в о ж и л о в ( 1 8 9 2 - 1 9 7 0 ) , опираясь на математический метод 
Лагранжа, сформулировал специальную область математи
ческого обоснованного выбора оптимальных п р о е к т н ы х ва
риантов . С работами Л. В. Канторовича ( 1 9 1 2 - 1 9 8 6 ) связа
но становление современной теории оптимизационных уп
равленческих решений. В 1939 г., решая прикладную задачу 
раскроя листового материала, Л. В. Канторович предложил 
математический метод поиска оптимального решения , по
л у ч и в ш и й впоследствии название «линейное программиро
вание» . Базовым положением математической теории уп
равления стал математический метод оптимизации , разра-
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ботанный Л. С. П о н т р я г и н ы м . Он в теории оптимизации 
получил название «принцип м а к с и м у м а П о н т р я г и н а » . 

Для обозначения совокупности математических мето
дов , п р и м е н я е м ы х в э к о н о м и к е и менеджменте , использо
вались различные наименования. Первоначально наиболее 
часто использовалось название « э к о н о м и ч е с к а я кибернети
к а » , затем — «исследование о п е р а ц и й » , « экономико -мате 
матические м е т о д ы » , «математические методы для менедж
м е н т а » . 

Современный аппарат математических методов для ре
шения э к о н о м и ч е с к и х и управленческих задач превратил
ся в самостоятельную научную и п р и к л а д н у ю области. Од
нако в о з м о ж н о с т и вычислительной техники и созданного 
программного обеспечения позволяют руководителю оста
новиться только на математической формализации пробле
м ы , после чего решение превращается в использование имею
щ и х с я компьютерных программ. Однако умение формали
зовать в о з н и к а ю щ у ю проблему требует особой методологии 
рассмотрения ситуации . 

В работе рассматриваются математические модели и 
методы решения управленческих задач, ориентированные 
на о п т и м и з а ц и ю выбираемого варианта. 

М а т е м а т и к а имеет дело не с реальным о б ъ е к т о м , а с 
его м а т е м а т и ч е с к о й м о д е л ь ю . Математическая формали
зация п р о б л е м ы — это 5 0 % у с п е х а на пути ее р е ш е н и я . 
Т р у д н о с т ь с о с т о и т в т о м , ч т о б ы и з б е ж а т ь н е н у ж н о й дета
лизации , с о х р а н и т ь з н а ч и м ы е у с л о в и я и с ф о р м у л и р о в а т ь 
задачу в виде одной из т и п о в ы х моделей . Д л я т о г о , ч т о б ы 
п о л о ж и т ь с я на т е о р и ю о п т и м и з а ц и и , н е о б х о д и м а у б е ж 
денность в полезности с и с т е м н о г о математического п о д х о 
да к у п р а в л е н и ю . 

Ф о р м у л и р у я задачу, необходимо установить определяе
мые переменные, огранивающие ресурсы , оптимизацион
ную оценку вариантов решения . Цель решения оптимиза
ционной задачи является принципиальным признаком для 
последствий управленческих решений. 

Например , установление заработной платы ремонтного 
персонала пропорционально времени ремонтных работ при
ведет к т о м у , что оборудование будет больше ремонтиро
ваться, чем работать. Для того ч т о б ы оценить последствия 
реализации той или иной цели, необходимо иметь хоро 
ш у ю модель анализируемого явления, с п о м о щ ь ю которой 
м о ж н о оценить все варианты результата. Умение ставить 
правильную цель в управленческом решении является од
ним из признаков интеллекта. 



В основу материала книги положен курс л е к ц и й , чита
емый авторами в Санкт-Петербургском государственном 
политехническом университете. Экономико-математическая 
школа вуза была создана Л. В. Канторовичем и В. В. Ново
ж и л о в ы м в начале 1940-х гг. В рамках этой научной ш к о л ы 
профессорами А . А . Первозванским, С . А . С о к о л и ц ы н ы м , 
В. В. Глуховым, П. П. Долговым, Б. И. Кузиным, В. Р. Око
р о к о в ы м были разработаны оригинальные прикладные ма
тематические модели и методы, к о т о р ы е использованы при 
написании данного учебного пособия . 

Материал учебного пособия разделен на три раздела. Пер
вый раздел посвящен математическим методам, применяе
м ы м в менеджменте, второй — типовым моделям менедж
мента, третий — прикладным математическим моделям из 
наиболее крупных областей промышленности . Изучение ма
териала предполагает наличие у читателя знаний по высшей 
математике и теории вероятностей в объеме соответствую
щ и х вузовских курсов для экономических специальностей. 
При изложении используется множество примеров , что по
зволяет быстрее освоить методы решения оптимизационных 
задач. Эти примеры образуют единое целое с основным тек
стом . Они либо иллюстрируют существо излагаемого мате
риала, либо указывают на возможности его обобщения. 

Книга предназначена для студентов экономических спе
циальностей , и з у ч а ю щ и х математические методы решения 
э к о н о м и ч е с к и х и управленческих задач, для специалистов , 
и н т е р е с у ю щ и х с я оптимизационным аппаратом выработки 
управленческих решений. 

В жизни почти всегда бывает так, что человек, вла
деющий разными инструментами (по своей профессии) и 
применяющий их в зависимости от характера выполняе
мой работы, добивается лучших результатов, чем чело
век, владеющий лишь универсальным приемом. В одних 
случаях можно выполнить вычисления устно, в других — 
необходим лист бумаги для расчетов, в-третьих — рас
чет на компьютере, в-четвертых — привлечение специ
альной программы оптимизационных расчетов. Нужно 
знать и уметь пользоваться универсальными и частными 
приемами, которые ведут к цели быстрее и легче. 

Ч А С Т Ь П Е Р В А Я 

МЕТОДЫ 
МЕНЕДЖМЕНТА 

Математика имеет хороший инструмент. Экономи
ка обладает хорошим материалом. Экономико-мате
матические методы — это совмещение хорошего ин
струмента с хорошим исходным материалом. 

Генрих Герц 



ГЛАВА 1 

КЛАССИФИКАЦИЯ 
МЕТОДОВ И МОДЕЛЕЙ 

МЕНЕДЖМЕНТА 

В мире не происходит ничего, в чем не был бы виден 
смысл какого-нибудь максимума или минимума. 

Леонард Эйлер 

Из ведра, содержащего 5 литров воды, ОТЛИВАЮТ 1 литр, д 
злте.и в ведро ВЛИВАЮТ 1 литр СОКА. Пере.кешлв все это, 
из ведрд ОТЛИВАЮТ 1 литр смеси, здте.и в ведро опять 
ВЛИВАЮТ 1 литр СОКА. Опять перел\ешивлют, ОТЛИВАЮТ 
1 литр смеси и ВЛИВАЮТ 1 литр СОКА. Сколько в ведре после 
этого остдется воды? 

СТАРИННАЯ ЗАДАЧА 

1.1. 
ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР 

Экономико-математические методы и модели применя
ют с целью отыскания наилучшего решения , т . е . реше
ния , оптимального в том или ином смысле (максимума или 
минимума) . 

Поиск наилучшего решения занимал у м ы людей на про
тяжении многих веков. Еще Евклид описал способы построе
ния наибольшего и наименьшего из отрезков , соединяю
щ и х данную точку с о к р у ж н о с т ь ю , и показал, как среди 
параллелограммов с заданным параметром найти паралле
лограмм максимальной площади . 

В Древнем Вавилоне и Древнем Египте математика 
(от греч. mathma — знание) — наука о к о л и ч е с т в е н н ы х 
о т н о ш е н и я х и п р о с т р а н с т в е н н ы х ф о р м а х действительного 
мира — преподавалась как система практических навы
к о в , крайне в а ж н ы х для работы государственных чиновни
ков . В «Диалогах» А р х и м е д а (III в . до н. э.) особенно ак
центируется внимание на необходимости нематематических 
следствий как «очередного шага» после математических 
выводов . 

Великие математики X V I I - X V I I I вв. развили новые ме
тоды оптимизации для решения комплекса задач геомет
рии , механики , физики . К таким задачам, например , отно
сится отыскание минимальных поверхностей вращения или 
кривой наибыстрейшего спуска . 

Становление математических методов анализа и выра
ботки хозяйственных решений как самостоятельной ветви 
математики произошло в X V I I I в . 

Перефразируя изречение Галилея, м о ж н о сказать , что 
э к о н о м и к а излагается в б о л ь ш о м количестве монографий, 
инструкций , п о л о ж е н и й , но понять ее м о ж е т л и ш ь тот , кто 
научился понимать ее я з ы к и знаки, к о т о р ы м и она написа
на. Написана же она на математическом я з ы к е — искусст 
венном я з ы к е , х а р а к т е р и з у ю щ е м с я т о ч н ы м и правилами 
построения выражений и их п о н и м а н и я , а знаки ее — ма
тематические ф о р м у л ы . 

Во Франции Франсуа Кенэ, врач и экономист, предпри
нял одну из первых попыток экономико-математического мо
делирования механизма движения финансов. Он построил 
экономическую таблицу, рассматривающую экономику госу
дарства как единую систему. Кенэ применил идею кровообра
щения человека к кругообороту экономических отношений. 

К а р л М а р к с , используя таблицы Кенэ , ввел алгебраи
ческие ф о р м у л ы и мечтал « вывести главные законы кризи 
с о в » . В работах Маркса впервые сделано математическое 
формализованное описание процесса расширенного воспро 
изводства. 

В 1 8 3 8 г . французский математик Антуан Курно выпу
стил к н и г у «Исследование математических принципов тео 
рии богатства» . В ней впервые была предложена математи
ческая зависимость спроса и цены товара. Эти величины 
связаны коэффициентом эластичности , к о т о р ы й показыва
ет , как изменяется спрос при росте или снижении цены 
на 1% . Ф у н к ц и я спроса позволила в с к р ы т ь ряд закономер
ностей . Продавать д о р о ж е не всегда выгодно . Все зависит 
от коэффициента эластичности . Спрос на товары, для к о т о 
р ы х он больше единицы, при с н и ж е н и и цены растет так 
б ы с т р о , что о б щ а я прибыль от продажи увеличивается . 

В 1874 г. швейцарский экономист Л. Вальрас ввел ста
т и с т и ч е с к у ю модель системы э к о н о м и ч е с к о г о равновесия, 
затем итальянский э к о н о м и с т В . П а р е т о предложил м о 
дель распределения доходов населения. 

Конец X I X — начало X X в . характеризуется значитель
ной активизацией работ, развивающих математические ме
тоды решения э к о н о м и ч е с к и х задач. Одной из первых за
дач, решенных на основе математического подхода , явля
ется «задача о з е м л е к о п е » , сформулированная Ф р е д е р и к о м 
Тейлором в 1885 г. В задаче требовалось определить опти
мальную разовую массу подбираемой земли, обеспечиваю
щ у ю максимум объема работ землекопа за день. Если зем
лекоп за один раз забирает много земли, то усталость его 
быстро нарастает. Если брать за один раз мало земли, то 
падает общий объем работ. 
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В 1911 г. р у с с к и й э к о н о м и с т И. Дмитриев описал ба
лансовые соотношения «продукты-ресурсы» с помощью ли
нейных алгебраических выражений. В 1920-е гг. С. Г. Стру-
милиным сформулирована идея о составлении плана как ре
зультата решения оптимизационной задачи. Одновременно 
В. А. Базаров , выделяя требования к плану, отмечал необ
х о д и м о с т ь плавного изменения показателей, согласованно
сти элементов с и с т е м ы , к р а т ч а й ш е г о пути к цели. На м е 
т о д и ч е с к и х разработках Базарова и Струмилина базиро
вался первый годовой план страны 1 9 2 5 г. В 1930-х гг. 
профессором М а с с а ч у с е т с к о г о т е х н о л о г и ч е с к о г о институ 
та В. Л е о н т ь е в ы м введены о с н о в ы э к о н о м и к о - м а т е м а т и 
ч е с к и х моделей «затраты—выпуск» для изучения м е ж о т 
раслевых связей. 

Становление современного математического аппарата 
оптимальных экономических решений началось в 1940-е гг. , 
благодаря первым работам Н. Винера, Р. Беллмана, С. Джон
сона, Л. В. Канторовича. 

В 1 9 3 8 г. перед двадцатипятилетним профессором Л Г У 
Л. В. К а н т о р о в и ч е м была поставлена задача: как наилуч
ш и м образом распределить работу восьми станков фанер
ного треста при условии , что известна производительность 
каждого станка по к а ж д о м у из пяти видов обрабатывае
м ы х материалов. В 1 9 3 9 г . в ы д а ю щ и й с я с о в е т с к и й мате 
матик и э к о н о м и с т опубликовал работу « М а т е м а т и ч е с к и е 
методы организации и планирования п р о и з в о д с т в а » , в к о 
т о р о й впервые сформулировал задачу линейного програм
мирования и разработал алгоритм ее решения . В 1 9 7 5 г. 
совместно с американским ученым Т. Купмансом Канторо
вич получил Нобелевскую п р е м и ю за вклад в т е о р и ю опти
мизации распределения ресурсов . 

В годы, когда применение математических методов в 
экономике СССР считалось крупной методологической ошиб
к о й , их роль и значение недооценивались, они начали с 
конца 1940-х гг. интенсивно развиваться в С Ш А в рамках 
исследований операций, прежде всего, в военной области, 
например, оптимальное развертывание боевой авиации, мак
симизирующее шансы страны на победу в войне, и др . 

Исторически общая задача линейного программирова
ния ставится в 1 9 4 7 г. Д ж . Данцигом и М. Вудом в депар
таменте ВВС С Ш А . Данцигом предлагается универсальный 
алгоритм решения задач линейного программирования, на
званный им симплекс -методом. В 1941 г. Х и ч к о к и незави
симо от него Купманс в 1 9 4 7 г. ф о р м у л и р у ю т транспорт
н у ю задачу, Стиглер в 1945 г. — задачу о диете . В 1952 г. 

было проведено первое у с п е ш н о е решение задачи линейно
го программирования на ЭВМ «Seact> в Национальном бюро 
стандартов С Ш А . С этого же периода наблюдается интен
сификация исследований в трудах Гасса , Баранкина и Д о р -
фмана (квадратичное программирование) , Беллмана и Дрей
ф у с а (нелинейное программирование) . 

В 1 9 5 0 - 1 9 6 0 - х гг. п о я в л я ю т с я значительные работы в 
области э к о н о м и к о - м а т е м а т и ч е с к о г о моделирования и у 
нас , в т о м числе : « Э к о н о м и ч е с к и й расчет наилучшего и с 
следования р е с у р с о в » Л . В . К а н т о р о в и ч а (1959 ) ; « П р и м е 
нение м а т е м а т и ч е с к и х методов в вопросах анализа грузо 
п о т о к о в » Л. В . Канторовича , М. К . Гавурина (1949 ) ; ра
б о т ы В. В . Н о в о ж и л о в а по о п т и м а л ь н о м у планированию 
народного х о з я й с т в а . В 1 9 6 0 г. академик В. С. Н е м ч и н о в 
при Н о в о с и б и р с к о м отделении АН СССР создает лабора
т о р и ю экономико-математического моделирования, в Киеве 
организуется институт к и б е р н е т и к и , возглавляемый ака
д е м и к о м В. М. Г л у ш к о в ы м . 

В наше время исследование операций применяют к оп
ределенному классу задач, связанному со с л о ж н ы м и орга
низационными структурами современного общества . Наша 
естественная склонность ставить и решать подобные зада
чи проявляется в в ы р а ж е н и я х типа «с наименьшими за
тратами» , «максимальная прибыль» , «полная отдача» и т. п. 
Сюда относятся задачи наиболее эффективного управления 
предприятием, распределения ресурсов , управления тех 
нологическими процессами, создания оптимальных кон 
с т р у к ц и й , управления грузопотоками , персоналом и мно
гие другие . 

Эти задачи возникают не только в п р о м ы ш л е н н о с т и , но 
и в повседневной ж и з н и каждого человека. Например , за
дача программирования утреннего одевания*. Мы д о л ж н ы 
выбрать программу действий, которая позволит одеться так , 
ч т о б ы выполнялись определенные ограничения или обще
принятые правила. Время — основной ресурс , и выбран
ная программа должна быть наилучшей в том смысле , в 
к а к о м к а ж д ы й понимает расход утреннего времени. Если 
программа включает шесть предметов о д е ж д ы : ботинки , 
н о с к и , б р ю к и , рубашку , галстук , п и д ж а к , то программа — 
л ю б о й порядок , в котором м о ж н о надеть эти предметы. 
Всего в этом случае существует 6! = 720 различных про
грамм. Многие из них недопустимы (носки поверх ботинок, 

*Гаас С. Путешествие в страну линейного программирования. М.: 
Мир, 1973. 
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галстук под рубашку) и , если их отбросить , все равно оста
ется несколько д о п у с т и м ы х программ, которые н у ж н о ис
следовать . Как же выбрать окончательное , оптимальное 
решение? 

В этой или л ю б о й другой задаче, где необходимо анали
зировать все возможные варианты решений и выбрать един
ственный оптимальный, имеется некая основная цель, по
з в о л я ю щ а я сравнивать эффективность этих д о п у с т и м ы х 
вариантов (программ действий) . Если мы с м о ж е м как-ни
будь сравнить меры этих программ, то тем самым м о ж е м 
выбрать и оптимальную. Если эта мера — затраты време
ни , то оптимальная программа утреннего одевания: носки , 
р у б а ш к а , б р ю к и , галстук , б о т и н к и , п и д ж а к — минимизи
рует время на одевание без нарушения о б щ е п р и н я т ы х ог
раничений. Но м о ж е т быть и другая мера — минимизация 
утреннего ш у м а — как м о ж н о меньше открывать и закры
вать дверцы и ш к а ф ч и к и . Тогда будет и другое оптималь
ное решение . 

Задачи математического программирования существу
ют только тогда, когда имеется много допустимых реше
ний (два и более). Если допустимое решение единствен
ное, не возникает никакой проблемы по его поиску. 

Постановки задачи поиска оптимального решения изве
стны еще из древности. Например , при изготовлении само
го простого кувшина объективно требуют решения такие 
в о п р о с ы . К а к о й формы должен быть к у в ш и н , чтобы при 
использовании имеющ егося количества глины его объем 
б ы л м а к с и м а л ь н ы м ? Глина имеет н е к о т о р у ю стоимость , 
тогда — другая постановка вопроса . К а к у ю выбрать фор
му , ч т о б ы при заданной стоимости глины объем кувшина 
был м а к с и м а л ь н ы м ? Или: какой ф о р м ы должен быть кув 
ш и н заданного объема, чтобы с т о и м о с т ь его была мини
мальной? 

Такая же постановка задачи сохраняется независимо от 
того , что будут изготавливать спустя тысячелетия . И н ы м и 
словами, существует одна из двух задач принятия реше
ний , например , в проектировании оптимальных конструк 
ций — сделать изделие: 

Ш с заданными свойствами минимальной стоимости ; 
Ж заданной стоимости с максимальными свойствами. 

Неоптимальное решение этих задач приводит к излиш
ним затратам сырья и времени. Д о п у с т и м , что при интуи
тивном распределении людей на работы в о з м о ж н о с т ь их 
использования по сравнению с оптимальным вариантом, 
рассчитанным на к о м п ь ю т е р е , ухудшается всего на 3 % . 
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Казалось б ы , очень небольшая погрешность , на к о т о р у ю 
м о ж н о и не обратить внимания. Такая п о г р е ш н о с т ь озна
чала бы , например , в гончарном цехе п р о ш л ы х веков с 
30 работниками н е п о л н у ю загрузку в течение рабочего дня 
л и ш ь одного из н и х . А в наши дни, если принять за число 
занятых в народном хозяйстве 100 млн человек , такая же 
погрешность м о ж е т явиться причиной с о к р а щ е н и я числа 
рабочих мест почти для 3 млн человек. 

1 2 
Э Т А П Ы П Р И Н Я Т И Я Р Е Ш Е Н И Й 

Чтобы менеджеру принять управленческое решение без 
компьютера, зачастую ничего не надо. Возникла в производ
стве ситуация, требующая своего разрешения, т . е . приня
тия менеджером соответствующего решения, он подумал и 
принял его . Правда, без гарантии оптимальности (т. е. пра
вильности). Компьютер же никаких решений не принимает, 
а только подготавливает их для принятия менеджером. Что 
нужно сделать, чтобы найти такие варианты решений (рис. 1)? 

Разработку л ю б о й модели оптимизации м о ж н о прибли
зительно разбить на 5 стадий, частично п е р е к р ы в а ю щ и х 
друг друга и не и м е ю щ и х четких границ. 

1. Постановка (формулировка) задачи. 
2. Разработка математической модели изучаемой системы. 
3. Отыскание решения с п о м о щ ь ю этой модели . 
4. Проверка данной модели и решения . 
5 . Уточнение решения на практике . 
При постановке задачи проводится предпроектное об

следование объекта моделирования, формулируется цель 
решения , ограничения, формы исходной и результатной 
информации, порядок ее преобразования и использования 
и т . д . П о р я д о к принятия решений мы м о ж е м проследить 
по рисунку 1. 
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При разработке математической модели формализуется 
цель решения , с которой у в я з ы в а ю т с я переменные величи
ны и наличные ограничения, оценивается число в о з м о ж 
н ы х ( д о п у с т и м ы х ) вариантов решения . 

Собственно решению на ЭВМ предшествует разработка 
алгоритма — формализованной последовательности дей
ствий по реализации модели (блок-схем решения задачи) , 
по к о т о р о й разрабатывается программа решения задачи на 
ЭВМ или подбирается готовый программный продукт . 

Далее сравнивается полученное решение с реальной дей
ствительностью, чтобы в ы я с н и т ь , действительно ли реше
на реальная задача, все ли переменные в модели учтены, 
все ли ограничения формализованы, все ли изменения объек
та внесены в модель и т. д. 

Особенно в а ж н ы м на э т и х этапах представляется выбор 
цели решения . Например , установка зениток на торговых 
судах в Атлантике во время В т о р о й мировой войны. Из 
25 в р а ж е с к и х самолетов сбивали один , что не окупало ус 
тановку орудий. Но после установки зениток потопляе-
мость судов уменьшилась в 2 ,5 раза. Так ставить зенитки 
или нет? А если ставить, то какая при этом должна быть 
цель — сбивать самолеты или сохранять свои суда? 

Х о р о ш у ю модель, достаточно полно о т р а ж а ю щ у ю реаль
ный моделируемый объект, составить непросто. По словам 
Беллмана, «если мы попытаемся включить в нашу математиче
с к у ю модель слишком много черт действительности, то за
хлебнемся в сложных уравнениях, содержащих неизвестные 
параметры и неизвестные функции. Определение этих функ
ций приведет к еще более сложным уравнениям с еще боль
ш и м числом неизвестных параметров и функций и т. д. Если 
ж е , наоборот, оробев от столь мрачных перспектив, построим 
слишком упрощенную модель, то обнаружим, что она не 
определяет последовательность действий так, чтобы удовлет
ворять нашим требованиям. Следовательно, Ученый, подоб
но Паломнику, должен идти прямой и узкой тропой между 
Западнями Переупрощения и Болотом Переусложнения» . 

Для обеспечения успеха моделирования надо выпол
нить три правила, к о т о р ы е , по м н е н и ю древних, являются 
признаками мудрости . 

1 . Отделить главные свойства моделируемого объекта 
от второстепенных. 

2. Учесть в модели главные свойства объекта . 
3 . Пренебречь его второстепенными свойствами. 
Модель — это условное представление действительно

сти. Степень соответствия может быть различной, и проблема 

заключается в т о м , ч т о б ы , выбирая уровень у п р о щ е н и я 
реальной ситуации , оставить основные в л и я ю щ и е ф а к т о р ы 
и соотношения м е ж д у н и м и . По этому поводу рассказыва
ю т , что академик С. А. Чаплыгин, будучи в свое время 
научным руководителем Центрального аэрогидродинами
ческого института , не утвердил в смете расходы на продув 
ку в аэродинамической трубе петуха. Причина его реше
ния была лаконично проста : « П е т у х не летает» . 

Для э к о н о м и ч е с к и х о п т и м и з а ц и о н н ы х задач м о ж н о 
сформулировать ряд обязательных требований. 

Ш Экономические задачи д о л ж н ы ставиться и решаться 
количественно , путем объективного расчета. 

Ж Э к о н о м и ч е с к и е задачи выбора рассматриваются к а к 
экстремальные. 

Ш Функционирование э к о н о м и к и в целом, предприятия и 
его отдельного подразделения должно оцениваться по 
некому к р и т е р и ю . 

Ш Л у ч ш и й вариант приходится выбирать в у с л о в и я х ог 
раниченности ресурсов . 

1.3. 
К Л А С С И Ф И К А Ц И Я З А Д А Ч 

О П Т И М И З А Ц И И 

Во всех сферах человеческой деятельности большое ме
сто занимает принятие решений. Для постановки задачи 
принятия решения необходимо выполнение двух условий : 
1) должно быть много решений ; 2) вариант должен быть 
выбран по определенному принципу. 

Очевидно, что если нет хотя бы двух в о з м о ж н ы х вари
антов решения , то выбирать нечего и задача принятия ре 
ш е н и я отсутствует . Так , если предприятию задан план, 
устанавливающий номенклатуру и количество выпускае 
мой продукции , то задачи определения плана нет, так как 
план задан. 

Известны два п р и н ц и п а выбора : волевой и к р и т е р и 
альный. 

Волевой в ы б о р , наиболее часто используемый, приме
няют при отсутствии формализованных моделей как един
ственно в о з м о ж н ы й . 

Критериальный в ы б о р заключается в принятии неко
торого критерия и сравнении в о з м о ж н ы х вариантов, соот 
в е т с т в у ю щ и х к р и т е р и ю . Вариант, для которого выбран
ный критерий принимает наилучшее решение , называют 
оптимальным (от лат. optimus), а задачу принятия наилуч
шего решения — задачей оптимизации. 
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Решение не м о ж е т быть оптимальным вообще , во всех 
с м ы с л а х , а только в одном, единственном смысле , опреде
ляемом выбранным критерием. 

Критерий оптимизации называют целевой функцией , 
функцией цели, функционалом и др . 

Л ю б у ю задачу, решение которой сводится к нахождению 
максимума или минимума целевой функции, называют зада
чей оптимизации. Задачи менеджмента чаще всего связаны с 
нахождением условного экстремума целевой функции при из
вестных ограничениях, накладываемых на ее переменные. 

В качестве целевой ф у н к ц и и при решении различных 
о п т и м и з а ц и о н н ы х задач принимают количество или стои
мость выпускаемой продукции , затраты на производство , 
с у м м у прибыли и т. п. Ограничения обычно — ресурсы : 
л ю д с к и е , материальные, д е н е ж н ы е . 

М о ж н о показать, что оптимизационные задачи менедж
мента, различные по своему содержанию и реализуемые с 
использованием стандартных программных продуктов , со 
ответствуют т о м у или иному классу экономико-математи
ческих моделей. Классификацию некоторых основных за
дач оптимизации, реализуемых менеджментом на производ
стве, м о ж н о выполнить по с л е д у ю щ и м признакам: функция 
управления; состав оптимизационных задач; класс эконо 
мико -математических моделей (табл. 1). 

Другой в а ж н ы й признак систематизации — классифи
кация моделей по ее элементам: и с х о д н ы м данным, и с к о 
м ы м переменным, зависимостям, о п и с ы в а ю щ и м цель зада
чи (моделирования) и ограничения (рис . 2) . 

В зависимости от исходных данных выделяют 3 типа ма
тематического описания задач управления: детерминирован
ные, вероятностные и задачи в условиях неопределенности. 

Исходные данные, которые заданы определенными ве
личинами, называют детерминированными. 

Детерминированные задачи формулируются в условиях 
полной определенности о значениях используемых парамет
ров , составе и виде влияющих ограничивающих условий. 
Такое описание имеет однозначность при математическом 
представлении и позволяет получить однозначное решение. 

В детерминированной задаче всегда известно, что стра
тегия действий А приведет к результату а, а стратегия 
действий В — к результату Ь. Остается только определить, 
какой результат имеет б о л ь ш у ю полезность, чтобы выбрать 
л у ч ш у ю из двух стратегий. 

Исходные данные, которые зависят от ряда случайных 
факторов, называют случайными величинами. Например, 
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Та бл и ца 1 

Функция 
управления 

Задачи 
оптимизации 

Класс экономико-
мате матических 

моделей 

Техническая 
и органи
зационная 
подготовка 
производства 

Моделирование состава изде
лий. Оптимизация состава 
марок, шихты, смесей. Опти
мизация раскроя листового 
материала, проката. Оптими
зация распределения ресурсов 
в сетевых моделях комплексов 
работ. Оптимизация планиро
вок предприятий, производств 
и оборудования. Оптимизация 
маршрута изготовления изде
лий. Оптимизация технологий 
и технологических режимов 

Дискретное (целочис
ленное) программиро
вание. Линейное про
граммирование. Сете
вое планирование и 
управление. Имита
ционное моделирова
ние. Динамическое 
программирование. 
Нелинейное про
граммирование. 
Теория графов 

Технико-
экономиче
ское плани
рование 

Построение сводного плана и 
прогнозирование показателей 
развития предприятия. Опти
мизация портфеля заказов и 
производственной программы. 
Оптимизация распределения 
производственной программы 
по плановым периодам 

Балансовые 
(матричные) модели 
«затраты-выпуск». 
Корреляционно-
регрессионный ана
лиз. Экстраполяция 
тенденций. Линейное 
программирование 

Оперативное 
управление 
основным 
производст
вом 

Оптимизация календарно-
плановых нормативов. Кален
дарные задачи. Оптимизация 
стандарт-планов. Оптимиза
ция краткосрочных планов 
производств 

Нелинейное про
граммирование. Ими
тационное моделиро
вание. Линейное про
граммирование. Це
лочисленное про
граммирование 

имеющееся наличие ресурсов зависит от своевременности 
их поставки, производительность оборудования — от его 
исправности и т. д. Вероятностные, или, как их еще называ
ю т , стохастические задачи, включают в своей постановке зада
чи параметры, задаваемые в виде случайных величин, для 
которых известны вероятности достижения в о з м о ж н ы х зна
чений. Такие задачи называют также задачами с риском, и 
их решение формулируется как конкретные результаты с 
вероятностной оценкой каждого из них . 
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Заметим, что детерминированные задачи м о ж н о рас
сматривать как предельный вариант задач с р и с к о м , в к о 
т о р ы х вероятность появления значений используемых па
раметров равна единице. 

Оценки вероятностей бывают о б ъ е к т и в н ы м и и субъек
т и в н ы м и . Объективные вероятности получаются путем оп
ределения отношения числа и н т е р е с у ю щ и х нас событий к 
о б щ е м у числу наблюдаемых с о б ы т и й . 

Задачи в условиях неопределенности возникают в ситуа
ц и я х , когда нет предварительной вероятностной оценки 
в о з м о ж н ы х б у д у щ и х ситуаций или значений параметров, 
их характеризующих . В подобных задачах используют свое
образный подход для описания оценки предпочтительно
сти управленческих стратегий. Оценка МАКСИМИН предпола
гает предпочтительность стратегии действий , у которой до 
стигается максимально полезный результат при наиболее 
неблагоприятном развитии собы т ий . Оценка МИНИМАКС ори
ентирует на выбор стратегии, т р е б у ю щ е й наименьших рас
ходов при наиболее неблагоприятном развитии событий . 

Переменные величины могут быть непрерывными и дис
к р е т н ы м и . НЕПРЕРЫВНЫЕ величины могут принимать в за
данном интервале любые значения (например, процентное 
содержание элементов в марке материала) . ДИСКРЕТНЫЕ, 
или ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ, принимают только целые значения 
(например , нельзя ввести в эксплуатацию 1,5 здания) . 

Зависимости между элементами могут быть линейными и 
нелинейными. ЛИНЕЙНЫМИ называют зависимости, в которые 
входят переменные в первой степени и нет их произведения. 
Если входят переменные не в первой степени или есть произве
дение переменных, то зависимости называют НЕЛИНЕЙНЫМИ. 

Сочетание различных элементов модели приводит к раз
л и ч н ы м классам задач оптимизации , к о т о р ы е требуют раз
н ы х методов решения , следовательно, и разных программ
н ы х средств (табл. 2) . 

Та блица 2 

Исходные 
данные Переменные Зависимости Задача 

Детермини
рованные 

Непрерывные Линейные Линейного 
программирования 

Детермини
рованные 

Целочисленные 
(дискретные) Линейные Целочисленного 

программирования 
Детермини

рованные 

Непрерывные, 
целочисленные Нелинейные Нелинейного 

программирования 

Случайные Непрерывные Линейные Стохастического 
программирования 
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Рис. 3 

изменений переменных (ограничения и граничные условия) , 
либо то и другое зависят от некоторых параметров. 

В задачах дробно-линейного программирования целевая 
функция — отношение двух линейных функций, а функ
ции, определяющие область в о з м о ж н ы х изменений пере
менных , также линейны. В отдельные разделы выделены 
задачи динамического и стохастического программирования. 

Задача динамического программирования — задача, про
цесс нахождения решения которой является многоэтапным. 

Если в целевой функции или в ф у н к ц и я х , определяю
щ и х область в о з м о ж н ы х изменений переменных, содер
ж а т с я случайные величины, то т а к у ю задачу относят к 
с т о х а с т и ч е с к о м у п р о г р а м м и р о в а н и ю . 

22 

1.5. 
К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Е З А Д А Н И Я 

Задание 1. Ч т о подразумевается под с л е д у ю щ и м и поня
т и я м и : целевая ф у н к ц и я , целочисленные переменные , до
пустимое решение? Назовите основные классификацион
ные признаки экономико -математических моделей . На ка
кие группы к л а с с и ф и ц и р у ю т с я экономико -математические 
модели в зависимости от свойств целевой ф у н к ц и и и огра
ничений? Сформулируйте математическую постановку эк
стремальной задачи в общем виде. 

Задание 2. Сформулируйте математическую постановку 
задачи распределения. Есть ограниченное количество средств, 
которое предполагается использовать для подготовки ж и 
лищно-коммунального хозяйства к зиме. Необходимо распре
делить эти средства на контроль и ремонт тепловых сетей, 
отопительного оборудования в домах и ТЭЦ, утепление домов 
и прочее, так, чтобы вероятность нарушения теплоснабжения 
в течение отопительного сезона была минимальной. Ответ — 
в виде вектора оптимального распределения средств. 

Задание 3 . Сформулируйте математическую постанов
ку задачи выбора. Для строительства здания необходимо 
выбрать генерального подрядчика из нескольких строи
тельных фирм так, чтобы обеспечить качество и сроки строи
тельства не н и ж е заданных и выполнить строительство за 
минимальные сроки и с минимальными затратами. Ответ — 
наименование организации. 

Задание 4. Сформулируйте математическую постановку 
задачи размещения. Необходимо построить торговый центр, и 
известны несколько вариантов его размещения. Необходимо 
выбрать такой вариант, чтобы стоимость доставки товаров от 
оптовых складов была минимальной, торговый оборот — мак
симальным, а стоимость строительства не превышала бы за
данной величины. Ответ — в виде координат строительства. 

Задание 5 . Сформулируйте математическую постанов
ку задачи распределения затрат. В регионе ремонтируют 
ся дороги , к о т о р ы м и будут пользоваться несколько фирм. 
Необходимо так распределить затраты м е ж д у заинтересо
ванными фирмами, чтобы ни одна из н и х не отказалась 
участвовать в финансировании ремонта. Ответ — вектор 
распределения затрат. 

Задание 6 . Сформулируйте математическую постанов
ку задачи дележа. Работодатель нанимает группу служа
щ и х . На к а к у ю оплату своего труда они могут согласиться 
и каким образом д о л ж н ы распределить с о в о к у п н ы й доход 
между собой? Ответ — вектор дележа. 
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ГЛАВА 2 

ЛИНЕЙНОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Любая модель принесет мало пользы при отсутствии 
необходимой информации. 

X. Таха 
Ничего чрезмерного. 

Правило X и л о н а 

ЛОШАДЬ съедает воз сена ЗА .месяц, козд — ЗА ДВА .месяца, 
ОВЦА — ЗА три .месяца. ЗА кдкое время ЛОШАДЬ, КОЗА И ОВЦА 
с ъ е д я т ТАКОЙ же коз сеид? 

СтАрИННАЯ ЗАДАЧА 
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(4) 

(5) 

(6) 

где Xj — количество выпускаемой продукции / - го вида — 
и с к о м а я переменная (/ = 1, п); п — количество наиме
нований продукции ; Cj — величина, п о к а з ы в а ю щ а я , какой 
вклад в результат дает единица продукции / - го вида; b t — 
заданное количество ресурса i - r o вида (i = 1, т); т — 
количество наименований ресурсов ; ajj — норма расхода 
ресурса , т . е . какое количество ресурса 1-го вида потребля
ется на производство единицы / - го вида продукции . 

Решение задачи дает нахождение значений Xj, обеспечи
в а ю щ и х при заданных ресурсах получение максимального 
результата. Вторая постановка задачи будет иметь вид: 



где С — минимально допустимое значение потребного ре
зультата. 

П е р в у ю и в т о р у ю задачи, в к о т о р ы е переменные х> вхо 
дят в первой степени, т. е. в виде линейных зависимостей, 
называют задачами линейного п р о г р а м м и р о в а н и я . 

К а ж д а я задача линейного программирования содержит 
ц е л е в у ю ф у н к ц и ю (4) или (7), о граничения (5), (6) или ( 8 ) -
(10) , граничные условия (6) или (10) , (11) . Ограничения 
могут включать зависимости как для ресурсов (Ъ{), так и 
для э к о н о м и ч е с к и х показателей (С) . 

Для решения задач линейного программирования ис 
пользуют графический и аналитический методы. 

2.2 
Э К О Н О М И Ч Е С К А Я 

И Н Т Е Р П Р Е Т А Ц И Я З А Д А Ч 
Л И Н Е Й Н О Г О П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я 

П р и м е р 1. Пусть требуется определить план выпуска 
четырех видов продукции А, В, С, D, для изготовления 
к о т о р ы х используются ресурсы трех видов: трудовые, мате
риальные, финансовые. Количество каждого i - r o вида ресур
са для производства каждого / - го вида продукции называют 
нормой расхода и обозначают a i ; . Количество каждого вида 
ресурса, которое имеется в наличии, обозначают b t (табл. 3). 

Из таблицы 3 видно, что для в ы п у с к а единицы продук
ц и и , например, вида А, требуется шесть единиц трудовых 
ресурсов , вида С — 11 единиц материальных ресурсов и т. д. 
П р е д п р и я т и е располагает 12 ООО единиц финансовых ре
с у р с о в , 2 0 0 0 единиц материальных, 8 0 0 единиц трудовых . 
И с х о д я из р ы н о ч н о г о спроса и производственно -техноло 
г и ч е с к и х возможностей (производственной мощности , уров
ня специализации, минимальных объемов выпуска ) , зада-

Таблица 3 

Ресурсы (i) 
Вид продукции (/) 

Запас 
ресурса (Ь;) Ресурсы (i) А В С D Запас 
ресурса (Ь;) Ресурсы (i) 

Удельный расход ресурсов (ay) 

Запас 
ресурса (Ь;) 

Трудовые 6 4 2 1 800 

Материальные 7 9 11 5 2000 

Финансовые 3 4 5 6 12 000 

Граница нижняя 1 - 3 - -
Граница верхняя 12 2 - -
План XI Х2 хя -
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Постановка Целевая функция Граничные условия R" F> 

1 R°-> max F< 14 800 3162 4774 

2 -» min R > 3000 4531 137 

В первой постановке maxLx = 3162 денежных единиц. 
Общее количество использованных ресурсов F = 4774 единиц. 
При этом ресурсы оказались подразделенными на две группы: 
лимитирующие, для которых y t = 0, и нелимитирующие, для 
которых y t > 0. К первой группе относятся материальные 
ресурсы, ко второй — трудовые и финансовые. Значит, уве
личение запасов материалов позволит найти такой новый 
оптимальный план производства и реализации продукции, 
выполнение которого приведет к увеличению прибыли, а 
прирост трудовых и финансовых, по которым и так имеются 
резервы в объемах г/х = 396 и у3 = 9 6 3 0 единиц, — нет. 

Отсюда следует, что для повышения эффективности про
изводства (роста прибыли предприятия) потребуется уве
личение запасов не всех ресурсов , а только л и м и т и р у ю щ и х 
(на практике ж е , как правило, стремятся к необоснованно
му наращиванию запасов всех ресурсов по известному прин
ципу «запас карман не т я н е т » ) . 

Во второй постановке суммарный расход ресурсов ока
зывается несколько меньше и составляет F = 4 5 3 1 единиц, 
и для всех их видов есть резервы. 

Таким образом, по результатам после оптимизационно
го анализа сформулированной нами в обеих постановках 
задачи распределения ресурсов м о ж н о сделать следующие 
весьма в а ж н ы е для эффективного менеджмента предприя
тия в ы в о д ы : 

1) реализация найденных оптимальных планов обеспе
чивает достижение цели предприятия — максимальной эф
фективности деятельности (или по максимально возможной 
величине прибыли от реализации, или по минимуму издер
ж е к — расхода наиболее важнейших для предприятия ре
сурсов) , особенно если его изделия конкурентоспособны; 

2) реализация найденных оптимальных планов будет 
в о з м о ж н а д а ж е в у с л о в и я х в ы с в о б о ж д е н и я д е н е ж н ы х 
средств , связанных в излишних , сверх требуемых на вы
полнение э т и х планов, запасах ресурсов . Понятно , что реа
лизация и з л и ш н и х запасов ресурсов в пределах выявлен
ных резервов будет способствовать еще большему росту 
эффективности деятельности предприятия, а значит, и ста
билизации его р ы н о ч н ы х позиций. 

30 

Та блица 4 

X» _0 А *2 У? У°2 

1 0 3 392 396 0 9630 

1 0 3 371,75 416,25 101,25 9751,5 

Конечно , все эти потенциальные возможности предприя
тия достигаются , если: а) п о д о б н у ю задачу в л ю б о й из этих 
постановок или в обеих постановках менеджеру удалось 
сформулировать , для чего необходимо будет предваритель
но подготовить исходные данные ; б ) подобную задачу уда
лось р е ш и т ь , что в о з м о ж н о только при сбалансированно
сти и совместности ее у словий . 

2 .3 . 
П Р О В Е Р К А 

С Б А Л А Н С И Р О В А Н Н О С Т И П Л А Н О В 

Представим себе т а к у ю с и т у а ц и ю . Пусть предприятие , 
как это положено при грамотном менеджменте и маркетин
ге, организованном надлежащим образом, исследовало р ы 
нок . Исходя из своих потенциальных возможностей и к о н ъ 
ю н к т у р ы рынка , сформулировало собственные цели дея
т е л ь н о с т и на о т д а л е н н у ю и б л и ж а й ш у ю п е р с п е к т и в у . 
В соответствии с целями разработало маркетинговую стра
т е г и ю и программу, сформировало хозяйственный порт
фель. Несомненно , что с одержимое этого портфеля (заказы 
и договоры с преимущественно реальными, т. е. платеже
способными заказчиками) менеджер обосновал оптималь
н ы м и решениями , п о л у ч е н н ы м и из реализации задачи, 
подобной у ж е рассмотренной нами (пример 1). 

После утверждения маркетинговой программы функ
циональные с л у ж б ы предприятия приступают к ее реализа
ции . Так , конструкторы спроектировали новые конкурен
тоспособные изделия или модифицировали выпускаемые 
конструкции. Технологи разработали новые или усовершен
ствовали применяемые технологические процессы, снабжен
цы заключили договоры на поставку ресурсов от наиболее 
надежных и выгодных п о с т а в щ и к о в . Сбытовики устанав
ливают эффективные каналы товародвижения. Экономис 
ты планируют цены, и з д е р ж к и , прибыль, а финансисты, в 
с в о ю очередь, изыскивают необходимые кредиты и контро 
л и р у ю т достижение предприятием своих установленных 
целей по уровню рентабельности. 

Казалось бы, менеджментом все было предусмотрено, что
бы предприятие стало лидером рынка и обрело устойчивые 



рыночные позиции в своей стратегической зоне хозяйство 
вания. Но этого не произошло . «Вялые» продажи новой и 
традиционной продукции предприятия явно не покрывали 
понесенные и з д е р ж к и . К т о м у же наступили сроки расче
тов с поставщиками ресурсов , погашения кредитов и обя 
зательных платежей. 

Оказалось , что маркетологи «проглядели» в ы х о д на 
р ы н о к всего л и ш ь одного конкурента на товары, аналоги 
которого более совершенны по своим потребительским свой
ствам; переключился р ы н о ч н ы й спрос . 

Понятно , что в такой ситуации менеджменту следует 
ориентироваться на выживаемость предприятия (не говоря 
у ж е о какой-либо « п р и л и ч н о й » доле рынка ) . И первый шаг 
в направлении в ы ж и в а е м о с т и , а затем и стабилизации фи
нансового с о с т о я н и я , должен состоять в незамедлительной 
разработке комплекса с р о ч н ы х антикризисных м е р . 

Конечно , эти меры д о л ж н ы предусматривать уточнение 
б л и ж а й ш и х и перспективных целей деятельности , коррек
тировку маркетинговых программ, планов производства и 
сбыта продукции . Но их реализация, восполнение утрачен
н ы х к о н к у р е н т н ы х преимуществ , как правило , с о п р я ж е н ы 
с длительными сроками. Ведь оборудование, предназна
ченное для изготовления ранее спроектированных конст 
р у к ц и й по ранее разработанным технологиям , у ж е закуп
лено и установлено , запасы ресурсов созданы. 

Тогда выход из этой кризисной ситуации м о ж е т состо 
ять в разработке к о н с т р у к ц и й , которые будут технологи
чески подобны ранее спроектированным. Н о , разумеется , 
они д о л ж н ы б ы т ь к о н к у р е н т о с п о с о б н ы м и относительно 
р ы н о ч н ы х аналогов , т . е . дешевле на единицу своего полез
ного эффекта. Иначе останется опасность проявления кон 
к у р е н т н ы х угроз и тогда у ж е неизбежного банкротства . 

Корректировка маркетинговой программы и плана про
изводства будет связана с в к л ю ч е н и е м в них номенклату 
ры н о в ы х , более с о в е р ш е н н ы х изделий взамен изделий, 
не п о л ь з у ю щ и х с я с п р о с о м . П р и обосновании такой к о р 
ректировки результатами р е ш е н и я задачи оптимизации 
распределения ресурсов план производства может оказаться 
несбалансированным по номенклатуре , нормам расхода и 
обеспеченности ресурсами . П о н я т н о , что работать по не
сбалансированному плану н е в о з м о ж н о , и п о э т о м у требо 
вание в ы п у с к а п р о д у к ц и и без обеспечения его ресурсами 
н е в ы п о л н и м о . 

Сбалансированность планов по номенклатуре и запасам 
ресурсов м о ж н о проверить моделированием на компьюте -

т  

ре , и ответ будет получен не в конце планового периода, 
когда изменить у ж е ничего нельзя , а сразу же при моде 
лировании и анализе с к л а д ы в а ю щ е й с я р ы н о ч н о й ситуа
ц и и . Здесь о собенно в а ж н ы м представляется использова 
ние достоверной и н ф о р м а ц и о н н о й б а з ы , о т о б р а ж а ю щ е й , в 
частности , т е х н и ч е с к и о б о с н о в а н н ы е удельные н о р м ы рас 
х о д а р е с у р с о в , а т а к ж е к о н ъ ю н к т у р у р ы н к а . Именно ма
тематические модели п о з в о л я ю т своевременно в ы я в л я т ь 
несбалансированность планов , актуализировать цели дея
тельности, обосновывать их реальными и потенциальными 
производственно-технологическими и с б ы т о в ы м и в о з м о ж 
ностями предприятий. 

П р и м е р 2 . П о к а ж е м , как м о ж н о обеспечить условие 
сбалансированности на примере предыдущей задачи (пер
вая постановка) . Только теперь в связи с изменением р ы 
ночной ситуации п р о д у к ц и ю А необходимо выпускать в 
количестве не менее 1 5 , В — не менее 5, С — не менее 
2 единиц. Изделия D с производства снимаются как не 
пользующиеся спросом . Взамен планируется запустить тех 
нологически подобные , но более совершенные изделия S, 
на которые потенциальные потребители могут предъявить , 
по пессимистическим оценкам, платежеспособный спрос в 
объеме 500 единиц. Это позволяет предприятию планиро
вать получение прибыли в размере не менее 5 0 0 0 денеж
н ы х единиц. 

Перепишем новое условие задачи (табл. 5) . 
Р е ш е н и е . И с х о д я и з данных этой таблицы непонят

н о , повлечет ли такое их изменение несбалансированность 

Та б л и ц а 5 

Ресурсы (i) 

Вид продукции (/') 
Запас 

ресурса 
(hi) 

Ресурсы (i) А В С D 
Запас 

ресурса 
(hi) 

Ресурсы (i) 

Удельный расход ресурсов (оу) 

Запас 
ресурса 

(hi) 

Прибыль на единицу 
продукции 5 6 7 13 -
Трудовые 6 4 2 1 800 

Материальные 7 9 11 5 2000 

Финансовые 3 4 5 6 12 000 

Граница нижняя 15 5 2 500 -
Граница верхняя - - - -

План XI Х2 ХЗ ХЛ -
32 2-2917 33 
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Та б л и ца 6 

Пока
затели «* 

Минималь
ный сум

марный до
полнитель
ный ресурс 

Ч г° 
*3 

А 

Макси
маль
ная 
при
быль 

Зна
чение 814 1172 0 1986 15 5 2 500 6619 
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2х + Зу = 7, (а) 

Зх + 2у = 8, (б) 

Ъх + Ъу = 15, (в ) 

х + у = 3. (г ) 

Линейная система, в которой число неизвестных N 
равно числу уравнений т, имеет одно решение. 

Наличие или отсутствие решений при различных соот
ношениях числа переменных и числа уравнений справедли
во только для линейно независимых уравнений, которые не 
могут быть получены умножением, делением, сложением, 
вычитанием исходных уравнений. Например, пусть есть урав
нение 3* = 6, из которого м о ж н о получить несколько: х = 2; 
9* = 18 ; 6* = 12 и т. д. Все эти уравнения линейно зависи
мы и новых сведений о зависимостях для переменной не 
содержат. Поэтому в этом примере т — 1 (а не 4) . 

А н а л о г и ч н о в с л е д у ю щ е й системе есть только два ли
нейно независимых уравнения: так , уравнение (в) есть ре
зультат суммирования (а) и ( б ) , а уравнение (г) есть резуль
тат деления (в) на 5: 

Пусть число неизвестных больше числа уравнений. Напри
мер, 2х\ + х2 = 2. Очевидно, что все значения хх и х2, лежа
щие на прямой этого уравнения, являются его решением. Зна
чит, это уравнение имеет бесчисленное множество решений. 

Если в системе число неизвестных N больше числа 
уравнений т, то такая система имеет бесчисленное мно
жество решений. 

В случае , когда система имеет более одного в о з м о ж н о г о 
решения , м о ж е т быть поставлена задача оптимизации. П р и 
этом суть такой задачи, к а к мы у ж е знаем, заключается в 
т о м , ч т о б ы из всех д о п у с т и м ы х решений , удовлетворяю
щ и х ограничениям и граничным условиям, выбрать такое , 
которое придает целевой ф у н к ц и и оптимальное , т . е . мак
симальное или минимальное значение. 

Если все ограничения и целевая ф у н к ц и я линейны, 
задача оптимизации, как нам известно , является задачей 
линейного программирования. 

2.5. 
Г Р А Ф И Ч Е С К И Й МЕТОД Р Е Ш Е Н И Я З А Д А Ч 

ЛИНЕЙНОГО П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я 

Вспомним построение линейных зависимостей. Начнем 
с уравнений. Линейное уравнение с двумя переменными 
м о ж е т быть записано аххх + а2х2 = Ь. Чтобы построить это 
уравнение, найдем точки пересечения с о сями координат . 
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Ресурсы 
Норма расхода ресурсов Запас 

ресурса Ресурсы 
Ш Па Пз ш 

Запас 
ресурса 

Трудовые 1 1 1 1 16 
Сырье 6 5 4 3 110 

Оборудование 4 6 10 13 100 

Прибыль 60 70 120 130 -
План Xl Х2 Хз Х4 

П о с л е д н ю ю постановку м о ж н о представить в виде таб
л и ц ы — первой таблицы симплекс -метода . 

Правила составления симплекс -таблиц. 
Для первой таблицы: 
1) в первый столбец записывают y t — базисные пере

менные , к о т о р ы е находятся в уравнениях слева; 
2) свободные переменные * ; , заключенные в с к о б к а х , 

выносят в в е р х н ю ю строку таблицы; 
3) в остальные столбцы записывают коэффициенты пе

ред свободными переменными; 
4) индексная строка есть результат вычитания из нуля 

коэффициентов перед свободными переменными. 
Для п о с л е д у ю щ и х таблиц (табл. 8 , 9 , 1 0 , 11) : 
1) выбирается наименьший отрицательный элемент в ин

дексной строке при отыскании максимума, но наибольший 
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Первая симплекс^габлица 
Та блица 8 

Базис Свободные 
члены 

Свободные переменные Базис Свободные 
члены 

X l Хз 

У1 16 1 1 1 1 

У* 110 6 5 4 3 

У* 100 4 6 10 13 

Индексная строка 0 -60 -70 -120 -130 

Tat 
Вторая симплекс-таблица 

'лица 9 

Базис Свободные 
члены 

Свободные переменные Базис Свободные 
члены 

Xl Хг Ха Х4 

108/13 9/13 7/13 3/13 0 

У* 1130/13 66/13 47/13 22/13 0 

Ха 100/13 4/13 6/13 10/13 1 

Индексная строка 1000 -20 -10 -20 0 

Третья симплекс-таблица 
Таблица 10 

Базис Свободные 
члены 

Свободные переменные Базис Свободные 
члены Xl х 2 Хз Ха 

Xl 12 1 7/9 1/3 0 

У2 26 0 -1/3 0 0 

Х4 4 0 2/9 26/39 1 

Индексная строка 1240 0 50/9 -40/3 0 

Та б 
Последняя симплекс-таблица 

лица 11 

Базис Свободные 
члены 

Свободные переменные Базис Свободные 
члены XI хг XI Х4 

XI 10 1 1/18 0 

Уг 26 0 -1/3 0 

Х4 6 0 13/6 1 

Индексная строка 1320 0 70/9 0 
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в двойственной задаче получаются друг из друга транспо
нированием. Число переменных в двойственной задаче (т) 
равно числу соотношений (ограничений) в прямой задаче, 
а число ограничений двойственной задачи (л) — числу пе
ременных в п р я м о й задаче. 
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Коэффициенты при неизвестных в целевой функции 
двойственной задачи — свободные члены (fy), а правые ча
сти в ограничениях двойственной задачи (с ; ) — коэффици
енты при неизвестных в целевой ф у н к ц и и прямой задачи. 

Если переменная xj прямой задачи м о ж е т принимать 
только положительные значения (Xj > 0 ) , то у'-е условие двой
ственной задачи — условие неравенства вида « > » . Если i-e 
соотношение в прямой задаче — неравенство, то i-я пере
менная двойственной задачи z, > 0. 

Если прямая задача имеет решение, то и двойствен
ная задача тоже имеет решение, причем max(min) Lt = 
= min(max) L2, поэтому для отыскания оптимума доста
точно решить одну какую-либо из задач двойственной 
пары. Обычно решают ту, которая проще. 

Оптимальный план двойственной задачи позволяет оце
нить степень дефицитности ресурсов , потребляемых при 
выполнении оптимального плана исходной задачи. 

П р и м е р 4 . Для производства изделий А, В, С использу
ю т с я три различных вида ресурсов . К а ж д ы й из видов ре
сурсов м о ж е т быть использован в количестве , соответствен
но не большем 1 8 0 , 2 1 0 , 2 4 4 ед. Известны затраты каждого 
из видов ресурсов на ед. п р о д у к ц и и и цена ед. продукции 
к а ж д о г о вида (табл. 12) . 

Определить план производства , при котором обеспечи
вается максимальный д о х о д , и оценить дефицитность к а ж 
дого вида ресурсов , используемых для производства про
д у к ц и и . 

Оценки, приписываемые к а ж д о м у виду ресурсов , дол
ж н ы б ы т ь т а к и м и , чтобы оценка всех используемых ресур
сов была минимальной , а суммарная оценка ресурсов на 
производство единицы продукции каждого вида — не мень
ше цены единицы продукции данного вида. 

Р е ш е н и е . Обозначим через х х и с к о м ы й план произ 
водства изделий А, через х2 — В, х3 — С, а через zx — 
двойственную оценку дефицитности первого вида ресурса , 
через 2 2 — второго , z 3 — третьего . 

Таблица 12 

Вид ресурса 
Норма расхода ресурса на единицу продукции 

Вид ресурса 
А В С 

1 4 2 1 

2 3 1 3 

3 1 2 5 

Цена продукции 10 14 12 
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2.9. 
К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Е З А Д А Н И Я 

Задание 1. По у с л о в и ю примера 4 определить целесооб
разность в к л ю ч е н и я в план производства изделия D, нор 
мы затрат ресурсов на единицу которого 2, 4, 3 ед . , а цена 
изделия равна 18 ед. Как изменятся оптимальные планы 
прямой и двойственной задач, если фонды ресурсов к а ж д о 
го вида будут 1 4 0 , 2 5 0 , 2 4 0 ед.? 

Задание 2 . Поставить задачу линейного программиро
вания. Пусть для производства л видов изделий предприя
тие имеет т типов взаимозаменяемого оборудования . К а ж 
дое из видов изделий необходимо изготовить в количестве 
bj (j — 1, л ) , причем к а ж д ы й из типов оборудования 
м о ж е т быть занят изготовлением э т и х изделий не более a t 

часов (i = 1, т). Время изготовления одного изделия 
у'-го вида на t-м типе оборудования равно а# часам, а затра
ты на производство одного изделия на данном типе обору

л ) . Определить, 



ГЛАВА 3 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 
ЛИНЕЙНОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Оптимальное решение является наилучшим только в 
рамках использования данной модели. Не следует счи
тать, что это действительно самое лучшее решение 
анализируемой задачи. 

X . Таха 

Каким количеством СПОСОБОВ МОЖНО разменять 25 копеек 
монетами по 2 и 3 копейки? 

Старинная задача 
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N з а д а ч и XI Х2 L N з а д а ч и XI Х2 L 

1 1 7,5 29,5 5 2 5 29 

4 1 7 28 6 0 9 27 
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Показатели Варианты 
Наличие Показатели 

1 2 3 4 
Наличие 

Прибыль, д. е./ед. 65 80 90 210 -
Материальные ресурсы 200 180 240 250 800 
Трудовые ресурсы 10 15 22 28 50 
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Последняя строка системы обеспечивает выполнение 
у с л о в и я , чтобы общее число п р и н я т ы х вариантов не пре
вышало трех . 

Из результатов р е ш е н и я этой задачи (первый столбец 
табл . 15) видно , что н а и б о л ь ш а я прибыль ( m a x L = 300) 
будет получена в т о м случае , если будут п р и н я т ы третий 
и четвертый варианты. 

Та блица 15 

Оптимальное Дополнительные условия 
решение нет 82 = 84 8» + 84 = 1 

8ю 0 0 1 

620 0 1 1 

8зо 0 0 1 

640 1 1 0 

Прибыль (max L) 300 290 235 

Показатели 
Изделия 

Наличие 
ресурса Показатели спинка 

дивана 
подлокотники 

кресла 
ножка 
стула 

Наличие 
ресурса 

Цена, д. е./ед. 20 6 8 -
Древесина 10 5 3 206 
Трудозатраты 2 7 4 100 
Спрос 10 8 12 -

Х\ Х2 хз 
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Та б л и ц а 18 

№ варианта 5: 52 5з (1) (2) (3) (4) L 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 1 0 0 1 1 1 4 3 

3 0 1 0 2 4 1 0 - 2 

4 0 0 1 - 2 1 0 1 5 

5 1 0 1 0 2 1 5 8 

6 1 1 0 3 5 2 4 1 

Требование < 2 <4 < 3 < 6 m a x 
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п 
то 

п 
4 10 15 

3 4 0 8 8 120 

5 1 6 0 3 5 2 5 1 2 

10 5 1 2 0 11 2 6 4 16 3 8 4 

№ варианта 6i 82 5з Ф = F (1) (2) (3) (4) 

1 0 0 0 - - - - -
2 1 0 0 3 1 1 1 4 

3 0 1 0 - 2 - - - -
4 1 1 0 1 - - - -
5 0 0 1 5 - 1 1 0 1 

6 1 0 1 8 0 2 1 5 

7 0 1 1 3 1 5 - -
8 1 1 1 6 2 6 - -

Требование > 3 < 2 < 4 <;з < 6 
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при условиях 
I 

где [ а , В] — п р о м е ж у т о к изменения значений параметра t 
( - с о , + 0 0 ) . 

Решение задач (1 ) - (3 ) , (4 ) - (7 ) м о ж н о найти методами 
линейного программирования, например, геометрически при 
/ = 2 . 

П р е д п о л о ж и м , что в задаче (1) - (3 ) множество неотри
цательных решений системы л и н е й н ы х уравнений (2) (мно 
гогранник решений) не пусто и включает более чем одну 
т о ч к у . Тогда исходная задача состоит в определении при 
к а ж д о м параметре t е [ а , В] такой точки многогранника 
р е ш е н и й , в которой ф у н к ц и я (1) принимает m a x . Ч т о б ы 
найти эту т о ч к у , будем считать t = t 0 и, используя геомет
р и ч е с к у ю интерпретацию, находим решение полученной 
задачи линейного программирования (1 ) - (3 ) , т . е . опреде
ляем вершину многогранника решений, в которой функ 
ция (1) имеет m a x , либо устанавливаем, что при данном 
значении t 0 задача неразрешима. 

После нахождения т о ч к и , в которой при t = t 0 ф у н к ц и я 
(1) принимает m a x , и щ у т м н о ж е с т в о значений t , для к о т о 
р ы х координаты этой точки определяют оптимальный план 
задачи (1 ) - (3 ) . Найденные параметры t и с к л ю ч а ю т из рас 
смотрения и берут некоторое новое значение t из проме 
ж у т к а [ а , В]. 

Для выбранного значения параметра t из п р о м е ж у т к а 
[ а , В] либо находят оптимальный план, либо устанавлива
ют неразрешимость задачи. 

Пример 5 . Пусть предприятие изготавливает два вида 
продукции А и В, для к о т о р ы х использует три вида ресур
с о в . И з в е с т н ы н о р м ы р а с х о д а и запасы к а ж д о г о вида 
( с м . табл. 20 ) . 

Из анализа спроса установлено , что цена единицы п р о 
д у к ц и и для изделия А м о ж е т изменяться от 2 до 12 р у б . , а 
для изделия В — от 13 до 3 р у б . , причем эти изменения 
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Таблица 20 

Ресурсы 
Удельный расход ресурсов на изделие Наличие 

ресурсов Ресурсы 
А В 

Наличие 
ресурсов 

1 4 1 16 

2 2 2 22 

3 6 3 36 

Цена изделия 2 +1 13 -t 

Для решения задачи (8 ) - (10 ) строим многоугольник ре
ш е н и й , определенный системой линейных неравенств (9) и 
условием неотрицательности переменных (рис. 11). 

После этого , полагая t = 0, строим целевую функцию 
2хх + 1 3 * 2 = 26 (число 26 — произвольно) и вектор с = (2; 13). 
Передвигая эту п р я м у ю в направлении вектора с , м о ж н о 
установить п о с л е д н ю ю ее т о ч к у с м н о г о у г о л ь н и к о м реше
ний OABCD, т . е . т о ч к у А ( 0 ; 11) . Следовательно, задача, 

полученная из задачи (8) - (10) 
при t = 0, имеет оптимальный 
план *5 = (0; 11) . Это означа
ет, что если цена изделия А 
равна 2 + 0 = 2 р у б . , а цена 
изделия В 13 - 0 = 13 руб . , то 
в оптимальном плане произ
водство изделий А не преду
сматривается , а изделий В 
требуется изготовить 1 1 , и 
максимальная выручка соста
вит m a x F = 143 руб . 

Положим теперь t = 2 и по
строим прямую целевой функ-
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m a x 77 = (2 + t) * 1 + ( 1 3 - t ) * 10 = 132 - 9t. 
3-2917 
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t = 
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2 . Находят п о л у п л о с к о с т и , определяемые к а ж д ы м из 
неравенств системы ограничений задачи. 

3 . Находят область (многоугольник) д о п у с т и м ы х реше
ний задачи. 

4 . Строят п р я м у ю 

Тип 
оборудования 

Нормы времени 
Ограничения по 

фонду времени ра
боты оборудования Тип 

оборудования 
А В верхний нижний 

I 2 8 26 -
II 1 1 - 4 

III 12 3 39 -
Затраты на производство 2 3 - -

Решение задачи определяется из области д о п у с т и м ы х 
решений (рис . 12). Из рисунка видно, что область допусти 
м ы х решений представляется треугольником BCD. Значит 
целевая ф у н к ц и я принимает значение в одной из т о ч е к : 
В, С или D. Чтобы определить , в какой из этих т о ч е к , 
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методами, а значит, найти и оптимальный план (по отно
шениям (*), (**)) исходной задачи. 

П р и м е р 7. 
max L = 

В решении конкретных 
э к о н о м и ч е с к и х задач часто 
используют постановки, си
стемы ограничений которых 
содержат все переменные 
(ограничения, образующие 
блок-связку ) , а другая часть 
ограничений содержит часть 
переменных (ограничения, 
образующие блоки) . Струк-
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. и 

max 

Т а к о й задаче специальной блочной структуры соответ
ствует особая структура и с х о д н ы х данных (табл. 22) . 

Таблица 22 
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где Р — общее число локальных блоков ; п р — число пере
менных , в х о д я щ и х в р-й локальный блок ; т р — число ог
раничений в р-м локальном блоке . 

Задачи такого класса ставятся применительно к произ
водственным комплексам , холдингам, финансово -промыш
ленным группам, корпорациям и т . п . , с о с т о я щ и м из не
с к о л ь к и х других предприятий со своими локальными ха 
рактеристиками (ресурсами, показателями) и в то же время 
объединенным совокупностью ограничений (общих для всей 
системы) и единой целевой функцией . 

Особенность таких задач — большая размерность , за
т р у д н я ю щ а я формирование и отладку постановки и исход 
н ы х данных . 

Современные программные средства в большинстве ис 
пользуют специальные методы решения с разложением (де
композицией) задачи на Р подзадач, например, метод де
к о м п о з и ц и и Данцига -Вульфа . По этому методу к а ж д ы й 
блок матрицы формируется и отлаживается автономно как 
отдельная подзадача с п о с л е д у ю щ и м объединением блоков 
о б щ и м и ограничениями на этапе окончательного составле
ния задачи. Такие задачи э к о н о м и ч е с к и интерпретируются 
к а к задачи многоуровневой иерархической с т р у к т у р ы . 

3 9 
К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Е З А Д А Н И Я 

Задание 1. Поставить и решить с п о м о щ ь ю QSB и Excel 
задачу целочисленного программирования. Пусть для про
изводства двух видов изделий на двух предприятиях одно
го объединения м о ж е т быть использовано 4 8 0 ед. с ы р ь я . 
Н о р м ы затрат сырья на одно изделие соответственно равны 
4 и 3 ед . , а прибыль от реализации одного изделия соответ
ственно равна 5 и 6 млн руб . На к а ж д о м из предприятий 
изделия проходят последовательную обработку , причем ис
пользуются два типа технологического оборудования. Из
вестны затраты времени на изготовление на каждом из 
типов оборудования каждого предприятия и их общий фонд 
времени работы (табл. 23 ) . 

Таблица 23 

Тип 
обо

рудо
вания 

1-е предприятие 2-е предприятие Общий фонд 
рабочего времени 

предприятия 
Тип 
обо

рудо
вания 

Затраты времени на одно изделие 

Общий фонд 
рабочего времени 

предприятия 
Тип 
обо

рудо
вания изделие 

т 
изделие 

В 
изделие 

А 
изделие 

В 
1-е пред
приятие 

2-е пред
приятие 

I 2 1 2 3 360 420 

II 1 3 4 5 420 340 

72 

С учетом и м е ю щ и х с я ресурсов и возможностей исполь
зования предприятиями т е х н о л о г и ч е с к о г о оборудования 
определить , сколько изделий каждого вида следует изгото 
вить на к а ж д о м из предприятий , ч т о б ы прибыль от их 
реализации была максимальной . 

Задание 2 . Используя геометрическую интерпретацию, 
решить задачи дробно-линейного программирования: 

2) m a x L = 

5*, + Зх, 
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Задание 3 . Р е ш и т ь задачу параметрического програм
мирования : 

ГЛАВА 4 

ОПТИМИЗАЦИЯ 
НА ГРАФАХ 

Коль строить что-нибудь желание придет. 
То прежде план составив, мы затем 
Свой замысел рисуем на бумаге, 
И лишь увидев дома очертанья. 
Должны подумать о его цене. 

В. Ш е к с п и р 

Две стрелки насажены на одну ось н в некоторый момент 
времени совмещены. Одна из стрелок описывает крут за 
12 часов, а другая за 16 часов. Через какое время стрелки 
совместятся опять? 

Старинная задача 

4 . 1 . 
Э Л Е М Е Н Т Ы Т Е О Р И И Г Р А Ф О В 

Наука , занимающаяся графическими представления
м и , — геометрия из-за своей наглядности получила ш и р о 
кое распространение у ж е в древности . Так , задолго до ж и в 
шего в VI в . до н . э . Пифагора была известна теорема, к о 
торая п о з ж е стала носить его имя . Наглядность геометрии 
ш и р о к о используют в наше время , в том числе при анализе 
б о л ь ш и х технических и организационных систем, в к о т о 
р ы х используют т е о р и ю графов . 

Г р а ф — с овокупность вершин и ребер — универсаль
ное средство наглядного представления достаточно разно
образных задач (рис . 15а ) . 

Разнообразные сочетания различных ребер и вершин пред
ставляют многообразие возможных графов и их применения. 
Граф, в котором вершины — прямоугольники и направле
ния ребер не заданы, описывает блок-схему (или структу
ру) технической системы (рис. 156). Рисунок 15в — граф-
дерево (например, описание метода ветвей и границ) — много
уровневая иерархическая система, в которой все вершины 

д Дуга —ребро, 
имеющее 

направление 

Сток 

Рис. 15 



распределены по нескольким уровням. Рисунок 15д — граф 
с дугами, изображающими связь между вершинами, — сеть. 

Сетями представляют различные задачи, в к о т о р ы х ис 
следуют перемещение или выполнение работ во времени. 
Сеть характеризуется структурой и параметрами дуг. Струк
тура ( топология ) сети показывает , какие вершины связаны 
м е ж д у собой , и направление с в я з ы в а ю щ и х их дуг. 

К а ж д у ю вершину сети н у м е р у ю т п о р я д к о в ы м номе
р о м . Начальную 1 в е р ш и н у в описании движения потоков 

называют и с т о ч н и к о м , к о н е ч н у ю — 
с т о к о м . 

Дугу (рис. 16) обозначают двойной 
индексацией 1 - 2 ; 3 - 4 и т. д. В о б щ е м 
случае дугу обозначают i-j, где i — 
номер в е р ш и н ы , из которой исходит 
дуга; у — номер в е р ш и н ы , в к о т о р у ю 
входит дуга. Каждая дуга имеет свою 
характеристику : tij — продолжитель

ность движения по дуге i-j; Сц — с т о и м о с т ь перемещения; 
dij — пропускная способность дуги и т. д. 

Зная топологию сети и ее параметры, м о ж н о решать 
самые разнообразные, часто в стречающиеся задачи опти-

Рис. 16 

мизации. 

4 .2 . 
З А Д А Ч А К О М М И В О Я Ж Е Р А 

П р и м е р 1 . П у с т ь и м е ю т с я пять пунктов , соединенных 
м е ж д у собой дорогами так , что из л ю б о г о пункта м о ж н о 
проехать в л ю б о й другой пункт (рис . 17). Известно время 
перевозки из пункта i в пункт у (табл. 24) . 

Требуется найти такой м а р ш р у т , н а ч и н а ю щ и й с я в дан
ном пункте , п р о х о д я щ и й через все п у н к т ы и заканчиваю-

Таблица 24 

Рис. 17 

Из 
пункта 

i 

В пунктУ Из 
пункта 

i 1 2 3 4 5 

1 0 10 2 5 2 5 10 

2 1 0 10 15 2 

3 8 9 0 2 0 10 

4 14 10 2 4 0 15 

5 10 8 2 5 27 0 
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В результате решения системы (*) получим (рис . 19) 
следующие значения Sft = 55°2 = 62°3 = 53°4 = 5 4

0! - 1, остальные 
88 - 0 ; m i n L = 10 + 8 + 10 + 20 + 14 = 6 2 . 

Переходя от частной к общей постановке, задачу к о м м и -

78 

Поставщик 
Щ 

Потребитель 
Запас Поставщик 

Щ 1 2 3 4 
Запас 

1 3 5 6 2 170 

2 6 4 7 5 250 

3 5 4 6 5 180 

Спрос 150 230 160 60 600 
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Осуществляем проверку : 
^ i + c i 3 = 0 + 6 = 6 < 8 — не выполняется , т . е . если 

бы продукт отправлялся от первого поставщика к третьему 
потребителю, то его цена у первого поставщика была бы 
н и ж е , чем в первоначальном плане. 

Рассчитанные значения заносятся в свободные я ч е й к и 
таблицы 2 7 . 

Таблица 27 
Итерация 1. Целевая функция = 2590. 
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Для улучшения плана (целевая функция = 2690) необ
ходимо переместить перевозку в ячейку, вде условие опти
мальности нарушено больше всего, т. е. разность Vj - (Ut + Су) 
максимальна (ячейка 1.4). 

Перемещение производится так, чтобы по отношению к 
выбранной ячейке образовать связку. Для этого необходимо 
провести замкнутую ломаную линию, состоящую из горизон
тальных и вертикальных линий, в которой одной из вершин 
полученного многоугольника является свободная ячейка, а 
остальные вершины должны находиться в занятых ячейках. 

Далее каждой ячейке в связке поочередно присваива
ю т с я знаки плюс и м и н у с , начиная со свободной. Из ячеек 
со знаком минус перемещаем перевозки в ячейки со зна
ком п л ю с . Ч т о б ы не получить отрицательных перевозок , 
перемещаем наименьшее количество продукта , которое на
ходится в ячейках связки со знаком минус . 

Последовательное улучшение плана представлено в таб
лицах 2 7 - 2 9 . 

Таблица 28 
Итерация 2. Целевая функция = 2570. 

Таблица 29 
Итерация 3. Целевая функция = 2550. 
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О П Т И М И З А Ц И Я 
СЕТЕВОГО Г Р А Ф И К А 

Метод оценки и проверки планов (PERT) и метод кри
тического пути (СРМ) были разработаны в 1950-х гг. для 
управления с л о ж н ы м и проектами. СРМ появился в 1957 г. 
для организации строительства и ремонта х и м и ч е с к и х за
водов Дюпона . PERT разрабатывался независимо для нужд 
военно-морского флота и появился в 1 9 5 8 г. 

А л г о р и т м методов СРМ и PERT: 
1) определить основные работы по проекту и их продол

жительность ; 
2 ) установить связи м е ж д у работами; 
3 ) вычертить сеть , с о д е р ж а щ у ю все работы; 
4 ) рассчитать критический путь ( самый продолжитель

н ы й ) . 
Главное различие в методах состоит в т о м , что в СРМ 

продолжительность работы — детерминированная величи
на, а в PERT — случайная. 

В PERT используются три временных оценки для к а ж 
дой работы: пессимистическая (tn), наиболее вероятная (tHB) 
и оптимистическая (tQ). Тогда ожидаемая продолжитель
ность работы определяется к а к : 

Сетевой график (сеть) состоит из дуг и узлов (вершин) . 
Дуге соответствует выполняемая работа (обозначается стрел
к о й ) ; вершине — с о б ы т и е , т. е. с остояние перед и после 
работы (обозначается к р у ж к о м ) . 

И с х о д н ы е данные, необходимые для составления сети, 
представляют в форме таблицы, которая включает после
довательность работ и продолжительность выполнения к а ж 
дой работы (см. табл. 30) . 

По исходным данным таблицы 30 строится сетевой гра
фик ( см . рис . 20 ) , на котором числа над дугами показыва
ют продолжительность каждой работы. События будем обо
значать п о р я д к о в ы м и номерами. Два события отметим осо 
бо : начальное — состояние , с которого начинается весь 
к о м п л е к с работ; конечное — состояние , к о т о р ы м заверша
ется к о м п л е к с работ. 
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Таблица 30 

Работа Содержание работы 
Следует 

после 
работ 

Продол
житель

ность 

Обо
значе

ние 

ai Закупка и доставка 
оборудования - 1 1-2 

a% 
Разработка 
технологии - 2 1-3 

аз 
Монтаж и наладка 
оборудования ai 4 2-3 

OA 
Обучение 
рабочих-операторов Ol 3 2-4 

аь Пуск линии в эксплуатацию а.2, си 6 3-4 

Таблица 31 

Событие 
Время 

наступ
ления 

Начало работ 7Л 
Оборудование получено Ti 
Технология разработана, 
оборудование отлажено Тз 

Персонал обучен, про
изводство запущено Та 

Рис. 20 

Работу будем обозначать двумя индексами i и /', где 
i — номер с о б ы т и я , после к о т о р о г о начинается работа , 
j — номер с о б ы т и я , к о т о р ы м заканчивается работа (рис . 20 
и табл. 31 ) . 

Последовательность работ, в которой конец предыду
щ е й работы совпадает по времени с началом п о с л е д у ю щ е й , 
называется путем (табл. 32) . 

Таблица 32 

Путь Последовательность работ Продолжительность 

1 1-2-4 1 + 3 = 4 

2 1-2-3-4 1 + 4 + 6 = 11 

3 1-3-4 2 + 6 = 8 

Путь наибольшей продолжительности называют крити
ч е с к и м (в примере — второй) . На критическом пути лежат 
работы 1 - 2 ; 2 - 3 ; 3 - 4 . 

Увеличение п р о д о л ж и т е л ь н о с т и работ к р и т и ч е с к о г о 
пути приводит к более позднему наступлению конечного 
с о б ы т и я . 

Работы, не лежащие на критическом пути , могут быть 
позже начаты или п о з ж е окончены, или иметь б о л ь ш у ю 
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А н а л о г и ч н о найдем время наступления последнего с о 
б ы т и я : 

т . е. ТА > 4 
, значит, Т 4 = 1 1 . 

ТА =11 

г, = 56 
Рис. 21 
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Эта система описывает т о п о л о г и ю ( структуру) нашей 
сети. Следовательно, сеть м о ж е т быть представлена не только 
графически, но и в виде аналитических уравнений, кото 
рые м о ж н о ввести в ПЭВМ. 

Если вместо r jy- подставить их известные (заданные) зна
чения, получим: 
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В результате решения задачи на ПЭВМ определены кри

тический путь , сроки начала работ и с о б ы т и й , резервы 

работ, приведенные под стрелками. Решение этой задачи 

в р у ч н у ю очень трудоемко ! 

4.5. 

З А Д А Ч А 

О М А К С И М А Л Ь Н О М ПОТОКЕ 

Пусть имеется некоторая сеть с заданной пропускной 

способностью дуг dij — из iго узла в у'й узел. Необходимо 

так организовать перевозки, чтобы перевезти максималь

ное количество продукта из начального узла сети в конеч

ный узел. 

Обозначим Хп — количество перевозимого продукта из 

i  r o пункта в у'й пункт (£, у = 1, п). 

Экономикоматематическая модель задачи: 

Рис. 2 3 

Ограничение означает , что количество п о с т у п и в ш е г о 

продукта д о л ж н о быть равно количеству вывезенного про 

д у к т а . 

Пример 3. Определить максимальный поток в сети (рис. 23). 

Р е ш е н и е . С помощью программы «Сетевое моделиро

вание (NET)» получили, что максимальный поток равен 6 ед. 

Первое ограничение означает, что единица потока вы

текает из источника s; второе ограничение — что единица 

п о т о к а втекает в сток г; третье ограничение гарантирует 

сохранение потока при протекании по сети . 

П р и м е р 4. Определить кратчайшее расстояние в сети 

(рис . 23) м е ж д у первым и п я т ы м пунктами . 

Р е ш е н и е . С п о м о щ ь ю п р о г р а м м ы «Сетевое моделиро

вание (NET)» получили, что кратчайшее расстояние от пер

вого до пятого пункта равно 3 ед. по маршруту 1  4  5 . 

4 .7 . 

К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Й ВОПРОС 

П у с т ь имеется 4 п о с т а в 

щ и к а и 3 потребителя . Запа

сы продукта у п о с т а в щ и к о в , 

с п р о с потребителей и транс

портные р а с х о д ы на достав

ку е д и н и ц ы продукта от i го 

п о с т а в щ и к а к уму потреби

т е л ю заданы (табл. 34 ) . 

Требуется составить такой 

план перевозки, чтобы обес

печить м и н и м у м общей сум

мы транспортных расходов . 

Таблица 34 

По
став
щик 

Потребитель 
За
пас 

По
став
щик 1 2 3 

За
пас 

1 6 8 7 2 2 0 

2 9 5 1 1 9 0 

3 5 4 7 2 5 0 

4 9 7 5 1 0 0 

Спрос 1 8 0 9 0 2 5 0 

8 8 8 0 



Г Л А В А 5 

КОМБИНАТОРНЫЕ 
ЗАДАЧИ 

Не место красит человека, а человек место. 
П о г о в о р к а 

Y отцл спросили, сколько лет его двум сыноккялл. Отец 
ответил, что если к произведению чисел, ОЗНАЧАЮЩИХ ИХ ГОДА, 
ПРИБАВИТЬ сул\л*у этих чисел, то кудет 14. Сколько л е т 
СЫНОВЬЯМ? 

СТАРИННАЯ ЗАДАЧА 

Та б л и ц а 35 

Код 
крана 

( 0 

Затраты времени на монтаж по 
объектам (cij) а, d, 

Код 
крана 

( 0 1 •1 3 4 
а, d, 

1 3 7 5 8 1 3 

2 2 Л 4 5 1 2 

3 4 7 2 8 1 2 

4 9 7 3 8 1 3 

ь> 1 1 1 1 - -
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Алгоритм метода включает следующие основные этапы 
(шаги ) . 

Ш а г 1. Получение нулей в каждой строке . 
1.1. Находят наименьший элемент d-, в к а ж д о й строке 

( с м . табл. 35) , к о т о р ы й вычитают из всех ее элементов и 
получают новую матрицу (табл. 36) . 

Таблица 36 

с 1 а, 
i l 2 3 4 

а, 

1 0 = ( 3 - 3 ) 4 = ( 7 - 3 ) 2 5 1 

2 0 2 2 3 1 

3 2 5 0 6 1 

4 6 4 0 5 1 

bj 1 1 1 1 -
di 0 2 0 3 

1.2. Аналогично в к а ж д о м столбце определяют его ми
нимальный элемент dt, который вычитают из всех его эле
ментов с получением следующей матрицы (табл. 37 ) . 

Таблица 37 

i 
Cij 

а, i 
1 2 3* 4 

а, 

1 0 * 2 2 2 1 

2 0 0 * 2 0 1 

3 2 3 0 * 3 1 

4 6 2 0 2 1 

ь> 1 1 1 1 

Ш а г 2 . П о и с к оптимального решения . 
2 .1 . Рассматривается одна из строк таблицы 3 7 , и м е ю 

щая меньшее число нулей (строка 1); отмечается звездоч
кой (*) один из нулей этой строки (сп = 0) и зачеркивают
ся все остальные нули этой строки и того столбца, в кото 
ром находится этот нуль (c2i). 

2.2. Аналогичные операции выполняют последователь
но для всех строк . 

2 .3 . Если назначения, которые получены при всех ну
лях , отмеченных звездочками, являются полными, т. е. число 
нулей, отмеченных точками, равно л, то решение является 
оптимальным. В противном случае переходят к шагу 3. 

Ш а г 3 . П о и с к минимального набора с т р о к и с т о л б ц о в , 
с о д е р ж а щ и х нули. 

3 .1 . Отмечают звездочкой: 
3 . 1 . 1 . все с т р о к и , в к о т о р ы х нет ни одного отмеченного 

звездочкой нуля ( строка 4 , табл. 37 ) ; 
3 . 1 . 2 . все с толбцы, с одержащие перечеркнутый нуль 

хотя бы в одной из отмеченных т о ч к о й строк (столбец 3, 
табл. 37) ; 

3 . 1 . 3 . все с т р о к и , с одержащие отмеченные звездочкой 
нули хотя бы в одном из о т м е ч е н н ы х звездочкой столбцов 
( строка 3 , табл. 37) ; 

3.2. Шаги 3.1.2) и 3.1.3) п о в т о р я ю т поочередно до тех 
пор , пока есть что отмечать . 

3 .3 . После этого зачеркивают к а ж д у ю непомеченную 
строку и к а ж д ы й помеченный столбец ( с троки 1, 2 и стол
бец 3, табл. 37) с целью провести минимальное число гори
зонтальных и вертикальных п р я м ы х , пересекающих по 
крайней мере один раз все нули. 

Ш а г 4 . Перестановка н е к о т о р ы х нулей. 
4 .1 . Определяют наименьшее число из тех клеток , через 

к о т о р ы е не проведены прямые (не зачеркнуты) , т . е . чис
ло 2 в таблице 3 7 . 

Это число вычитают из каждого числа невычеркнутых 
столбцов и прибавляют к каждому числу вычеркнутых строк 
с получением таблицы 3 8 . 

Если эти операции не приводят к оптимальному реше
н и ю , то цикл повторяется , начиная с шага 2 до получения 
оптимума . 

В данном случае число нулей, о т м е ч е н н ы х т о ч к о й , ока
залось равным 4, значит, назначение является полным, а 
решение оптимальным, т . е . 
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5.3. 
К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Е З А Д А Н И Я 

Задание 1. Поставить и решить задачу с п о м о щ ь ю QSB. 
На предприятии имеется 5 видов оборудования, к а ж д ы й из 
которых может выполнять 5 различных операций (табл. 39) . 
Н о р м ы времени на выполнение к а ж д о й операции заданы в 
таблице. Определить, к а к у ю операцию закрепить за каким 
оборудованием с тем , чтобы суммарное время выполнения 
операций было минимальным. 

Таблица 39 

Обору
дование 

Нормы времени по операциям Обору
дование 1 2 3 4 5 

1 5 3 4 6 7 

2 6 2 6 4 5 

3 4 3 5 6 6 

4 3 4 3 4 3 

5 5 6 3 2 5 

Задание 2. Как изменится постановка задачи, если дан
ные из таблицы интерпретировать как производительность 
оборудования? 

ГЛАВА б 

НЕЛИНЕЙНОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Исследование операций как средство решения задач 
организационного управления можно рассматривать 
и как науку, и как искусство. 

X . Т а х а 

Ревятд пилят вревнд нд .метровые куски. Отпнливднне одного 
такого кускл зднил\дет одну минуту. Зл сколько минут они 
рлспилят вревно длиной 5 метров? 

СТАРИННАЯ ЗАДАЧ* 

6 .1 . 
К Л А С С И Ф И К А Ц И Я 

И О Б Щ А Я П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч 
Н Е Л И Н Е Й Н О Г О П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я 

Задачи нелинейного программирования — большой класс 
разнообразных задач, из которых будем рассматривать только 
сводящиеся к задачам линейного программирования. 

Ранее в задачах линейного программирования полага
лось , что себестоимость , цена и другие показатели эффек
тивности на единицу продукции не зависят от изменения 
объема производства. Однако в общем случае зависимости 
между переменными в ограничениях и целевой функции не 
могут быть линейными. Например, себестоимость единицы 
продукции снижается при увеличении объема производства. 

Задачи, в к о т о р ы х зависимости между переменными в 
целевой ф у н к ц и и и / и л и в ограничениях нелинейны, назы
вают задачами нелинейного п р о г р а м м и р о в а н и я . 

Если обозначить целевую ф у н к ц и ю и ограничения че
рез о б о б щ е н н у ю ф у н к ц и ю h(xj), то все многообразие задач 
нелинейного программирования м о ж н о свести к классифи
кации ( см . табл. 40) . 

В общем виде задача Н Л П состоит в определении мак
симума (минимума) ф у н к ц и и 

f(xи х2, хп) (1) 

(2) 
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Рис. 24 

Xfcl 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

f\(Xkl) - 9 -4 -1 0 -1 -4 - 9 -16 -25 
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Г Л А В А 7 

ДИНАМИЧЕСКОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Ученый, подобно Паломнику, должен идти прямой и 
узкой тропой между Западнями Переупрощения и Бо
лотом Переусложнения. 

Р. Б е л л м а н 

вось.миведернын БОЧОНОК заполнен доверху квасом. Двое 
должны разделить квас поровну. Но у них есть только два 
пустых вочонкл, в один из которых входит 5 ведер, а в 
другой 3 ведра. Спрашивается, как они .могут разделить 
квас, пользуясь только этими тремя БОЧОНКАМИ? 

Старинная задача 

7.1. 
П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч 

Д И Н А М И Ч Е С К О Г О 
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я 

До сих пор рассматривались такие задачи оптимиза
ц и и , в к о т о р ы х принятие решения осуществлялось в один 
этап. Зависимость рассматриваемого этапа от п р о ш л о г о и 
его влияние на будущее не учитывалось . 

В реальных задачах управления приходится принимать 
и реализовывать решения по нескольким этапам. Такие 
задачи многоэтапной оптимизации называют задачами ди
намического п р о г р а м м и р о в а н и я ( Д П ) , в том числе : 

Ш распределение ресурсов , например, ограниченного объе
ма капиталовложений м е ж д у в о з м о ж н ы м и направле
ниями их использования по объему и времени; 

ш разработка правил управления запасами, устанавливаю
щ и х момент пополнения и размер пополняемого запаса; 

Ш выбор транспортных маршрутов или технологических 
способов изготовления изделий; 

Ш разработка принципов календарного планирования про
изводства. 
Пример 1. Пусть установлены возможные варианты транс

портной сети из маршрутов , соединяющих исходный пункт 1 
с конечным пунктом 10. Все 10 пунктов можно отнести к 
пяти зонам (этапам). На линиях, соединяющих пункты, по
ставлено время проезда между соседними пунктами (рис. 25). 

Требуется выбрать путь от начального пункта до конеч
ного с минимальным временем. 

Аналогичная задача м о ж е т быть поставлена для опти
мизации технологического маршрута изготовления изде-

лия , если на сети маршрутов 
задаться т р у д о е м к о с т ь ю или 
с т о и м о с т ь ю к а ж д о й техноло
гической операции. Искомый 
путь может быть найден ин
туитивно, а затем его можно 
сравнить с полученным опти
мальным решением. 

В основе решения задач 
ДП лежит принцип оптималь
ности : на каждом этапе при
нимается такое решение, 
которое обеспечивает опти
мальность с данного этапа 
до конца процесса, т. е. на 
каждом этапе необходимо при
нимать решение, просматри
вая его последствия до само
го конца . А так как последо
вательность решения следует 
просматривать до конца про
цесса , то варианты анализи
руют, начиная с конца про
цесса. 

Допустим , мы оказались в 
зоне IV (пп. 8 , 9) , из которой 
надо продвинуться в зону V 
(п. 10) (табл. 42) . 

Т а к и м образом , следуя от 
к о н ц а м а р ш р у т о в , мы снача
ла определили , через какой 
пункт двигаться при условии, 
чтобы оказаться в зоне I I I , за
тем при у с л о в и и , ч т о б ы ока
заться в зоне И, и нако 
нец — в зоне I. Следователь
но , на первом цикле решения 

Таблица 42 

Из пп. I V 
зоны 

В п. 10 
зоны V m i n Tiv-v 

8 1 1 

9 4 4 

Таблица 43 

Из пп. I I I 
зоны 

Через пп. IV 
зоны m i n 

Гш-v 
Из пп. I I I 

зоны 
8 9 

m i n 
Гш-v 

5 7 + 1 5 + 4 8 

6 3 + 1 4 + 4 4 

7 7 + 1 1 + 4 5 

Таблица 44 

Через пп. III зоны 

5 6 7 с 
1 

2 1 0 + 8 12 + 4 - 16 

3 5 + 8 10 + 4 7 + 5 12 

4 - 15 + 4 1 3 + 5 18 

Таблица 45 

2 
Через пп. II зоны 

И
з

 
пп

. 
I 

зо
н

 

2 3 4 с 

1 2 + 1 6 5 + 12 1 + 18 17 

1 0 2 1 0 3 



определилось у словно -оптимальное решение . Во втором — 
следуя от начала к к о н ц у м а р ш р у т а по таблицам 4 2 - 4 5 , 
где у с л о в н о - о п т и м а л ь н ы е р е ш е н и я не затемнены, нахо 
д и м д е й с т в и т е л ь н о о п т и м а л ь н о е решение : 

Ш из таблицы 4 5 : п. 1 —> п. 3; 
Ш из таблицы 4 4 : п. 3 -> п. 7; 
Ш из таблицы 4 3 : п. 7 -> п. 9; 
Ш из таблицы 4 2 : п. 9 —> п. 10 . 

7.2. 
О Б О Б Щ Е Н Н А Я С Х Е М А З А Д А Ч И 

Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я РЕСУРСОВ 

П у с т ь имеется ресурс К , к о т о р ы й требуется в л о ж и т ь 
в т о б ъ е к т о в в течение п э т а п о в . В результате в л о ж е н и я в 
i-й о б ъ е к т (i = 1, т) на у-м этапе (у = 1, п) ресурса 
в размере Хц образуется д о х о д , о п р е д е л я е м ы й ф у н к ц и е й 
д о х о д а gij(Xij). Ч а с т ь ресурса xtj при э т о м остается неиз -

Рис. 26 

р а с х о д о в а н н о й . Эта часть определяется ф у н к ц и е й остат 
ка (pijiXij). Известна величина ресурса К р распределяемая 
на к а ж д о м у-м этапе . 

Требуется определить значения щ вложения ресурсов 
на к а ж д о м этапе в к а ж д ы й объект , чтобы на всех объектах 
и на всех этапах он был максимальным (рис . 26) . 

Данная задача аналитически формулируется : 
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7.4. 
Б А Л А Н С И Р О В А Н И Е 

П Р О И З В О Д С Т В Е Н Н Ы Х М О Щ Н О С Т Е Й 
И П Р О Г Р А М М Ы П Р Е Д П Р И Я Т И Я 

П р и м е р 2 . Пусть известны в о з м о ж н ы е значения эффек
тивности (например, прирост прибыли , в ы п у с к продукции 
и др. ) на к а ж д о м из четырех предприятий отрасли в ре
зультате расширения д е й с т в у ю щ и х мощностей (табл. 46) . 

Таблица 46 

Капитало
вложения 

(ж), Д. е. 

Прирост выпуска продукции i-ro предприятия 
gi(x), д. е7год Капитало

вложения 
(ж), Д. е. 1 2 3 4 

0 0 0 0 0 

50 25 30 36 28 

100 60 70 64 56 

150 100 90 95 ПО 

200 140 122 130 142 

106 107 



Таблица 47 
X F,(x) W W 
0 0 0 0 0 

50 25 30 36 36 
100 60 70 70 70 
150 100 100 106 110 
200 140 140 140 146 
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к данному моменту выигрыш или продолжить игру, по край
ней мере, еще на одно бросание. 

Выберем в качестве со стояния системы общий накоп
ленный к данному моменту в ы и г р ы ш . Если мы находимся 
в состоянии i, т. е. если наш в ы и г р ы ш к данному моменту 
составляет i , то независимо от того , сколько игр нам при
ш л о с ь сыграть , чтобы накопить эту с у м м у , вероятность 
перехода в состояние i + 1 есть S и в состоянии i - 1 — 
т о ж е S . 

Таким образом, 
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Шгр IV гр. Vap. 

Рис. 27 
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ГЛАВА 8 

СТОХАСТИЧЕСКОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

На бога надейся, а сам не плошай. 
П о г о в о р к а 

( :—~ \ 
Разделить 46 рувлей нд 8 частей тлк, ЧТОБЫ каждая члсть 
БЫЛА Больше предыдущей НА полтинник. 

Старинная задача 
-̂ -

8 .1 . 
Э Л Е М Е Н Т Ы 

ТЕОРИИ ВЕРОЯ ТНОСТЕЙ 

Теория вероятностей, как и другие математические нау
к и , развивалась из потребностей практики. Сегодня невоз
м о ж н о себе представить серьезного научного исследования в 
л ю б о й области без применения вероятностных методов. Од
нако первыми объектами вероятностных исследований были 
не серьезные научные проблемы, а легкомысленные игры. 

Так , Д ж е р о л а м о Кардано ( 1 5 0 6 - 1 5 7 6 ) — итальянский 
математик , философ и врач, с именем которого связывают 
формулу решения неполного кубического уравнения, со 
здание кардана и гироскопа , утверждал, что во время оса
ды Трои ( ок . 1 2 6 0 г . до н . э.) для развлечения т о м я щ и х с я 
от с к у к и воинов некто Галамед изобрел игральные кости в 
виде кубиков с числом точек на к а ж д о й строке от 1 до 6. 
Для игры в кости не требовалось ни знаний, ни умения . 
Результат бросания — ч и с т ы й случай. Это была первая 
азартная игра. 

Слово азарт (франц. hasard — случай, риск) п р о и с х о 
дит от арабского аз-зарт — игра в к о с т и . П о з ж е распрост
ранились игральные карты, к о т о р ы е в современном виде 
(первоначально были известны в древности) появились во 
Ф р а н ц и и в X I V в . Азартные игры позволяют формировать 
четкие вопросы и дают в о з м о ж н о с т ь проводить массовые 
эксперименты. 

В связи с этим и в наши дни изучение теории вероятно
стей начинают с вопросов : «Сколько раз при бросании м о 
нета упадет гербом в в е р х ? » , «Какова вероятность выта
щ и т ь из колоды туза п и к ? » и т . д. 
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Одно из первых исследований по теории вероятностей 
принадлежит итальянцу Никколо Тарталье (ок . 1 4 9 9 - 1 5 5 7 ) 
и называется «Общее правило данного автора, найденное в 
первый день поста 1523 г. в Вероне, ч т о б ы уметь найти, 
с к о л ь к и м и способами м о ж н о варьировать положение како 
го угодно количества костей при их м е т а н и и » . 

Из м н о г и х функциональных положений теории вероят
ностей остановимся только на двух . 

1 . Если монету бросить д в а ж д ы , то совершенно не обя
зательно, что один раз она упадет вверх гербом, а другой — 
цифрами. Если же монету бросить , с к а ж е м , 1 0 0 0 раз , то 
примерно в половине случаев выпадет герб, а в половине — 
решка . Ч е м большее число раз бросать монету , тем б л и ж е 
к 1 / 2 будет частота появления гербов и цифр. Отсюда вы
вод: закономерности теории вероятностей тем более досто 
верны, чем больше число проведенных опытов . 

Зависимость достоверности результатов от числа о п ы 
тов определяется законом больших чисел (первое доказа
тельство в X V I I в . сделано Я к о б о м Вернул л и ) . 

2 . И с к л ю ч и т е л ь н о в а ж н у ю роль в описании случайных 
явлений играет нормальный закон распределения вероят
ностей (впервые описан в книге Муавра «Учение о случа
я х » в X V I I I в . , затем у Гаусса через 100 лет, и этот закон 
назвали его именем) . Впервые эту науку теорией вероятно
стей назвал Л а п л а с . 

Для т о г о , ч т о б ы пользоваться отдельными п о л о ж е н и я 
ми теории вероятностей , введем некоторые понятия . 

С о б ы т и е — всякий факт , к о т о р ы й в результате опыта 
м о ж е т произойти или не произойти . Признак, что данный 
факт является с о б ы т и е м , состоит в т о м , что ответом на 
вопрос « п р о и з о ш л о ли с о б ы т и е ? » м о ж е т быть либо « д а » , 
либо « н е т » . П р и м е р ы с о б ы т и й : падение монеты при броса
нии гербом вверх , своевременная поставка сырья и др . 

События могут быть достоверными, в о з м о ж н ы м и и не
в о з м о ж н ы м и . 

Достоверное — событие, которое непременно должно про
изойти; например, выпадение любого количества очков на 
игральной кости , расход ресурсов при выпуске продукции. 

Н е в о з м о ж н о е — событие , которое не м о ж е т п р о и з о й т и : 
появление двух тузов при вытаскивании одной к а р т ы , вы
пуск сверхплановой продукции без использования допол
нительных ресурсов и др . 

В о з м о ж н о е — событие , которое м о ж е т произойти или 
не произойти: падение монеты гербом вверх, выполнение 
плана на 1 0 0 % и др . 
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Очевидно, что если Р(А) = 

Для выражения возможности события используют чис 
ленную меру. Численную меру возможности события назы
вают вероятностью. Вероятность события А, т . е . Р (А) , м о ж 
но вычислить . 

Р(А) = т/п, где т — число случаев, когда с о б ы т и е А 
м о ж е т произойти ; п — общее число случаев. 

0, то событие невозможно ; 
1, достоверное событие ; 
>0 и < 1, событие возможное . 

Вероятность Р(А) характеризует возможность появле
ния события А в б у д у щ е м . Для оценки того , как часто 
с о б ы т и я у ж е происходили , используют понятие ч а с т о т ы . 
Частоту события А обозначают Р*(А) = гп/п, где т* пока
зывает , сколько раз с о б ы т и е п р о и з о ш л о ; п — общее число 
произведенных испытаний. 

Н е с о в м е с т н ы м и будем называть события , и с к л ю ч а ю 
щ и е друг друга. Так , падение монеты вверх гербом и циф
рами — это два несовместных события . Очевидно, что с у м 
ма вероятностей всех несовместных событий равна 1. 

Случайные события м о ж н о характеризовать числами. 
Такие числа называют случайными величинами. Случай
ная величина может принять то или иное значение, заранее 
неизвестное. Например, случайные величины: объем постав
ленных материалов, трудоемкость операции или работы. 

Конкретное измеренное значение случайной величины 
называют ее реализацией. Различные реализации случай
ной величины относят к несовместным событиям. Действи
тельно , если трудоемкость изготовления детали составила 
100 ч е л . / ч , то она не м о ж е т быть 105 или аналогичным 
значением. 

Случайная величина не м о ж е т быть описана одним кон 
кретным числом. Ее м о ж н о описать либо количественными 
характеристиками, либо законом распределения. Наиболее 
распространенными характеристиками случайной величи
ны я в л я ю т с я : математическое ожидание , дисперсия, сред
нее квадратическое отклонение , коэффициент вариабель
ности . 

Математическое ожидание характеризует среднее значе
ние случайной величины, обозначается М х или М[х] или х: 

где п — число реализаций; х х — значение случайной вели
чины в i-й реализации. 
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Квартал I I I I I I I V I I I I I I 

Ы 9 0 1 0 0 105 111 8 9 9 5 110 
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t - 3 - 2 -1 -0 ,25 0 0,25 1 2 3 

F(t) 0 , 0 0 1 0 , 0 2 0 , 1 6 0 ,4 0 ,5 0 , 6 0 ,84 0 , 9 8 0 , 9 9 9 
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- 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2ta 

Рис. 29 
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8 3 
Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н А Я 

П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч 
С Т О Х А С Т И Ч Е С К О Г О 

П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я 

Для решения задачи стохастического программирова
ния в Р-постановке и с вероятностными ограничениями 
переходят к детерминированному эквиваленту. 

Для целевой функции детерминированный эквивалент 
имеет вид: 

Ш при минимизации целевой ф у н к ц и и 

122 

Таблица 50 

а; 0,5 0,6 0,7 0,77 0,84 0,89 0,93 0,96 0,98 0,987 0,994 

0 , 0 0 , 2 5 0 ,5 0 , 7 5 1 1 ,25 1,5 1 ,75 2 , 0 2 , 2 5 2 ,5 
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тогда задачу стохастического программирования м о ж н о 

записать в сепарабельной форме : 

где 
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Величина с d D 

X l 5 2 6 

Х2 8 3 9 

Таблица 52 

Ограничения 

Случайные величины 

Ограничения а п а , 2 ь. Ограничения 

а,1 а,2 ал k в,-

1 10 2 15 3 100 9 

2 20 6 14 4 150 12 

Таблица 53 

Величина £, = 0 а,- = 0,6 Величина 6**0 ai = 0,6 

XI 2 2 0 4,4 

Х2 5,3 5,04 ь 0 5,8 

L 52,4 50,3 0 4,4 

Р 0 4 У2 0 5,1 
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1 

Та блица 54 

Величина 
ai .a 

Величина 
0,5 0,6 0,77 0,89 0,96 0,987 

Х\ 2 2 2 3 ,71 3 ,07 2 , 1 6 5 

хг 5 ,3 5 ,04 4 , 5 1 3 3 3 

L 5 2 , 4 5 0 , 3 46 ,1 4 2 , 6 3 9 , 3 3 4 , 8 

Р 0 4 12 18 ,7 2 5 3 3 , 6 

У 0 4 ,4 12 ,3 17 ,9 2 4 , 3 3 3 , 3 

уг 0 5,1 14,8 16 ,5 2 3 , 2 2 6 

Рассмотрим теперь, как п о в л и я ю т на результат реше
ния задачи величины, определяющие ее вероятностный ха
рактер . К таким величинам относят заданный уровень ве
роятности ctj и дисперсий atj2 и ОД Начнем с анализа влия
ния oti (табл. 54). 

Из анализа решения этой задачи м о ж н о сделать следую
щ и е в ы в о д ы : для обеспечения гарантированного (с вероят
н о с т ь ю a = 0,6) выполнения плана необходимо иметь до 
полнительно около 5% каждого вида ресурса. При отсут 
ствии дополнительного ресурса целевой функции м о ж е т 
уменьшиться на величину В = 4% вследствие в о з м о ж н о г о 
с окращения выпуска п р о д у к ц и и х 2 от 5,3 до 5 ,04 . 

Этот пример подтверждает тот факт , что в реальных 
у с л о в и я х для гарантированного выполнения плана необхо 
д и м ы дополнительные ресурсы в размере 2 .̂ В противном 
случае в о з м о ж н о уменьшение в ы п у с к а продукции . 

П р и этом м о ж н о сделать в ы в о д ы : 
1) в целях п о в ы ш е н и я заданного уровня вероятности 

выполнения плана a t требуется увеличить дополнительные 
ресурсы у г. Так , для выполнения плана с вероятностью, 
близкой к 1 (а = 0 ,987 ) , необходим дополнительный ре
сурс в размере у = 2 6 , 3 3 % от величины используемого 
без учета вероятностных характеристик ; 

2) отсутствие такого увеличения может привести к ухуд
ш е н и ю целевой ф у н к ц и и на величину В = 3 3 , 6 % ; 

3) возрастание а отражается на номенклатуре продук
ц и и . При этом в интервале a = 0 , 5 , 0 ,77 значение х х 

сохраняется неизменным, а х 2 — уменьшается . При даль
нейшем увеличении a = 0 , 8 9 , 0 ,987 значение х 2 = const , 
в то время как х х сначала с к а ч к о м растет , а затем посте
пенно уменьшается . Несмотря на то что при a = 0 ,89 зна
чения Х\, х 2 резко и з м е н я ю т с я , целевая функция во всем 
интервале изменения а уменьшается плавно. Таково влия

ние заданного уровня вероятности соблюдения ограниче
ний а на результат решения задачи. 

Для большей реальности и выполнимости планов эле
менты модели д о л ж н ы постоянно уточняться по фактиче
ским реализациям случайных величин. 

8.5. 
К О Н Т Р О Л Ь Н О Е З А Д А Н И Е 

Р е ш и т ь задачу распределения двух видов ресурсов для 
выпуска двух наименований изделий. И с х о д н ы е данные — 
в таблицах 55 и 5 6 . 

Таблица 55 

Величина с d D 

Х\ 6 3 5 

Х2 8 1 6 

Таблица 56 

Ограничения 

Случайные величины 

Ограничения an a,-2 Ы Ограничения 

° ц Oil a .2 a,2 9, 

1 12 3 14 4 1 4 0 8 

2 16 5 12 4 1 6 0 10 
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ГЛАВА 9 

ТЕОРИЯ ИГР 
Ваши шансы там, где вы их найдете. 

П о г о в о р к а 

Веселый человек пришел в трактир с некоторой суммой денег 
и занял у содержателя трактира столько денег, сколько имел у 
севя. Из этой суммы истратил 1 русль. С остатком пришел в 
другой трактир, где опять занял столько денег, сколько имел. 
Е этом трактире также истратил 1 русль. Потом пошел в 
третий и четвертый трактиры и повторил то же самое. 
Наконец, когда вышел из четвертого трактира, он не имел 
ничего. Сколько денег имел первоначально веселый человек? 

Старинная задача 

9 .1 . 
У П Р А В Л Е Н И Е В У С Л О В И Я Х 

НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
П р и управлении производством принимать решения 

очень часто п р и х о д и т с я , не имея достаточной информа
ц и и , т. е. в условиях неопределенности и риска . 

Методами обоснования решений в условиях неопреде
ленности и риска занимается математическая теория и г р . 

В теории игр рассматриваются такие ситуации, когда 
и м е ю т с я два участника выполнения операции, каждый из 
которых преследует противоположные цели. В качестве участ
ников могут выступать коллективы, конкурирующие пред
приятия и т. д. Во всех случаях предполагается, что опера
ция проводится против разумного противника (конкурента) , 
преследующего свои собственные цели и сознательно проти
водействующего достижению цели другим участником. 

Так как цели п р о т и в о п о л о ж н ы , а результат мероприя
тия к а ж д о й из сторон зависит от действий конкурента , то 
эти действия называют к о н ф л и к т н ы м и ситуациями. В кон 
ф л и к т н о й ситуации сталкиваются противоположные инте
ресы двух участников . Формализованная (схематизирован
ная) модель конфликтной ситуации называется игрой. Ре 
зультат и г р ы — победа или п о р а ж е н и е , к о т о р ы е не всегда 
имеют количественное выражение , м о ж н о выразить (ус
ловно) числами (например, в ш а х м а т а х : 1 , 0 , 1 / 2 ) . 

Игра называется игрой с нулевой с у м м о й , если один из 
игроков выигрывает ровно столько , сколько проигрывает 
другой . 

Развитие игры во времени представляется как ряд по
следовательных « х о д о в » . Х о д ы могут быть сознательные 

Таблица 57 

В, Bi Bn 

Ах qn ф 2 gm 

Аг Q21 Q22 

Am Qm2 Qmn 

Таблица 58 

Bi B2 B„ a, 

At 911 qi2 gm ai 

Аз (721 Q"22 Я2п 0C2 

Am Qml Qm2 ai 

P. Pi P2 Pn 
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Таблица 59 

Конструкция 
Технология 

а; = min Qy Конструкция 
Ti Тг Тг 

а; = min Qy 

VI 9 6 Б Б(ТЗ) 

V 2 8 7 7 7 (Тг или Тз) 

Vz 7 5 8 Ъ(Тг) 

В; = maxg 0 9 7 8 max mingy = 7 = min maxg y 
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2. М а к с и м и н н ы й критерий Вальда. Здесь выбирается 
решение торговой организации, при котором гарантирует
ся максимальный в ы и г р ы ш в н а и х у д ш и х условиях внеш
ней среды (состояния « п р и р о д ы » ) : 
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9 3. 
Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К А Я И Н Т Е Р П Р Е Т А Ц И Я 

И Г Р О В Ы Х З А Д А Ч 

А = 
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Рис. 30 

А н а л о г и ч н о определяется оптимальная стратегия для 
игрока В из решения системы уравнений: 
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1 4 4 

ГЛАВА 10 

ТЕОРИЯ ОЧЕРЕДЕЙ 
Математика подобна мясорубке, она может перера
ботать любое мясо, но для того, чтобы получить хо
рошие котлеты, нужно и хорошее мясо. 

Г е к с л и 

Один воин вышел из город* и проходил по 12 верст в день, А 
другой вышел одновременно и шел так: в первый день прошел 
1 версту, во второй день 2 версты, в третий день 3 версты, 
в четвертый 4 версты, в пятый 5 верст и тлк ПРИБАВЛЯЛ 
КАЖДЫЙ день по версте, ПОКА не НАСТИГ первого. Через сколько 
дней второй воин илстигиет первого? 

ОтАрИННАЯ ЗАДАЧА 

10 .1 . 
ОСНОВНЫЕ П О Н Я Т И Я 

Т Е О Р И И ОЧЕРЕДЕЙ 
Многие э к о н о м и ч е с к и е задачи связаны с с и с т е м а м и 

м а с с о в о г о о б с л у ж и в а н и я , в к о т о р ы х происходит удовлет
ворение требований на выполнение каких -либо услуг . 

Исследованием систем массового обслуживания зани
мается теория очередей, на начальное развитие которой 
оказали особое влияние труды датского ученого А. К. Эр-
ланга ( 1 8 7 8 - 1 9 2 9 ) в области проектирования и эксплуата
ции телефонных станций. 

Общая схема системы массового обслуживания показа
на на рисунке 3 3 . 

Требование на обслуживание (например, неисправный 
автомобиль) поступает в о б с л у ж и в а ю щ у ю систему (автома
с т е р с к у ю ) . Если есть свободные каналы обслуживания (ма
стера) , то требование выполняется . Если все каналы заня
т ы , то требование ставится в очередь по определенным пра
вилам или покидает систему не о б с л у ж е н н ы м . 

Основная задача теории массового обслуживания сво
дится к определению оптимального соотношения между 
входным потоком требований и числом о б с л у ж и в а ю щ и х 
каналов, при котором общие суммарные затраты мини
мальны. 
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Общие суммарные затраты складываются из затрат об
служивания и затрат о ж и д а н и я , причем по мере увеличе
ния сервиса затраты обслуживания увеличиваются, а затра
т ы ожидания умень ш аются . 

Систему массового об слу ж ив ан ия м о ж н о описать, зада
вая следующие ее к о м п о н е н т ы : входной поток требований, 
дисциплину очереди и механизм обслуживания . 

Входной поток требований характеризуется вероятност
ным законом распределения моментов поступления требо
ваний в систему и количеством требований в каждом по
ступлении. 

В настоящее время теоретически наиболее разработаны 
и у д о б н ы в практических п р и л о ж е н и я х методы решения 
т а к и х задач теории очередей, в к о т о р ы х поток требований 
является простейшим ( п у а с с о н о в с к и м ) . 

Простейший поток событий обладает тремя свойствами: 
Ш стационарностью — постоянным количеством событий 

в единицу времени; 
Ш отсутствием последействия — независимостью коли

чества событий после л ю б о г о момента времени от коли
чества событий до него ; 

ш ординарностью — практической невозможностью одно
временного поступления нескольких требований. 
Для простейшего потока частота наступления событий 

подчиняется закону Пуассона , т . е . вероятность того , что 
за время t произойдет k с о б ы т и й , определится: 

где X — количество событий в единицу времени (интенсив
ность потока) . 

Вероятность выхода из строя одной установки (k = 1) 
при отказе в среднем в единицу времени двух установок 

Вероятность отсутствия вы
ш е д ш и х из строя установок 
за л ю б о й случайный час — 
1 3 % , вероятность выхода и з 
строя одной установки — 2 7 % , 
двух — 2 7 % , трех — 1 8 % , че
тырех — 9% и т. д. (рис. 34) . 

По теореме сложения ве
роятностей , вероятность сум-Рис. 34 
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Различают с л е д у ю щ и е виды систем массового обслу 
ж и в а н и я . 

В зависимости от условий ожидания требованием нача
ла обслуживания различают системы массового о б с л у ж и 
вания с отказами и с о ж и д а н и е м . 

В с и с т е м а х с отказами требования, поступающие в мо
мент, когда все каналы обслуживания заняты, получают 
отказ и утрачиваются . 

В с и с т е м а х с ожиданием требование, застав все обслу
ж и в а ю щ и е каналы занятыми, ставится на очередь вплоть 
до освобождения л ю б о г о из каналов. 

С и с т е м ы , д о п у с к а ю щ и е очередь, но с ограниченным 
числом требований в ней, называются системами с о ж и д а 
нием и ограниченной длиной очереди . 

Системы, допускающие очередь, но с ограниченным сро
ком пребывания каждого требования в ней, называются 
системами с о граниченным временем о ж и д а н и я . 

Системы массового обслуживания , д о п у с к а ю щ и е оче 
редь, но с ограниченным числом ц и р к у л и р у ю щ и х в систе 
ме требований, называются системами с о г р а н и ч е н н ы м 
п о т о к о м требований. 

По числу каналов обслуживания различают одноканаль-
ные и многоканальные с и с т е м ы . 

По числу фаз обслуживания — однофазные и много 
фазные (последовательная обработка требований на несколь
ких каналах) . 

10 .2 . 
СИСТЕМА С О Т К А З А М И 

Система массового обслуживания с отказами не допус 
кает образования очереди поступающих работ. Если в мо
мент поступления очередного требования в системе все ка
налы заняты, то требование покидает систему. Если имеется 
свободный канал, то он немедленно приступает к обслужи
ванию поступившего требования. 

К а ж д ы й из п каналов м о ж е т одновременно о б с л у ж и 
вать только одно требование и все каналы ф у н к ц и о н и р у ю т 
независимо. 

В систему поступает простейший (пуассоновский) по
ток требований с параметром X. Время обслуживания к а ж 
дого требования является случайной величиной, которая 
подчиняется экспоненциальному закону распределения с 
параметром ц. 

Состояние такой системы описывается системой диф
ференциальных уравнений: 
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Требуется оценить работу системы, если цена зачистной 
машины 10 ООО руб . , затраты на зачистку 0,5 р у б . / ч , затра
ты на один час простоя машины 0,2 руб . , годовой фонд рабо
ты машины 6 0 0 0 ч , время зачистки одной ш т у к и проката 
распределено по экспоненциальному закону с параметром 
0,1 1/ч, поток проката простейший с параметром 0,05 1/ч. 

Рассмотреть в о з м о ж н о с т ь установки третьей зачистной 
м а ш и н ы . 

Задание 3. Определить оптимальное число ячеек в на
гревательном отделении о б ж и м н о г о цеха . Будем считать , 
что слитки поступают по одному и емкость я ч е й к и один 
слиток . Если очередной слиток застает все я ч е й к и заняты
ми, то он отправляется на склад х о л о д н ы х с л и т к о в . В по 
следующем нагрев этого слитка потребует дополнительных 
затрат 40 р у б . Цена одной ячейки 100 р у б . , затраты на 
обслуживание я ч е й к и при работе 2 р у б . / ч и при простое — 
1 р у б . / ч , годовой фонд работы ячейки 6 0 0 0 ч . 

Сделать анализ влияния числа ячеек на э к о н о м и ч е с к у ю 
оценку работы нагревательного отделения, если поток слит
ков является п р о с т е й ш и м с параметром 30 ш т . / ч , а время 
нахождения слитка в ячейке распределено по экспоненци
альному закону с параметром 1 ш т . / ч . 

10 .3 . 
С И С Т Е М А С Н Е О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Й 

Д Л И Н О Й ОЧЕРЕДИ 

Системы массового обслуживания с неограниченной дли
ной очереди предполагают ограниченное число каналов об
служивания в системе и неограниченную в о з м о ж н о с т ь для 
образования очереди требований, п о с т у п а ю щ и х на обслу
живание . К а ж д ы й канал м о ж е т выполнять только одну 
работу. Если в момент поступления очередного требования 
все каналы заняты, то оно становится в очередь и ожидает 
начала обслуживания . 

В систему поступает простейший (пуассоновский) по 
ток требований с параметром X. Время обслуживания к а ж 
дого требования является случайной величиной, которая 
подчиняется экспоненциальному закону распределения с 
параметром р. 

Состояние такой системы описывается системой диф
ференциальных уравнений: 
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Т>бс ~ — 

м 2,5 
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Результаты расчетов приведены в таблице 6 2 . 
При наличии двух мастеров время пребывания в очере

ди существенно сокращается и суммарные затраты мень
ш е . Следовательно, целесообразнее иметь двухканальную 
систему , чем одноканальную. 

Задание 4 . Определить оптимальное число причалов 
п р о м ы ш л е н н о г о речного порта , п р и н и м а ю щ е г о с ы п у ч и е 
материалы. П о т о к поступления барж простейший с пара
метром 0 ,5 ш т . / с у т к и . Время разгрузки одной баржи под
чинено экспоненциальному закону распределения с пара
метром 0,5 ш т . / с у т к и . Цена оборудования одного причала 
100 0 0 0 руб . , т е к у щ и е затраты на содержание работающего 
причала 4 0 0 р у б . / с у т к и , а простаивающего — 2 0 0 р у б . / с у т 
ки , приведенные затраты на содержание груженой баржи 
1000 р у б . / с у т к и . Если груз с момента прибытия ожидает 
более двух с у т о к , то условия его разгрузки у с л о ж н я ю т с я и 
связаны с дополнительными затратами в 6 0 0 руб . 

. Задание 5. Определить оптимальное число станков в 
мастерской , если цена одного станка 20 0 0 0 р у б . , среднее 
время обработки одного комплекта деталей 4 ч, т е к у щ и е 
затраты на обслуживание работающего станка 5 р у б . / ч , а 
н е р а б о т а ю щ е г о — 3 р у б . / ч , с одержание запаса деталей 
0,2 р у б . / ч на один к о м п л е к т , среднее число деталей, посту 
п а ю щ и х в обработку 2 к о м п л е к т а / ч . 

Статистический анализ показал, что поток комплектов 
деталей является п р о с т е й ш и м , а время обработки распре
делено по экспоненциальному закону. 

Таблица 62 
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Задание 6. На заводе имеется 5 испытательных с т е н д о # 
г о т о в ы х изделий. Статистическим обследованием установ
лено , что поток готовых изделий — пуассоновский с пара
метром 5 ш т . / ч , а время испытания — случайное и распре
делено по показательному закону с параметром 4 ш т . / ч . 
Если все стенды заняты, то изделия о ж и д а ю т испытаний в 
порядке очереди. Ограничений на длину очереди нет. 

Требуется оценить работу системы, если цена одного стен
да 2 0 0 0 руб . , текущие расходы на обслуживание работаю
щего стенда 3 0 , а стоящего 20 р у б . / с у т к и , приведенные за
траты на содержание о ж и д а ю щ и х изделий 10 р у б . / с у т к и . 

Рассмотреть целесообразность сокращения числа стендов. 

10 .4 . 
СИСТЕМА С П О С Т О Я Н Н Ы М ВРЕМЕНЕМ 

О Б С Л У Ж И В А Н И Я 
П р и м е р 4 . Грузовики о ж и д а ю т разгрузки на складе 

15 мин. Простой грузовика в очереди обходится в 60 р у б . / ч . 
П о к у п к а нового автопогрузчика позволит сократить про
цесс разгрузки до 5 мин (и = 12 автомобилей в час) . В сред
нем на складе пребывает X = 8 автомобилей в час. Затраты 
на амортизацию нового погрузчика составляют 3 руб . на 
разгрузку . Оценить параметры системы. 

Р е ш е н и е . 
1. Средняя длина очереди: 
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L = 

Заказчик практически никогда не получит отказа в об
служивании , но и загрузка машин будет очень мала. 

Задание 7. В отделении нагрева металла в цехе крупной 
ковки часть нагревательных печей работают в режиме к о 
пил ьников . Если очередной п о с т у п и в ш и й слиток застает 
занятыми все нагревательные печи, то он помещается в 
к о п и л ь н и к и , где обеспечивается поддержание температу
ры металла. Если занятыми о к а ж у т с я и к о п и л ь н и к и , то 
слиток отправляется на склад . В последующем его нагрев 
потребует дополнительных затрат в размере 100 руб . П о 
с т у п а ю щ и й п о т о к слитков — пуассоновский с параметром 
10 ш т . / с у т к и . Время нагрева слитка перед к о в к о й распре
делено по показательному закону с параметром 1 ш т . / с у т 
к и . В цехе имеется 10 нагревательных печей. 

Требуется определить оптимальное число к о п и л ь н и к о в , 
если цена нагревательной печи 1 0 0 0 0 0 р у б . , т е к у щ и е за
траты на обслуживание работающей печи — 50 р у б . / с у т к и , 
а стоящей — 30 р у б . / с у т к и , приведенные затраты на со 
держание слитков в копильниках — 60 р у б . / с у т к и , годо 
вой фонд времени работы отделения нагрева — 6 0 0 0 ч. 

10 .6 . 
С И С Т Е М А 

С О Г Р А Н И Ч Е Н Н Ы М ПОТОКОМ 
Т Р Е Б О В А Н И Й 

Система с о с т о и т из л о б с л у ж и в а ю щ и х каналов . К а ж 
д ы й из них м о ж е т одновременно о б с л у ж и в а т ь только одно 
требование . В систему поступает п р о с т е й ш и й ( п у а с с о н о в 
с к и й ) поток требований с параметром X. Если в момент 
п о с т у п л е н и я очередного требования в системе на обслу 
ж и в а н и и у ж е находится не меньше л требований (все ка
налы з а н я т ы ) , то это требование ставится на очередь и 
ж д е т начала о б с л у ж и в а н и я . Требования на о б с л у ж и в а н и е 
п о с т у п а ю т от m о б с л у ж и в а е м ы х о б ъ е к т о в , т . е . п о т о к п о 
с т у п а ю щ и х требований ограничен. Время о б с л у ж и в а н и я 
к а ж д о г о требования является случайной величиной , к о 
торая подчиняется экспоненциальному закону распреде
ления с параметром ц. 
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Та блица 63 
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Таблица 64 

Расчетные параметры 
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п = 3 (предлагаемый) 0,07 1,72 0,34 1,38 1,62 0,54 

п = 2 (действующий) 0,5 2 0,4 0,495 1,505 0,75 
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работающего и простаивающего i - r o канала; с 4
( , ) — затраты 

на содержание о ж и д а ю щ и х требований перед i-м каналом 
в единицу времени; Т — годовой фонд рабочего времени 
системы. 

Задание 8 . У ч а с т о к т е х н о л о г и ч е с к о г о процесса в к л ю 
чает п р о к а т н ы й стан и агрегат резки . На стан поступает 
п о т о к з а г о т о в о к , к о т о р ы й м о ж н о считать п у а с с о н о в с к и м с 
параметром 60 ш т . / ч ; перед станом и перед агрегатом рез
ки допускается образование очереди з а г о т о в о к , о ж и д а ю 
щ и х обработки . Длина заготовок м е н я е т с я , что приводит 
к и з м е н е н и ю времени их обработки на агрегатах. Стати
с т и ч е с к и й анализ показал , что время занятости стана и 
агрегата резки характеризуется э к с п о н е н ц и а л ь н ы м зако 
ном распределения с параметрами 1 2 0 ш т . / ч и 75 ш т . / ч 
соответственно . 

Требуется оценить работу участка , если цена стана 
1 млн р у б . , агрегата резки — 200 ООО руб . , текущие затраты 
на обслуживание работающего и стоящего агрегата на стане 
200 р у б . / ч и 120 р у б . / ч , а на агрегате резки — 25 руб . / ч и 
5 р у б . / ч соответственно. Затраты на содержание запаса ме
талла 0,5 р у б . / ш т . х ч. 

Рассмотреть влияние производительности агрегата рез
ки на э к о н о м и ч е с к у ю оценку работы участка. 

10 .8 . 
К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Е З А Д А Н И Я 

Задание 9. Определить оптимальное число контроле
ров , п р о в е р я ю щ и х п р о д у к ц и ю на конечном этапе сбороч
ного конвейера. Если подошедшее по конвейеру изделие 
застает всех контролеров занятыми, то оно проходит без 
контроля . Статистическое обследование показало, что по 
т о к изделий на конвейере — простейший с параметром 
0 ,5 ш т . / м и н . Время контроля одного изделия случайное и 
распределено по экспоненциальному закону с параметром 
0 ,25 ш т . / м и н . Затраты на оснащение рабочего места конт
ролера — 5 0 0 руб . ; текущие затраты на работу одного конт
ролера — 30 р у б . / с у т к и ; потери у потребителя изделий от 
в о з м о ж н о г о получения брака 50 руб . Годовой фонд време
ни работы контролеров — 6 0 0 0 ч. 

Задание 10. На конвейере возле операции с нестандарт
ным временем выполнения установлено бункерное устрой
ство . Если изделие, подошедшее на конвейере , застает ра
бочего занятым обработкой предшествующего изделия, то 
оно встает в очередь (попадает в бункер) . П о т о к изделий — 
пуассоновский с параметром 0,5 ш т . / м и н . Время обработ

ки изделия распределено по экспоненциальному закону с 
параметром 0,5 ш т . / м и н . 

Оценить работу на указанной операции и выбрать опти
мальный параметр для з а к о н ! распределения времени об 
работки . Ценой оборудования на рабочем месте м о ж н о пре
небречь . Т е к у щ и е затраты на рабочем месте равняются 
20 р у б . / ч . Приведенные затраты на содержание изделий в 
бункере — 5 р у б . / ч на одно изделие. Изменение средней 
пропускной способности операции на 0 ,05 ш т . / м и н сопро
вождается изменением т е к у щ и х затрат на 1 р у б . / ч и затрат 
на содержание изделий в бункере на 0,5 р у б . / ч на одно 
изделие. 

Задание 1 1 . Рабочий обслуживает 20 станков . Сам уст 
раняет мелкие неисправности и производит наладку стан
к о в . Статистическим обследованием установлено, что м о 
менты выхода станков из строя образуют поток , близкий к 
п р о с т е й ш е м у , с параметром 2 ш т . / ч , а время устранения 
неисправностей — случайная величина, распределенная по 
экспоненциальному закону с параметром 3 ш т . / ч . Если ра
бочий занят ремонтом станка , то очередной станок , в ы ш е д 
ш и й из строя , ожидает ремонта в порядке очереди. 

Требуется оценить работу станков , приняв цену стан
ка — 1 0 0 0 р у б . , т е к у щ и е затраты на работающий станок — 
10 р у б . / с у т к и , а на с т о я щ и й — 5 р у б . / с у т к и , оплата труда 
рабочего составляет 5 р у б . / с у т к и . 

Задание 12 . Рассмотреть работу участка технологическо
го процесса , в к л ю ч а ю щ е г о операции осмотра и у п а к о в к и . 
Поступает поток изделий, к о т о р ы й м о ж н о считать пуассо 
новским с параметром 2 0 0 ш т . / с у т к и . Длительность о с м о т 
ра и упаковки изменяется в зависимости от габариттов и 
массы изделий. Закон распределения длительности имеет 
экспоненциальный вид с параметрами 3 0 0 и 2 0 0 ш т . / с у т к и 
соответственно перед первой и второй операциями. 

Требуется оценить работу системы, если ценой оборудо
вания м о ж н о пренебречь, текущие затраты на операциях 
при работе 15 р у б . / ч , а при простое 10 р у б . / ч , затраты на 
содержание изделий в очереди перед первой и второй опера
циями 40 р у б . / ш т . х ч, фонд времени работы системы 6 0 0 0 ч. 

Рассмотреть влияние интенсивности входного потока 
на э к о н о м и ч е с к у ю оценку работы системы. 
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Г Л А В А 11 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПАКЕТОВ 
ПРИКЛАДНЫХ ПРОГРАММ 

В ПРОЦЕССЕ ПРИНЯТИЯ 
РЕШЕНИЙ 

Приступайте к делу, и силы появятся. 
Э м е р с о н 

••' .. . ' "N 
Летели скворцы и встретились им деревья. Когда сели они 
по одному ид дерево, то одному скворцу не ХВАТИЛО деревл, д 
когдд нд кдждое дерево сели по ДВА скворцд, то одно дерево 
ОСТАЛОСЬ не ЗАНЯТЫМ. Сколько выло скворцов и сколько БЫЛО 
деревьев? 

СТАРИННАЯ ЗАДАЧА 
ч I «———' 

1 1 . 1 . 
Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч В Q S B 

1 1 . 1 . 1 . О Б Щ И Е С В Е Д Е Н И Я О Q S B 

QSB — это набор программ ( р у с и ф и ц и р о в а н н ы й авто
рами п о с о б и я ) , с п о м о щ ь ю которого м о ж н о «проигрывать» 
различные варианты р е ш е н и я э к о н о м и ч е с к и х и производ
с т в е н н ы х задач, в ы я в л я т ь оптимальные из них и анали
зировать полученные результаты, используя различные 
м е т о д ы . 

Запуск QSB о существляется вводом команды: progl и, 
после появления функционального м е н ю , нажатием циф
ры 9 . Далее на экране появится главное м е н ю системы 
(экран 1). 

Линейное п р о г р а м м и р о в а н и е решает задачи линейного 
программирования, в к л ю ч а ю щ и е до 40 переменных (без 

Экран 1 

QSB - Количественные Системы для бизнеса! 
Вы можете выбрать следующие системы поддержки принятия решений: 

Код Программа Код Программа 

1 Линейное программирование 9 Управление запасами 

2 Целочисленное программирование А Теория очередей (расписаний) 

3 Транспортная задача В Имитационное моделирование 

4 Задача о назначениях С Вероятностные модели 

5 Сетевое моделирование (NET) D Марковские модели 

6 Сетевое моделирование (СРМ) Е Экстраполяция тенденций 

7 Сетевое моделирование (PERT) F Определение типа принтера 

8 Динамическое программирование G Выход из QSB 
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учета дополнительных и и с к у с с т в е н н ы х ) и 40 ограничений 
(без учета граничных у с л о в и й ) , используя симплекс -метод . 

Целочисленное п р о г р а м м и р о в а н и е реализует алгоритм 
метода ветвей и границ для решения с м е ш а н н ы х задач 
целочисленного программирования размерностью до 20 пе
ременных и 20 ограничений. 

Транспортная задача решает транспортные задачи, с о 
держащие до 50 пунктов отправления и до 50 пунктов на
значения, используя для получения начального допусти 
мого решения метод северо-западного угла и метод аппро
к с и м а ц и и Ф о г е л я , а для о п т и м а л ь н о г о плана — метод 
потенциалов. 

Задача о назначениях предназначена для решения вен
герским методом задач о назначении, в к л ю ч а ю щ и х до 60 ра
бот и 60 кандидатов . 

Сетевое моделирование (NET) с одержит три алгоритма 
для анализа сетей размерностью до 150 ветвей и до 75 у з 
лов : алгоритм кратчайшего пути (определяет кратчайший 
путь от начального узла сети до л ю б о г о другого ) , алгоритм 
максимального потока (находит максимальный поток от 
начального узла до конечного ) и алгоритм минимального 
размаха дерева (устанавливает минимальную длину полно
го пути ) . 

Сетевое моделирование (СРМ) определяет раннее и по 
зднее время начала и окончания работ методом критиче 
с к о г о пути для сетей, в к л ю ч а ю щ и х до 2 0 0 работ. 

Сетевое моделирование (PERT) анализирует сети объе
мом до 2 0 0 работ методом PERT. 

Динамическое п р о г р а м м и р о в а н и е решает три задачи 
динамического программирования размерностью до 20 эта
пов с 50 пунктами в к а ж д о м : задачу о дилижансе , задачу о 
р ю к з а к е , задачу управления запасами. 

Управление запасами определяет оптимальный размер 
запасов и решает задачу о разносчике газет. 

Т е о р и я очередей (расписаний) анализирует работу од-
ноканальных и многоканальных систем массового обслу
живания с ограниченной и неограниченной длиной очере
ди и различными законами распределения времени обслу
живания . 

Имитационное моделирование использует метод Монте-
Карло для анализа систем очередей с 20 каналами обслу 
ж и в а н и я , 20 о ч е р е д я м и , 1 0 0 з а я в к а м и в очереди м а к 
с и м у м . 

Вероятностные модели обеспечивают проведение дис 
персионного и байесовского анализа, анализа платежной 
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матрицы и дерева решений . При дисперсионном анализе 
по заданным исходам и вероятностям вычисляется среднее 
и дисперсия . При байесовском анализе по априорным веро
ятностям состояний природы и у словным вероятностям ис
ходов определяются совместные , безусловные и апостери
орные вероятности . При анализе платежной матрицы раз
мерностью до 40 состояний природы и до 40 альтернатив 
рассчитываются различные критерии. Программа анали
зирует деревья решений , в к л ю ч а ю щ и е до 80 ветвей с за
данной вероятностью. 

М а р к о в с к и е модели позволяют найти вероятность на
х о ж д е н и я системы в заданном состоянии в заданное время 
с п о м о щ ь ю м а р к о в с к и х моделей (общее число состояний — 
не более 50) . 

Э к с т р а п о л я ц и я тенденций вычисляет простое и сколь
зящее среднее, производит простое и двойное экспоненци
альное сглаживание , а т а к ж е линейную регрессию. 

Определение типа принтера . В начале к а ж д о г о сеанса 
работы необходимо задать тип принтера (если планируется 
его использование) , для чего и предусмотрена эта о п ц и я . 

В ы х о д из QSB с л у ж и т для окончания работы пользова
теля с с и с т е м о й . 

Для в ы б о р а пункта м е н ю нужно выделить его курсором 
с п о м о щ ь ю клавиш Т, 4-, ->, <- и нажать Enter; или нажать 
« г о р я ч у ю » клавишу, соответствующую коду программы. 

П р и работе с пунктами 1 - Е на экране появляется функ
циональное м е н ю (экран 2) . 

Ф у н к ц и я 1 — выводит краткое описание используемой 
программы (в данном случае помощь по линейному програм
мированию) ; 2 — с л у ж и т для ввода и с х о д н ы х данных но-

Экран 2 

Добро пожаловать в линейное программирование! 
Варианты работы с LP: 
Если вы работаете с системой впервые, то выберите опцию 1. 

Опция Функция 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0 

Помощь по LP 
Ввод новой задачи 
Чтение задачи с диска 
Просмотр/Печать исходных данных 
Решение задачи 
Запись задачи на диск 
Изменение задачи 
Просмотр/Печать итогового решения 
Возврат в главное меню 
Выход из QSB 
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Добро пожаловать в линейное программирование! 
Варианты работы с LP: 
Если вы работаете с системой впервые, то выберите опцию 1. 

Опция Функция 

1 Помощь no LP 

2 Ввод новой задачи 

3 Чтение задачи с диска 

4 Просмотр/Печать исходных данных 

5 Решение задачи 

6 Запись задачи на диск 

7 

8 

9 

Изменение задачи 

Просмотр/Печать итогового решения 
Возврат в главное меню 

0 Выход из QSB 

Экран 4 

Введите название задачи (до 6 символов)? priml 

Вверху экрана появятся требования, которые необходи
мо соблюдать при вводе и с х о д н ы х данных ( способы пред
ставления чисел , знаки отношения в неравенствах, клави
ши перемещения курсора и др . ) ; а внизу — вопросы о зада
че (экран 5). 

Экран 5 

Критерий на максимум (1) или минимум (2)? (Введите 1 или 2) <1 > 

Сколько переменных в вашей задаче? (введите число < = 40) < 4 > 
— 
Сколько ограничений в вашей задаче? (введите число < = 40) < 7 > 

Хотите использовать заданные имена переменных (Х1, Х 2 , Х п ) (Y/N)? < у > 

Ответьте на вопросы. Варианты ответов показаны в ы ш е 
(целевая функция на м а к с и м у м , 4 переменных и 7 ограни
чений, будем использовать заданные имена переменных — 
X i , Х 2 , Х „ ) . Переход о т предыдущей строки к последую
щ е й осуществляется нажатием Enter, обратный переход — 
клавишей Backspace. 

Если при вводе не было о ш и б о к , то по окончании на
ж м и т е клавишу Spacebar (пробел) ; для корректировки вве
денной информации — л ю б у ю другую клавишу. 

На экране появится шаблон ЭММ (целевая функция и 
ограничения) со свободными позициями для ввода коэффи
циентов . Заполните шаблон , при необходимости поменяйте 
знаки (< = ,> = , = ) (экран 6) . 

После нажатия пробела на экране появится функцио 
нальное м е н ю . В ф у н к ц и о н а л ь н о м м е н ю выберите оп -
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Экран 6 

МахбО Х1 70 Х2 120 Х3130 Х4 

Ограничен. 

(1)1 Х1 2 Х23 Х3 4 Х4 40 

(2)6 Х1 5 Х2 4 ХЗЗ Х4 110 

(3)4 Х16 Х2 8 Х312 Х4 100 

(4)1 Х1 Х2 ХЗ Х4> = 1 

(5)1 Х1 Х2 ХЗ * Х4 12 

(6) Х1 Х21 ХЗ Х4> = 2 

(7) Х1 Х2 Х31 Х4 = 3 

ц и ю 6 — Запись задачи на д и с к . В верхней части экрана 
появится запрос об имени файла, в котором будут хранить
ся и с х о д н ы е данные задачи. 

Наберите имя файла (например, такое ж е , как и имя 
задачи, т. е. priml) и н а ж м и т е Enter. Для просмотра с у щ е 
с т в у ю щ и х файлов введите имя диска и нажмите Enter. 
При нажатии Enter без ввода имени файла осуществляется 
автоматический возврат в функциональное м е н ю . 

Если файла нет на диске , то выводится сообщение: «За
дача записана. Для продолжения любая клавиша» . Если файл 
с таким именем существует , то требуется подтверждение о 
замене его содержимого (У) или об отмене записи задачи (N): 
«Этот файл у ж е существует . Заменить его ( Y / N ) ? » Введите У 
или N и нажмите Enter. На экране появится функциональ
ное меню. 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 3 — Чтение 
задачи с диска . В верхней части экрана появится запрос об 
имени файла, в котором хранятся исходные данные задачи. 

Наберите имя файла priml и нажмите Enter. Для про 
смотра с у щ е с т в у ю щ и х файлов введите имя диска и н а ж м и 
те Enter. При нажатии Enter без ввода имени файла о с у щ е 
ствляется автоматический возврат в функциональное меню. 

Если файла нет на диске, то выводится сообщение: «Нет 
такого файла. Повторите ввод» . Если файл с таким именем 
существует, но в нем хранятся данные не задачи линейного 
программирования, то выводится сообщение: «В этом файле 
нет задачи линейного программирования». И в том, и в дру
гом случае необходимо повторить ввод имени файла. Если 
задача прочитана успешно, то выводится сообщение: «Задача 
прочитана. Для продолжения любая клавиша». После нажа
тия любой клавиши на экране появится функциональное меню. 

В функциональном меню выберите опцию 4 — П р о с м о т р / 
Печать и с х о д н ы х данных . Если задача не была введена или 
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прочитана с диска , то будет выдано сообщение : «Задача не 
введена. Для продолжения любая к л а в и ш а » , и после нажа
тия л ю б о й клавиши на экране появится функциональное 
м е н ю ; в противном случае — в верхней строке экрана по
явится запрос о необходимости вывода данных на принтер. 

Убедитесь , что принтер готов к работе, введите символ 
Y (если распечатка не требуется , то — символ /У) и нажми
те Enter. На экран (и принтер , если задано) будет выведено 
описание и с х о д н ы х данных задачи. 

В задачах большой размерности и с х о д н ы е данные мо
гут занимать несколько экранных страниц. Перемещение к 
следующей странице осуществляется нажатием клавиши / , 
к предыдущей странице — Esc. Для выхода в функцио 
нальное меню нажмите клавишу Spacebar после окончания 
просмотра . 

В функциональном мен ю выберите о п ц и ю 5 — Реше
ние задачи. На экране появится мен ю опции < Р е ш е н и е > 
(экран 7) . 

В ы б о р опции 6 обеспечивает возврат в функциональное 
меню без решения задачи. При выборе остальных опций 
задача будет решена. П р и этом для задач небольшой раз
мерности доступны все р е ж и м ы , а для больших задач — 
только опции 4 - 5 . С целью усвоения алгоритма симплекс -
метода н а ч и н а ю щ е м у пользователю рекомендуется выби
рать о п ц и ю 4 , о б е с п е ч и в а ю щ у ю просмотр процесса реше
ния по шагам. 

Выберите о п ц и ю 4 — Решение и п р о с м о т р всех таблиц. 
На экране появится информация по к а ж д о й итерации, при
чем для б о л ь ш и х задач (наш пример) выдается только но
мер итерации, т екущее значение целевой ф у н к ц и и , вводи
мые и выводимые из базиса вектора (экран 8) . 

Экран 7 

Меню опции <Решение> 

1 Решение и просмотр начальной таблицы 

2 Решение и просмотр итоговой таблицы 

3 Решение и просмотр начальной и итоговой таблиц 

4 Решение и просмотр всех таблиц 

5 Решение без просмотра таблиц 
6 Возврат в функциональное меню 

Экран 8 

Итерация : 1 Новая цф (Мах.) = 390 +'(-3 Big М) 

Вводим: Х4 значение = 3 Выводим: А7 Стр 7 

Экран 9 

Базис C(j) 
Х1 Х2 S1 А1 S2 

B(i) 
B(i) 

Базис C(j) 
2 000 3.000 0 -м 0 

B(i) 
A(i,j) 

А1 -м 2.000 1.000 -1.00 1.000 0 5.000 2.500 

S2 0 1.000 5.000 0 0 1.000 20.00 20.00 

C f l K O ) 2.000 3.000 0 0 0 0 

"Big М 2.000 1.000 -1.00 0 0 -5.00 

Текущее значение целевой функции (Мах.) = 0 + (-5 Big М) 

< подсвеченные переменные вводим или выводим из базиса > 

Вводим: Х1 Выводим: А1 

Для небольших задач информация оформлена в виде 
симплекс -таблицы (экран 9) . 

В первой колонке указываются имена базисных перемен
ных (естественные переменные обозначаются Xit Х2, или 
как вы их обозначили; дополнительные — Si, S2, ис 
кусственные — Alf А2, ...). 

Во второй колонке находятся коэффициенты целевой 
ф у н к ц и и , с о о т в е т с т в у ю щ и е базисным переменным. 

В заголовках с л е д у ю щ и х пяти к о л о н о к указаны имена 
переменных и коэффициенты целевой функции ( строкой 
н и ж е ) . В колонках 2 и 3 находятся коэффициенты матри
цы ограничений модели, а в колонках 5—7 — базисные век
т о р ы , образованные путем введения в систему дополни
тельных и искусственных переменных. 

В колонке 8 — столбец свободных членов. 
В колонку 9 (кроме начальной таблицы, в к о т о р о й в 

колонке 9 помещены нули) заносятся отношения правых 
частей ограничений к с о о т в е т с т в у ю щ и м координатам век
тора , вводимого в базис. Эти отношения необходимы для 
определения вектора, выводимого из базиса. Из базиса вы
водится вектор , и м е ю щ и й наименьшее отношение . Деле
ние на ноль в последней колонке обозначается символом Inf. 

В двух последних строках таблицы рассчитываются от
носительные оценки (колонки 3 - 7 ) и в колонке 8 помеща
ется значение целевой ф у н к ц и и при данном базисном пла
не, причем в последней строке считаются оценки и значе
ние целевой ф у н к ц и и и с х о д н о й задачи, а в последней 
строке — расширенной задачи, полученной путем введе
ния искусственных переменных. 

Целевая функция расширенной задачи определяется 
с л е д у ю щ и м образом: 

1 7 4 1 7 5 
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Экран 10 

Меню опции <Просмотр/Печать итогового решения> priml 

Варианты работы для просмотра/печати итогового решения 

Для печати итогового решения подготовьте принтер 

пункт 

1 Просмотр итогового решения 

2 Просмотр решения и анализ чувствительности 

3 Просмотр/печать решения 

4 Просмотр/печать решения и анализ чувствительности 

5 Возврат в функциональное меню 

Экран 11 

Итоговые результаты priml Стр.: 1 

Перемен. Решение Дв. оц. Перемен. Решение Дв. оц. 

No. имена No. имена 

1 Х1 1.0000 0.0000 9А4 0.0000 0.0000 

2 X 2 0.0000 0.0000 10 S5 11.0000 0.0000 

3 X 3 7.5000 0.0000 11 S6 0.0000 20.0000 

4 X 4 3.0000 0.0000 12 А6 0.0000 -20.0000 
5S1 4.5000 0.0000 13 S7 5.5000 0.0000 

6 S 2 65.0000 0.0000 14 А7 0.0000 0.0000 

7 S3 0.0000 15.0000 15 А8 0.0000 -50.0000 

8 S 4 0.0000 0.0000 

Maximum значение ц.ф. = 1350 (из множ-ва реш) итерац. = 5 

Аналогичное ф у н к ц и и предлагаются в пункте 8 ф у н к ц и о 
нального меню. 

Выберите о п ц и ю 2 — П р о с м о т р решения и анализ ч у в 
ствительности . На экране появится таблица с результата
ми решения задачи (экран 11) . 

После 5 итераций получен о п т и м а л ь н ы й план задачи 
X* = ( 1 ; 0 ; 7 , 5 ; 3 ) . П р и б ы л ь от реализации п р о д у к ц и и 
составит 1 3 5 0 д . е . П о л ь з у я с ь этой таблицей , м о ж н о на
чать п о с л е о п т и м и з а ц и о н н ы й анализ задачи, о с н о в а н н ы й 
на д в о й с т в е н н ы х оценках ( к о л о н к и 3 и 6 ) , а именно — 
определить степень д е ф и ц и т н о с т и ресурсов , у с т а н о в и т ь , 
как изменится значение целевой ф у н к ц и и при изменении 
запасов ресурсов на е д и н и ц у . Ф и н а н с ы оказались л и м и 
т и р у ю щ и м ресурсом (S3 = 0 , двойственная оценка п о л о 
ж и т е л ь н а ) , о стальные р е с у р с ы — и з б ы т о ч н ы е . Увеличе 
ние финансов приведет к у в е л и ч е н и ю п р и б ы л и , а рост 
материальных и т р у д о в ы х ресурсов — нет. Более подроб 
ный анализ р е ш е н и я производится автоматически в д в у х 
п о с л е д у ю щ и х таблицах . 

7-2917 1 7 7 



После нажатия л ю б о й к л а в и ш и на экране появится 
таблица, с о д е р ж а щ а я анализ чувствительности коэффи
циентов целевой ф у н к ц и и к изменению и с х о д н ы х данных 
(экран 12) . 

Здесь для каждого коэффициента целевой функции ука
зано его исходное значение, а т а к ж е н и ж н я я и верхняя 
границы в о з м о ж н о г о его изменения с сохранением опти
мального плана (т . е. , цена П 2 м о ж е т изменяться в интер
вале [со; 90] без изменения оптимального плана) . 

После нажатия любой клавиши на экране появится таб
лица, с одержащая анализ чувствительности для ресурсов 
(правой части ограничений) к изменению и с х о д н ы х дан
ных (экран 13) . 

Экран 12 

Анализ чувствительности коэффициентов ц.ф Стр.: 1 

СО) MinCQ) исходное MaxCQ) C(j) MinCO) исходное МахСО) 

С(1) - бесконеч. 60.0000 60.0000 С(3) 120.0000 120.0000 + бесконеч. 

С(2) - бесконеч. 70.0000 90.0000 С(4) - бесконеч. 130.0000 + бесконеч. 

Экран 13 

Анализ чувствительности правой части Стр.: 1 

B(i) MinB(i) исходное MaxB(i) ВО) MinB(i) исходное MaxB(i) 

ВО) 35.5000 40.0000 + бесконеч. В(5) 1.0000 12.0000 + бесконеч. 

В(2) 45.0000 110.0000 + бесконеч. В(6) 0.0000 0.0000 7.3333 

В(3) 56.0000 100.0000 112.0000 В(7) - бесконеч. 2.0000 7.5000 

В(4) 0.0000 1.0000 12.0000 В(8) 0.0000 3.0000 6.6667 

Здесь для к а ж д о г о вида ресурса указано его исходное 
значение, а т а к ж е н и ж н я я и верхняя границы в о з м о ж н о г о 
изменения запасов ресурсов с сохранением структуры оп
тимального плана (т. е. при изменении запаса третьего ре
сурса в пределах [56; 112] набор базисных переменных 
останется н е и з м е н н ы м ) . Проверим данное утверждение , 
максимально изменив величину запаса третьего ресурса 
от 100 до 1 1 2 . 

Н а ж м и т е л ю б у ю клавишу. На экране появится функ
циональное м е н ю . Выберите о п ц и ю 7 — Изменение зада
чи. На экране появится меню для корректировки исход 
н ы х данных задачи (экран 14). 

Работа с о п ц и я м и 1—2 аналогична вводу данных новой 
задачи. В первом случае предоставляется возможность к о р 
ректировки коэффициентов задачи, начиная с первого ог-
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Экран 14 

Меню опции <Изменение> priml 

Пункт 

1 Изменение коэффициентов задачи 

2 Изменение ограничения 

3 Плюс 1 ограничение 

4 Минус 1 ограничение 

5 Плюс переменная 

6 Минус переменная 

7 Просмотр/Печать исходных данных 

8 Возврат в функциональное меню 

раничения, а во втором — с заданного пользователем. Оп
ции 3 и 4 предназначены для добавления и удаления одно
го ограничения. Опции 5 и 6 — для добавления и удаления 
одной переменной. Добавление переменной предполагает 
ввод ее имени и значений коэффициентов целевой функции 
и ограничений. 

Выберите о п ц и ю 2 — изменение ограничения. На эк 
ране появится запрос ( к о т о р ы й выдается к а ж д ы й раз при 
выборе опций 1-6 ) на ввод названия задачи. 

Н а ж м и т е Enter, таким образом все изменения будут 
производиться в т е к у щ е й задаче. Далее появится запрос на 
ввод номера ограничения. 

Наберите на клавиатуре номер ограничения (3) и на
ж м и т е Enter. На экране появится ЭММ задачи (с третьего 
ограничения) . 

Переместите к у р с о р к цифре 100 и введите 1 1 2 . Для 
б ы с т р о г о окончания к о р р е к т и р о в к и н а ж м и т е д в а ж д ы кла
в и ш у / . 

В появившемся меню выберите о п ц и ю 8 — Возврат в 
функциональное м е н ю . 

Решите задачу. Ответ: X* = ( 1 ; 0; 9; 3) , L = 1 5 3 0 . Струк
тура оптимального плана не изменилась . 

Для окончания работы в функциональном меню выбе
рите о п ц и ю 0 — В ы х о д из QSB. 

11.1.3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

П о р я д о к решения задач целочисленного программи
рования с п о м о щ ь ю QSB р а с с м о т р и м на примере 3 из 
главы 3. 

Подготовьте ЭММ задачи для решения на ЭВМ, и с к л ю 
чив условия неотрицательности переменных: 
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Э к р а н 16 

Все переменные целые (Y/N)? у 

Значения всех переменных 0-1 (Y/N)? п 

Вы будете задавать граничные условия (Y/N)? у 

Переход к следующей позиции осуществляется нажа
тием Enter, обратный переход — клавишей Backspace. Если 
при вводе не было о ш и б о к , то по окончании нажмите кла
в и ш у Spacebar; для корректировки введенной информа
ции — л ю б у ю д р у г у ю клавишу. 

На экране 16 появится ряд дополнительных вопросов о 
задаче, на которые нужно ответить (У — да, или N — нет) . 

Заполните появившийся шаблон для ввода целочислен
ности переменных и границ их изменения (экран 17). 

Э к р а н 17 

Номер Имя Целочислен (l/C) Нижн. гран. Верх. гран. 

1 х1 <l> <0> <10> 

2 х2 <l> <0> <8> 

3 хЗ <l> <0> <12> 

4 d21 <l> <0> <32000 > 

5 d22 <l> <0> <32000 > 

6 d23 <l> <0> <32000 > 

7 d24 <l> <0> <32000 > 

8 d31 <l> <0> <32000 > 

9 d32 <l> <0> <32000 > 

10 d33 <l> <0> <32000 > 

По умолчанию н и ж н я я граница принимается равной 0 , 
а верхняя — 32 0 0 0 . В колонке 3 показан статус перемен
ной: I — целочисленная; С — нецелочисленная, к о т о р ы й 
м о ж н о изменять. После ввода верхней границы переменной 
Х 3 (т . е. 12) м о ж н о нажать клавишу / для быстрого оконча
ния корректировки. После нажатия клавиши Spacebar на 
экране появится шаблон ЭММ (целевая функция и ограни
чения) со свободными позициями для ввода коэффициентов . 

Введите коэффициенты модели, при необходимости по 
меняйте знаки (< = , > = , = ). Заполненный шаблон вы
глядит с л е д у ю щ и м образом (экран 18) : 

Э к р а н 18 

Мах 20 х1 6 х2 8 хЗ d21 d22 

d23 d24 d31 d32 d33 
Ограничен. 

(1) 10 х1 5 х2 4 хЗ d21 d22 
d23 d24 d31 d32 d33 206 

(2) 2 х1 7 х2 4 хЗ d21 d22 
d23 d24 d31 d32 d33 100 

(3) х1 1 х2 хЗ - 2 d21 - 4 d22 

- 6 d23 - 8 d24 d31 d32 d33 = 0 

(4) х1 х2 1 хЗ d21 d22 
d23 d24 - 4 d31 - 8 d32 -12 d33 = 0 

(5) х1 х2 хЗ 1 d21 1 d22 

1 d23 1 d24 d31 d32 d33 = 1 

(6) х1 х2 хЗ d21 d22 

d23 d24 1 d31 1 d32 1 d33 = 1 

После нажатия Spacebar на экране появится ф у н к ц и о 
нальное меню. 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 5 — Р е ш е 
ние задачи. На экране появится меню опции < Р е ш е н и е > 
( см . экран 19). 
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Экран 19 

Меню опции <Решение> prim2 

Опции 

1 Решение и просмотр первой итерации 
2 Решение и просмотр всех итераций 
3 Решение без просмотра итераций 
4 Изменение толеранса (по умолчанию — 001) 
5 Возврат в функциональное меню 

Экран 20 

Текущее решение итерация : 1 Стр.. 1 

Нижн.гран. Перемен. Bepx.rp. Перемен. Решение Коэфф 

0< х1 10 х1 10.000 20.000 
0< х2 <8 х2 4.571 6.000 
0< хЗ <12 хЗ 12.000 8.000 
0< d21 < бесконеч. d21 0.571 0.000 
0< d22 < бесконеч. d22 0.000 0.000 
0< d23 < бесконеч. d23 0.000 0.000 
0< d24 < бесконеч. d24 0.429 0.000 
0< d31 < бесконеч. d31 0.000 0.000 
0< d32 < бесконеч. d32 0.000 0.000 
0< d33 < бесконеч. d33 1.000 0.000 

Нецелочисленное решение, цф (Мах) = 323.4286 ZL = -1Е + 20 

Опция 1 обеспечивает вывод в виде таблицы результатов 
только первой итерации, а опция 2 — всех итераций. При 
выборе опции 3 задача будет решена без просмотра итера
ций. Опция 4 предназначена для изменения толеранса (до
пустимой погрешности целого при вычислениях, по умолча
н и ю толеранс равен 0 .001) . Выбор опции 5 обеспечивает воз
врат в функциональное меню без решения задачи. 

Выберите о п ц и ю 2 — Решение и п р о с м о т р в с е х итера
ц и й . Результаты решения на каждой итерации представле
ны одинаковыми по форме таблицами, причем решение на 
первой итерации совпадает с решением, получаемым при 
решении задачи программой «Линейное программирова
ние» (экран 20) . 

В первой и третьей колонках указываются н и ж н я я и 
верхняя граница изменения переменных, в пятой — полу
ченные значения переменных, в шестой — коэффициенты 
целевой функции . 

В последней строке выдается: либо текущее нецелочис
ленное значение целевой функции и н и ж н я я граница целе
вой функции (ZL), либо сообщение «ветвь не имеет допус 
тимого р е ш е н и я » . 
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Переход от одной итерации к другой осуществляется 
нажатием любой клавиши, кроме G, при нажатии которой 
вычислительный процесс пойдет без остановки до конца . 

В результате решения задачи в о з м о ж н а выдача таких 
с о о б щ е н и й : «Нет допустимого р е ш е н и я » , «Целевая функ 
ция не ограничена» . В этих случаях осуществляется в ы х о д 
в функциональное м е н ю . Если найден оптимальный план, 
то система выдаст с ообщение : «Найдено оптимальное ре
шение . Для продолжения любая к л а в и ш а » . 

После нажатия л ю б о й к л а в и ш и выведет меню способов 
представления полученного решения задачи (экран 21) . 

Опция 2 отличается от опции 1 только т е м , что одно
временно с выводом окончательного решения на дисплей 
о существляется его печать на принтер . А н а л о г и ч н ы е функ 
ции предлагаются в пункте 8 функционального м е н ю . 

Экран 21 

Меню опции <Просмотр/Печать итогового решения> prim2 

Опции 
1 Просмотр итогового решения 
2 Просмотр и печать итогового решения 
3 Возврат в функциональное меню 

Экран 22 

Итоговые результаты prim2 Стр.: 1 

Перемен. 
No. имя Решение Коэффициент 

цел. функц. 
Перемен. 
No. имя Решение Коэффициент 

цел. функц. 

1 к1 10.000 0.0000 6d23 0.000 0.000 
2x2 4.000 0.0000 7d24 0.000 0.000 
3 x 3 12.000 0.0000 8d31 0.000 0.000 

4d21 0.000 0.0000 9d32 0.000 0.000 
5d22 1.000 0.0000 10d33 1.000 0.000 

Maximum значение ц.ф. = 320 итоговая итерац. = 79 

Выберите о п ц и ю 1 — П р о с м о т р итогового решения . На 
экране появится таблица с результатами решения задачи 
(экран 22) . 

После 79 итераций получен оптимальный план задачи 
X* = ( 10 ; 4; 1 2 ; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 1). Прибыль от реализации 
продукции составит 3 2 0 д . е . 

11.1.4. РЕШЕНИЕ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ 

П о р я д о к решения транспортных задач с п о м о щ ь ю QSB 
рассмотрим на следующем примере. 

П р и м е р 1. Требуется составить такой план прикрепле
ния трех потребителей к трем п о с т а в щ и к а м , при котором 
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Таблица 65 

Поставщики 
Тарифы перевозок Предложение Поставщики 

1 2 3 поставщиков 

1 7 6 4 120 

2 3 8 5 1 0 0 

3 2 3 7 8 0 

Спрос потребителей 9 0 9 0 1 2 0 

общая стоимость перевозок будет минимальной . Тарифы 
перевозки единицы продукции от п о с т а в щ и к о в к потреби
телям, о б ъ е м ы предложения п о с т а в щ и к о в и спроса потре
бителей заданы в таблице 6 5 . 

Обозначим через Хц — количество единиц груза, заплани
рованных к перевозке от г-го поставщика к у'-му потребителю. 

Тогда экономико-математическая модель : 
+ 3 * 2 1 + 

Здесь предполагается, что суммарное предложение рав
но с у м м а р н о м у спросу . Такая задача называется закрытой , 
или замкнутой . Если это условие не выполняется , то зада
ча называется о т к р ы т о й . Для сведения открытой задачи к 
закрытой вводится или фиктивный поставщик , или фик
тивный потребитель. 

Подготовьте экономико -математическую модель задачи 
для решения на компьютере , причем о б ъ е м ы предложения 
п о с т а в щ и к о в и спроса потребителей д о л ж н ы быть целыми 
числами, а тарифы перевозок могут быть вещественными. 
Итак , в нашей задаче: целевая ф у н к ц и я на минимум, 3 по 
ставщика , 3 потребителя. Предложение поставщиков : 1 2 0 , 
100 и 8 0 . Спрос потребителей: 9 0 , 90 и 1 2 0 . 

Выберите о п ц и ю 3 — Транспортная задача в главном 
ме ню системы. На экране появится функциональное м е н ю , 
идентичное рассмотренному ранее. 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 2 — Ввод но
вой задачи, введите название задачи (например, primS), от
ветьте на вопросы о задаче. Варианты ответов: целевая функ-
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ция на минимум, 3 поставщика , 3 потребителя. Будем ис
пользовать заданные обозначения поставщиков ( S i , S 2 , S„ ) 
и потребителей ( D b D2, Dn). По окончании нажмите кла
вишу Spacebar. На экране появится шаблон для ввода объе
мов предложения поставщиков и спроса потребителей. 

Заполните шаблон с л е д у ю щ и м образом (экран 23) . 
После нажатия к л а в и ш и Spacebar на экране появится 

шаблон для ввода с т о и м о с т и перевозок (или прибыли от 
перевозок) . 

Введите данные, как показано ниже (экран 24) . 

Э к р а н 23 Э к р а н 24 

постав.: 
S1: 120 S2: 100 S3: 80 
потребитель: 
D1: 90 D2: 90 D3: 120 

от к 
S1 D1: 7 D2: 6 D3: 4 
S2 D1: 3 D2: 8 D3: 5 
S3 D1: 2 D2: 3 D3: 7 

После нажатия Spacebar на экране появится ф у н к ц и о 
нальное м е н ю . 

В функциональном м е н ю выберите о п ц и ю 5 — Р е ш е 
ние задачи. На экране появится меню опции < Р е ш е н и е > 
(экран 25) . 

Э к р а н 25 

Меню опции <Решение> рп'тЗ 

Опции 
1 Решение и просмотр начальной таблицы 
2 Решение и просмотр всех таблиц 
3 Решение и просмотр итоговой таблицы 
4 Решение без просмотра таблиц 
5 Использовать метод Фогеля 
6 Возврат в функциональное меню 
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где С(/, у) и хГ1 — стоимость перевозки единицы груза и ко 
личество перевозимого груза от i - ro поставщика (i = 1, т) 
у'-му потребителю (у = 1, п). 

Выберите о п ц и ю 2 — Решение и п р о с м о т р всех таблиц. 
Результаты р е ш е н и я на каждой итерации представлены 
одинаковыми по форме таблицами. 

В первой таблице показан начальный д о п у с т и м ы й план 
прикрепления п о с т а в щ и к о в к потребителям (потенциалы 
U(i) и V(j) п о л а г а ю т с я равными н у л ю , значение целевой 
ф у н к ц и и = 2 0 5 0 ) . Переход к с л е д у ю щ е й таблице о с у щ е 
ствляется н а ж а т и е м л ю б о й к л а в и ш и , к р о м е G , при нажа
тии к о т о р о й в ы ч и с л и т е л ь н ы й процесс пойдет без останов 
ки до к о н ц а . 

В этой таблице вычислены потенциалы по формуле (*). 
Признак оптимальности плана не выполнен для клетки 
( S 3 , Dx), а именно — Г_/(3) + V(l) = 4 + 7 = 11 превосходит 
стоимость перевозки от поставщика S 3 к потребителю D x 

на 9, что изображено в виде двух звездочек, поставленных 
в этой клетке (**). Это значит, что в данную клетку следует 
поместить перевозку , объем которой равен 60 (определяет
ся из цикла ( 3 , l ) - ( 3 , 3 ) - ( 2 , 3 ) - ( 2 , 2 ) - ( l , 2 ) - ( l , l ) ) . 

Экран 26 

Экран 27 

Начальн. решение NWC 
SN \ DN D1 D2 D3 предлож. U(i) 

S1 
| 7.000 | 6.000 | 4.000 

120.0 0 S1 
90.00 30.00 

120.0 0 

S2 
| 3.000 | 8.000 | 5.000 

100.0 0 S2 
60.00 40.00 

100.0 0 

S3 
| 2.000 | 3.000 [ 7.000 

80.00 0 S3 
80.00 

80.00 0 

спрос 90.00 90.00 120.0 

V0) 0 0 0 
Минимум значение цф = 2050 

На следующей итерации фиксируется перемещение пе
ревозок по циклу , вычисляется текущее значение целевой 
функции (= 1510) , определяется клетка ( S i , D3), для кото
рой не выполнен признак оптимальности (е (1 ,3 )= - 8 ) и т. д. 
Процесс поиска оптимального решения заканчивается на 
четвертой итерации. После нажатия л ю б о й клавиши на 
экране появляется мен ю способов представления получен
ного решения задачи. 

Выберите о п ц и ю 1 — П р о с м о т р итогового решения . На 
экране появится таблица с результатами решения задачи 
(экран 27) . 

Итоговый результат prim3 Стр.: 1 

от к ФУЗ тариф от к груз тариф 

S1 D1 0.0 7.000 S2 D3 10.0 5.000 

S1 D2 10.0 6.000 S3 D1 0.0 2000 
S1 D3 110.0 4.000 S3 D2 80.0 3.000 
S2 D1 90.0 3.000 S3 D3 0.0 7.000 

S2 D2 0.0 8.000 

миним. значение цф = 1060 итерация = 4 

После 4 итераций получили оптимальный план, согласно 
которому от первого поставщика везется ко второму потреби
телю 10 , к третьему — 1 1 0 , к четвертому — 9 0 ; от второго 
поставщика к первому потребителю — 9 0 ; к третьему — 10; 
от третьего поставщика ко второму потребителю — 8 0 . 

11.1.5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ 

П о р я д о к решения задачи о назначениях с п о м о щ ь ю 
QSB рассмотрим на примере 1 из главы 5. Подготовьте ис
ходные данные задачи для решения на компьютере (табл. 66). 

Итак , в нашей задаче: це-
, Таблица 66 

левая ф у н к ц и я на м и н и м у м , 
4 кандидата и 4 работы. 

Выберите о п ц и ю 4 — За
дача о назначениях в глав
ном меню с и с т е м ы . На экра
не появится функциональное 
м е н ю , идентичное рассмот 
ренному ранее. 

В функциональном меню 
выберите опцию 2 — Ввод но
вой задачи, введите название задачи (например, prim4), от
ветьте на вопросы о задаче. Варианты ответов: целевая функ
ция на минимум, 4 кандидата, 4 работы, будем использо
вать заданные обозначения кандидатов (Ох, 0 2 , 0„ — от 
objects) и работ (Тъ Т2, Тп — от tasks). По окончании 
нажмите клавишу Spacebar. На экране появится шаблон 
для ввода затрат времени на монтажные работы. 

Заполните шаблон следующим образом (экран 28) . 
Экран 28 

Канди
Затраты времени 

по работам 
даты 1 2 3 4 

1 3 7 5 8 

2 2 4 4 5 

3 4 7 2 8 

4 9 7 3 8 

Ввод коэффициентов затрат/прибыли Стр. 1 

Кандид. Раб. 
01 ТТ.З Т2:7 Т3:5 Т4:8 
0 2 Т1:2 Т2:4 Т3:4 Т4:5 
0 3 Т1:4 Т2:7 Т3:2 Т4:8 
04 Т1:9 Т2:7 Т3:3 Т4:8 
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После нажатия Spacebar на экране появится функцио 
нальное м е н ю . 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 5 — Реше
ние задачи. На экране появится м е н ю опции <Решение> 
(экран 29) . 

Экран 29 

Экран 31 

Меню опции <Решение> prim4 

Опции 
1 Решение и просмотр начальной таблицы 
2 Решение и просмотр всех таблиц 
3 Решение и просмотр итоговой таблицы 
4 Решение без просмотра таблиц 
5 Возврат в функциональное меню 

В ы б о р опции 5 обеспечивает возврат в функциональное 
меню без решения задачи. При выборе остальных опций 
задача будет решена. При этом для задач небольшой раз
мерности доступны все р е ж и м ы , а для б о л ь ш и х задач — 
только опции 4 - 5 . 

Выберите о п ц и ю 2 — Решение и п р о с м о т р всех таблиц. 
Результаты решения на к а ж д о й итерации представлены 
о д и н а к о в ы м и по форме таблицами (экран 30) . 

Экран 30 

Итерация 1 

ЮР Т1 Т2 ТЗ Т4 Линия 

01 0 2.000 2.000 2.000 <— 
02 0 0 2.000 0 <— 
0 3 2.000 3.000 0 3.000 

04 6.000 2.000 0 2.000 

Линия А 

Итерация 1 представляет собой первый шаг алгоритма 
венгерского метода. В строке « л и н и я » вычеркнутые столб
цы помечены символом В столбце « л и н и я » вычеркнутые 
строки помечены символом < — . Переход к следующей ите
рации осуществляется нажатием л ю б о й клавиши, кроме G, 
при нажатии которой вычислительный процесс пойдет без 
остановки до конца . 

Процесс поиска оптимального решения заканчивается 
на второй итерации. После нажатия л ю б о й клавиши на 
экране появляется меню способов представления получен
ного решения задачи. 

Выберите о п ц и ю 1 — П р о с м о т р итогового решения. На 
экране появится таблица с результатами решения задачи 
(экран 31) . 
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Сводка назначений для prim4 Стр.: 1 

Канд. Раб. Затр./приб. Канд. Раб. Затр./приб. 

01 Т1 3.000 03 ТЗ 2.000 

0 2 Т2 4.000 04 Т4 8.000 

Мин. значение цф = 17 число итераций = 2 

Первый кран закрепляется за первой работой, второй — 
за в т о р о й , третий — за третьей , четвертый — за четвер 
т о й . При этом м и н и м а л ь н о е время на м о н т а ж всех о б ъ е к 
тов равно 1 7 . 

11.1.6. РЕШЕНИЕ СЕТЕВЫХ ЗАДАЧ (NET) 

П о р я д о к решения сетевых задач с п о м о щ ь ю QSB рас
смотрим на с л е д у ю щ е м примере . 

Пример 2 . Пусть и м е ю т с я пять пунктов , соединенных 
между собой дорогами так , что из л ю б о г о пункта м о ж н о 
проехать в любой другой пункт (табл. 67) . Известно расстоя
ние от пункта i до пункта j. 

Таблица 67 

Из Расстояние до пункта./ 
пункта I 1 2 8 4 5 

1 0 10 25 25 10 

2 1 0 10 15 2 

3 8 9 0 20 10 

4 14 10 24 0 15 

5 10 8 25 27 0 

Требуется найти кратчайший маршрут от пункта 1 до 
л ю б о г о другого пункта . 

Подготовьте и с х о д н ы е данные задачи для решения на 
ЭВМ: определите число ветвей и узлов в задаче (20 ветвей и 
5 узлов) . 

Выберите о п ц и ю 5 — Сетевое моделирование (NET) в 
главном меню с и с т е м ы . На экране появится функциональ
ное м е н ю , идентичное рассмотренному ранее. 

В функциональном м е н ю выберите о п ц и ю 2 — Ввод но 
в о й задачи, введите название задачи (например, prim5), 
ответьте на вопросы о задаче. Варианты ответов: 20 ветвей, 
5 узлов , будем использовать алгоритм кратчайшего пути . 
По окончании нажмите к л а в и ш у Spacebar. На экране по 
явится шаблон для ввода расстояния между пунктами . 

Заполните шаблон с л е д у ю щ и м образом (см. экран 32) . 
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Экран 32 

Ветвь Ветвь Нач Кон Расстоян. Ветвь Ветвь Нач. Кон. Расстоян. 

Но пер Код Узел Узел Номер Код Узел Узел 

1 <В1> <1> <10> 11 <В11> <3> <4> <20> 
2 <В2> <1> <3> <25> 12 <В12> <3> <5> <10> 
3 <вз> <1> <4> <25> 13 <В13> <4> <1> <14> 
4 <В4> <1> <5> <10> 14 <В14> <4> <2> <10> 
5 <В5> <2> <1> <1> 15 <В15> <4> <3> <24> 
6 <В6> <2> <3> <10> 16 <В16> <4> <5> <15> 
7 <В7> <2> <4> <15> 17 <В17> <5> <1> <10> 
8 <В8> <2> <5> <2> 18 <В18> <5> <2> <8> 
9 <В9> <3> <1> <8> 19 <В19> <5> <3> <25> 
10 <В10> <3> <2> <9> 20 <В20> <5> <4> <27> 

М о ж н о дать произвольные названия ветвям длиной до 
6 символов (заданные по умолчанию — В и Вп). Узлы 
н у м е р у ю т с я последовательно, с 1 до 5. Ветви вводятся в 
произвольной последовательности. После нажатия клави
ши Spacebar на экране появится функциональное м е н ю . 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 5 — Реше
ние задачи. На экране появится мен ю опции <Решение> 
(экран 33) . 

Выбор опции 3 обеспечивает возврат в функциональное 
меню без решения задачи. Опция 1 обеспечивает просмотр 
процесса решения задачи с п о м о щ ь ю заданного вами алго
ритма (алгоритма кратчайшего пути) . Опция 2 дает реше
ние без просмотра процесса по шагам. 

Выберите о п ц и ю 2 — Решение без п р о с м о т р а по ша
г а м . Результат решения задачи показан на экране 3 4 . 

В графе « Р а с с т о я н . » показана длина кратчайшего пути 
от первого пункта до указанного пункта в графе « у з е л » ; в 
последней графе — названия пунктов , через которые про-

Экран 33 

Меню опции <Решение> prim5 

Опции 
1 Решение и просмотр по шагам 
2 Решение без просмотра по шагам 
5 Возврат в функциональное меню 

Экран 34 

Итоговый кратчайший путь для prim5 Стр.: 1 

Узел Расстоян. Кратчайший путь из узла 1 
2 1 1-2 (В1) 
3 8 1-3(В2) 
4 11 1-2-4 (В1-В7) 
5 9 1 -2-5 (В1-В8) 
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Итоговый поток для prim5 Стр.: 1 

Ветвь Поток 
1-2 (В1) 10 
1-3 (B2) 25 
1-4 (B3) 25 
1-5 (В4) 10 
2 -3 (В6) 10 
2-4 (В7) 15 
2-5(В8) 2 
3-4 (B11) 20 
3-5 (В12) 10 
4 -5 (В16) 15 

Макс.итоговый поток = 0 

ходит кратчайший п у т ь , а в скобках — названия ветвей. 
После нажатия л ю б о й клавиши на экране появится меню 
< Р е ш е н и е > . 

Выйдите в функциональное меню и выберите опцию 7 — 
Изменение задачи. 

На экране появится меню опции <Изменение>, в котором 
выберите опцию 5 — выбор алгоритма. На экране появится 
меню выбора алгоритма модели, где показан текущий алго
ритм и предложено 3 варианта э к р а н 35 

выбора: алгоритм кратчайшего 
пути (1), алгоритм максимально
го потока (2) и алгоритм .мини
мального размаха дерева (3) . 

Введите цифру 2 и нажмите 
Enter. Ранее введенные данные 
о расстоянии м е ж д у пунктами 
теперь интерпретируются как ве
личина потока (объем грузопе 
ревозок ) м е ж д у этими пункта
м и . Найдем м а к с и м а л ь н у ю ве
л и ч и н у п о т о к а от начального 
узла до конечного , т . е . макси
мальный суммарный объем грузоперевозок. Для этого вер
нитесь в функциональное меню и решите задачу (экран 35) . 

П о с к о л ь к у сеть замкнута в нашей задаче, то макси 
мальный поток получился равным нулю. 

11.1.7. РЕШЕНИЕ СЕТЕВЫХ ЗАДАЧ (СРМ) 

П о р я д о к решения сетевых задач с п о м о щ ь ю QSB рас
с м о т р и м на с л е д у ю щ е м примере . 

Рассчитать параметры сети и оптимизировать сетевой 
график, если известны время выполнения (продолжитель 
ность) и стоимость работ в нормальных и экстремальных 
условиях ( см . табл. 68 ) . 

Подготовьте исходные данные задачи для решения на 
ЭВМ: определите число работ в задаче (12 работ ) . 

Выберите о п ц и ю 6 — Сетевое моделирование (СРМ) в 
главном меню системы. 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 2 — Ввод но
вой задачи, введите название задачи (например, prim.6), 
ответьте на вопрос о количестве работ в задаче (12 работ) . 
По окончании нажмите клавишу Spacebar. На экране по 
явится шаблон для ввода продолжительности и с т о и м о с т и 
работ в н о р м а л ь н ы х и к р и т и ч е с к и х у с л о в и я х . Если к р и 
т и ч е с к и е х а р а к т е р и с т и к и н е и з в е с т н ы , т о о с т а в л я ю т с я 
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Таблица 6Н 

Время Стоимость Время Стоимость 
К

од
 

ра
бо

ты
 

но
рм

. 

кр
ит

. 

но
рм

. н s а 
X 

|1 
* а но

рм
. н s a 

X но
рм

. h 
X a и 

1-2 5 3 2000 2500 4-5 б 5 3000 3000 

1-3 4 4 3000 3000 4-7 4 3 3000 3700 

1-4 8 7 4000 5000 5-6 9 6 700 1600 

2-3 3 2 1200 1500 5-7 11 7 1500 2000 

2-6 7 5 2000 3000 6-8 8 6 600 1500 

3-5 3 3 8000 8000 7-8 10 9 1000 1050 

п р о п у с к и . Продолжительность и стоимость работ задаются 
длиной не более 6 цифр, включая з а п я т у ю . 

Заполните шаблон с л е д у ю щ и м образом (экран 36) . 
Экран 36 

Нач. Кон. Норм. Крит. Норм. Крит. 
Номер Назв. Узел Узел Продолж Продолж. стоим. стоим. 

1 <1-2> <1> <2> <5> <3> <2000> <2500> 
2 <1-3> <1> <3> <4> <4> <3000> <3000> 
3 <1-4> <1> <4> <8> <7> <4000> <5000> 
4 <2-3> <2> <3> <3> <2> <1200> <1500> 
5 <2-6> <2> <6> <7> <5> <2000> <3000> 
6 <3-5> <3> <5> <3> <3> <8000> <8000> 
7 <4-5> <4> <5> <5> <5> <3000> <3000> 
8 <4-7> <4> <7> <4> <3> <3000> <3700> 
9 <5-6> <5> <6> <9> <6> <700> <1600> 
10 <5-7> <5> <7> <11> <7> <1500> <2000> 
11 <6-8> <6> <8> <8> <б> <600> <1500> 
12 <7-«> <7> <8> <10> <9> <1000> <1050> 

М о ж н о дать произвольные названия работам длиной до 
6 символов . Работы вводятся в произвольной последова
тельности. После нажатия клавиши Spacebar на экране 
появится функциональное меню. 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 5 — Реше
ние задачи. На экране появится мен ю опции <Решение> 
(экран 37) . 

Экран 37 

Меню опции <Решение> рптб 

Опции 
1 
2 
3 
4 
5 

Решение с показом результатов 
Решение без показа результатов 
Печать итогового решения 
Критический анализ 
Возврат в функциональное меню 
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Выбор опции 5 обеспечивает возврат в функциональное 
меню без решения задачи. Опция 1 обеспечивает просмотр 
процесса решения задачи по шагам. Опция 2 дает решение 
без показа результатов . Опция 3 позволяет напечатать ито 
говые результаты. Опция 4 необходима для проведения кри
тического анализа. 

Выберите о п ц и ю 2 — Решение с показом результатов и 
нажмите Enter. 

В первой графе таблицы дан порядковый номер работы, 
во второй — код работы, в третьей и четвертой — раннее и 
позднее время начала р а б о т ы , в пятой и шестой — раннее 
и позднее время окончания работы, в седьмой — резерв 
времени по работам. Критические работы в последней гра
фе помечены надписью « к р и т . » . В последней строке пока
зано суммарное время выполнения работ (34) и суммарная 
стоимость (30 000) (экран 38) . 

После нажатия л ю б о й к л а в и ш и на экране появится гра
фическое изображение найденного решения (экран 39) . 

После нажатия любой клавиши осуществляется возврат в 
меню <Решение>. Выберите опцию 4 — критический анализ. 

При выполнении критического анализа исходные дан
ные будут уничтожены. 

Экран 38 

СРМ анализ для prim6 Стр. 1 

N работы Назв. Раннее 
начало 

Позднее 
начало 

Раннее 
оконч. 

Позднее 
оконч. Резерв 

1 1-2 0 2.0000 5.0000 7.0000 2.0000 

2 1-3 0 6.0000 4.0000 10.000 6.0000 

3 1-4 0 0 8.0000 8.0000 крит. 
4 2 -3 5.0000 7.0000 8.0000 10.000 2.0000 
5 2-6 5.0000 19.000 12.000 26.000 14.000 
6 3-5 8.0000 10.000 11.000 13.000 2.0000 
7 4 -5 8 0000 8.0000 13.000 13.000 крит. 
8 4-7 8.0000 20.000 12.000 24.000 12.000 
9 5-6 13.000 17.000 22.000 26.000 4.0000 
10 5-7 13.000 13.000 24.000 24.000 крит. 

11 6-8 22 ООО 26.000 30.000 34.000 4.0000 
12 7-8 24 С00 24 ООО 34.000 34.000 крит. 

сум.время = 34 сум.стоим. = 30 ООО 

Экран 39 
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Эвристический метод оптимизирует сеть по к р и т е р и ю 
«время—стоимость» . Результаты критического анализа по 
казываются по шагам. Перед выполнением каждого шага 
выдается запрос : «Сократить время , увеличив стоимость 
(Y/N)?». К а ж д ы й раз отвечайте Y, пока не появится сооб
щение : «Анализ в ы п о л н е н » . 

По шагам выводится информация о т о м , какая крити
ческая работа сокращается , каково при этом увеличение ее 
с т о и м о с т и , суммарное время выполнения и суммарная сто
имость работ (экран 40) . 

Экран 40 

Сокращается: 
Крит, работа: I продолжит-ть: 7 увеличение ст-сти: 300 
Критические пути рп'тбгсум. время = 28 сум. стоим. = 32150 
кп#1 : 
С F J L 
1=========>4=========>5=========>7========>8 

В результате проведения критического анализа суммар
ное время выполнения работ уменьшилось с 34 до 28 еди
ниц, а с тоимость увеличилась с 30 ООО до 32 150 д. е. 

Программа Сетевое моделирование (PERT) предусмот
рена для расчета параметров сети, когда продолжительно
сти работ оцениваются пессимистически , наиболее вероят
но и о п т и м и с т и ч е с к и . Процесс взаимодействия пользовате
ля с этой программой аналогичен рассмотренному в ы ш е . 

11.1.8. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

П о р я д о к решения сетевых задач с п о м о щ ь ю QSB рас
с м о т р и м на примере 1 из главы 7. 

Подготовьте исходные данные задачи для решения на 
Э В М : определите количество этапов в задаче (4 этапа) , тип 
задачи (задача о дилижансе ) . 

Выберите о п ц и ю 8 — Динамическое программирование 
в главном меню системы. 

В функциональном меню выберите о п ц и ю 2 — Ввод но 
вой задачи, введите название задачи (например, prim7), 
ответьте на вопрос о количестве этапов в задаче (4 этапа). 
Данные вводятся начиная с первого этапа. Нумерация у з 
лов выполняется автоматически с 1 (для первого этапа) до 
последнего узла. 

Длина н е с у щ е с т в у ю щ е г о пути задается большим чис
лом (например, в нашей задаче 999 ) . Введите данные, как 
показано н и ж е (экран 41) . 

По окончании нажмите л ю б у ю клавишу. В функцио
нальном меню выберите о п ц и ю 5 — Решение задачи. На эк
ране появится меню опции <Решение> (экран 42). 

Выберите о п ц и ю 2 — Решение с п о к а з о м результатов . 
На экране появятся результаты решения задачи (экран 43) . 

Итоговый к р а т ч а й ш и й путь проходит через пункты 1 -
3 - 7 - 9 - 1 0 , суммарное расстояние равно 17 . 

Экран 41 

этап 1: Сколько конечных узлов в этом этапе? 3 
от начал, узла 1 к конечн. узлу 2: Расстояние/затр? 2 
от начал, узла 1 к конечн. узлу 3: Расстояние/затр? 5 
от начал, узла 1 к конечн. узлу 4: Расстояние/затр? 1 

этап 2: Сколько конечных узлов в этом этапе? 3 
от начал, узла 2 к конечн. узлу 5: Расстояние/затр? 10 
от начал, узла 2 к конечн. узлу 6: Расстояние/затр? 12 
от начал, узла 2 к конечн. узлу 7: Расстояние/затр? 999 
от начал, узла 3 к конечн. узлу 5: Расстояние/затр? 5 
от начал, узла 3 к конечн. узлу 6: Расстояние/затр? 10 
от начал, узла 3 к конечн. узлу 7: Расстояние/затр? 7 
от начал, узла 4 к конечн. узлу 5: Расстояние/затр? 999 
от начал, узла 4 к конечн. узлу 6: Расстояние/затр? 15 
от начал, узла 4 к конечн. узлу 7: Расстояние/затр? 13 

этап 3: Сколько конечных узлов в этом этапе? 2 
от начал, узла 5 к конечн. узлу 8: Расстояние/затр? 7 
от начал, узла 5 к конечн. узлу 9: Расстояние/затр? 5 
от начал, узла 6 к конечн. узлу 8: Расстояние/затр? 3 
от начал, узла 6 к конечн. узлу 9: Расстояние/затр? 4 
от начал, узла 7 к конечн. узлу 8: Расстояние/затр? 7 
от начал, узла 7 к конечн. узлу 9: Расстояние/затр? 1 

этап 4: Сколько конечных узлов в этом этапе? 1 
от начал, узла 8 к конечн. узлу 10: Расстояние/затр? 1 
от начал, узла 9 к конечн. узлу 10: Расстояние/затр? 4 

Экран 42 

Меню опции <Решение> prim7 

Опция 
1 Решение и просмотр по шагам 
2 Решение без просмотра по шагам 
3 Печать итогового решения 
4 Возврат в функциональное меню Опции 

Экран 43 

Итоговый кратчайший путь prim7 

Этап Ветвь Расстояние до п. назнач. 
4 1-3 17 
3 3-7 12 
2 7-9 5 
1 9-10 4 
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11.1.9. РЕШЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ 
П о р я д о к решения вероятностных моделей с п о м о щ ь ю 

QSB рассмотрим на следующем примере . 
П р и м е р 3 . Выполнить анализ платежной матрицы 

т 

А = 

9 6 4 Л 

8 3 7 
5 8 

ч 
А п о с т е р и о р н ы е вероятности (0 ,2 ; 0 , 3 ; 0 ,5 ) . 
Выберите о п ц и ю С — В е р о я т н о с т н ы е модели в главном 

ме ню с и с т е м ы . 
В функциональном меню выберите о п ц и ю 2 — Ввод но 

вой задачи , введите название задачи (например, prim7), 
ответьте на в о п р о с ы . Варианты ответов : тип анализа — 
анализ платежной матрицы (тип 3) , количество состояний 
природы 3, количество альтернатив 3 , платеж представлен 
п р и б ы л ь ю (1) . 

Введите данные, как показано на экране 4 4 . 
По о к о н ч а н и и н а ж м и т е л ю б у ю к л а в и ш у . В функцио

нальном меню выберите опцию 5 — Решение задачи. На 
экране появится меню опции < Р е ш е н и е > (экран 45) . 

Последовательно выберите опции 1—6 и просмотрите 
результаты расчета критериев. 

Получены следующие значения критериев: Maximin = 5 
(решение AI); Maximax = 9 (AI ) ; Minimax = 3 (А1); ожидаемое 
значение = 6.9 (A3) ; ожидаемое значение по принципу недо
статочного основания = 7.3 (А1); ожидаемые потери = 1.3 (A3). 

Экран 44 

81: 0.2 S2:0.3 S3: 0.5 

Сост. Альт. 

S1 А1:9 А2:6 A3:4 
S2 А1:8 А2:3 A3: 7 
S3 А1:5 А2:5 A3: 8 

Экран 45 

Анализ платеж, матрицы 

Выберите один из CJ 

1 — 
2 — 
3 — 
4 — 
5 — 
6 — 
9 — 

гедующих критериев: 

Maximin 
Maximax 
Minimax 
Ожид. значение 
Принцип недостаточного основания 
Ожидаемые потери 
Возврат в функциональное меню 

11 .2 . 
Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч В E X C E L 

11.2.1. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

В Excel имеется процедура Поиск решения, которая 
используется для решения задач линейного программиро
вания. Рассмотрим поиск решения на примере составления 
плана по производству двух продуктов — печенья и биск 
витов . 

Для решения задачи сначала подготовим исходные дан
ные на листе Excel. В я ч е й к у первой строки введено назва
ние задачи, в ячейки столбца А — наименования строк таб
л и ц ы , в ячейки второй строки — названия столбцов табли-

Экран 46 
Вид исходных данных для процедуры Поиск решения 

А В с _ » I Е F 
1 Расчет оптимального плана 
2 Печенье Бисквиты Необходимо Доступно Остаток 
3 План 

4 Выручка 32 27 0 
5 Мука 0,5 0,3 0,0 825 825 
6 Масло 0,3 0,06 0,0 480 480 
7 Яйцо 0,18 0,6 0,0 720 720 
8 Сахар 0,2 0,3 0,0 450 450 
9 Труд 0,07 0,09 0,0 200 200 
10 Оборуд. 1 0,015 0,006 0,0 40 40 
11 Оборуд. 2 0,0075 0015 0,0 40 40 
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ц ы . В столбцах В и С (Печенье и Б и с к в и т ы ) содержатся 
необходимые данные п о э тим двум продуктам. Я ч е й к и В 3 

и С 3 — компоненты будущего оптимального плана (в мате 
матической модели переменные х х и х2). П о к а они п у с 
т ы е . В столбцах приведены данные на единицу п р о д у к 
ции . В ячейках В 4 и С 4 с одержатся отпускные цены про 
д у к т о в . Далее приведены данные по затратам ресурсов на 
единицу выпуска продукции (экран 46) . 

В столбце Е «Доступно» указаны доступные объемы ре
сурсов . В столбце D « Н е о б х о д и м о » введены ф о р м у л ы , по 
з в о л я ю щ и е выделить в ы р у ч к у и затраты ресурсов при реа
лизации данного производственного плана. Формульное со 
держание таблицы дано на экране 4 7 . Формулы столбца D в 
точности соответствуют выражениям в целевой функции и 
левых частях ограничений математической модели. Присут
ствующие в столбце D знаки $ не обязательны, но позво
ляют упростить процесс ввода: достаточно ввести формулу 
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Экран 47 
Формулы расчета исходных данных для процедуры Поиск решения 

А В с D Е F 

1 Расчет оптимального плана 

2 Печенье Бисквиты Необходимо Доступно Остаток 

3 План 

4 Выручка 32 27 = В4"$В$3 + С4'$С$3 

5 Мука 0,5 0,3 = В5"$В$3 + С5*$С$3 825 = Е5  D5 

6 Масло 0,3 0,06 = B6"$BS3 + C6*$CS3 480 = Е6  D6 

7 Яйца 0,18 0,6 = В7"$В$3 + C7"$C$3 720 = Е7  D7 

8 Сахар 0,2 0,3 = В8"$В$3 + C8"$C$3 450 = E 8  D 8 

9 Труд 0,07 0,09 = В9"$В$3 + С9"$С$3 200 = Е9  D9 

10 Оборуд. 1 0,015 0,006 = В10$В$3 + С10'$С$3 40 = E 1 0  D 1 0 

11 Оборуд. 2 0,0075 0,015 = В11'$В$3 + С11*$С$3 40 = Е11  D11 

в одну из ячеек столбца « Н е о б х о д и м о » и затем распростра

нить ее по всему столбцу (экран 47) . 

Сначала затраты ресурсов и в ы р у ч к а автоматически 

о к а з ы в а ю т с я равными нулю. Это соответствует отсутствию 

производства продукции . 

В ячейках столбца «Остаток» введены формулы, вы

ч и с л я ю щ и е разность между доступным и необходимым объе

м о м ресурса . В начальной ситуации «Остаток» совпадает с 

« Д о с т у п н о » . 

Такой таблицей м о ж н о пользоваться достаточно эффек

тивно и без процедуры Поиск решения. Достаточно в ячей

ки «плана» В 3 и С 3 ввести какиенибудь данные, чтобы 

сразу получить результат расчета в ы р у ч к и , необходимых 

затрат ресурсов и их остатков . Если остаток хотя бы по 

одному из ресурсов получился отрицательным ( « Н е о б х о д и 

м о » оказалось больше , чем « Д о с т у п н о » ) , то план является 

н е д о п у с т и м ы м . М о ж н о перебирать различные варианты 

д о п у с т и м ы х планов , пока мы не получим план с удовлетво

рительным размером выручки . 

Процедура Поиск решения позволяет автоматизировать 

такой перебор и сделать его направленным. Прежде чем 

обратиться к процедуре, полезно выделить ячейку D 4 . 

Для вызова процедуры следует в м е н ю войти в Сервис и 

там кликнуть м ы ш ь ю Поиск решения. Если в Сервисе от 

сутствует Поиск решения, то необходимо войти в Надстрой

ки и там пометить Поиск решения. После выхода из Над

строек в м е н ю Сервис появится Поиск решения. Если же и 

в Надстройках нет Поиска решения, то следует переуста

новить Excel, пометив Поиск решения при выборе к о м п о 

нентов установки . 

При входе в Поиск решения на экране появляется диа

логовое о к н о . Верхнее поле Установить целевую функцию 

первоначально является активным (если нет , его следует 

активизировать) . В нем должен быть указан адрес целевой 

ячейки (в нашей задаче это $Z )$4 ) . 

Мы хотим максимизировать выручку , поэтому переклю

чатель Равной должен быть в положении максимальному 

значению. 

Если бы в другой задаче потребовалось найти решение 

для заранее заданного значения целевой ячейки, то пере

ключатель следовало бы установить в положение значению 

и в открывшемся поле указать требуемое число . 

Далее следует щелкнуть в поле Изменяя ячейки (или 

свернуть окно ) и выделить м ы ш ь ю диапазон с ячейками 

$ В $ 3 : $ С $ 3 , с о д е р ж а щ и м и компоненты и с к о м о г о плана. 

Если в другой задаче я ч е й к и плана оказываются разделен

ными ( н е с м е ж н ы м и ) , то их следует вводить при нажатой 

клавише Ctrl. В поле Изменяя ячейки адреса н е с м е ж н ы х 

ячеек д о л ж н ы быть разделены точкой с запятой. 

Для ввода данных в о к н о Ограничения следует нажать 

к н о п к у Добавить. На экране возникнет новое диалоговое 

о к н о Добавление ограничения, предназначенное для ввода 

ограничений. 

В поле Ссылка на ячейку м о ж н о вводить адреса отдель

н ы х ячеек или же целого диапазона. В нашем случае выде

лим м ы ш ь ю диапазон $ D $ 5 : $ £ ) $ 1 1 . 

В среднем о к о ш к е выберем из с п и с к а вид ограниче 

ния . В нашем случае это < = ( этот знак с т о и т по у м о л ч а 

н и ю ) . В д р у г и х задачах , в о з м о ж н о , п о т р е б у ю т с я другие 

виды ограничений . В ч а с т н о с т и , вид ограничения « ц е л » 

означает , что с о д е р ж и м о е ячеек в левом поле д о л ж н о б ы т ь 

ц е л о ч и с л е н н ы м , а « д в о и ч » означает, что д о п у с т и м ы м и 

ч и с л о в ы м и значениями д а н н ы х ячеек я в л я ю т с я т о л ь к о 1 

и 0 (Да и Нет ) . 

В поле Ограничение м о ж н о вводить адреса отдельных 

ячеек , целого диапазона или же число . В нашем случае 

выделим м ы ш ь ю диапазон $Е$5:$£7$11. Это означает, что 

содержимое каждой ячейки диапазона $ Z ) $ 5 : $ 7 J $ 1 1 не пре

восходит содержимого соответствующей я ч е й к и диапазона 

$ £ $ 5 : $ £ $ 1 1 . 

Далее м о ж н о нажать кнопку ОК. Если бы потребова

лись дополнительные ограничения, то следовало бы на

жать к н о п к у Добавить и продолжить ввод ограничений. 

В появившемся диалоговом окне Поиск решения м о ж н о 

увидеть результаты проведенных действий ( см . рис . 35 ) . 

1 9 8 199 



Рис. 36 

Теперь следует нажать к н о п к у Параметры и в новом 
окне поставить два флажка (рис . 36) . 

Ф л а ж о к Неотрицательные значения соответствует не
отрицательности компонентов плана, т . е . объемов произ
водства печенья и бисквитов . Ф л а ж о к Линейная модель 
(наша модель не содержит нелинейных функций) ускорит 
процесс вычислений и позволит вывести Отчеты для бо
лее подробного постоптимизационного анализа. 

Теперь м о ж н о нажать кнопку ОК и в вернувшемся окне 
нажать к н о п к у Выполнить. 

В окне Результаты поиска решения м о ж н о прочесть 
итоговое сообщение . 

Далее м о ж н о сразу нажать к н о п к у ОК и зафиксировать 
на листе E x c e l результаты оптимизации или же дополни
тельно к этому вывести Отчеты для постоптимизационно 
го анализа. Для получения Отчетов необходимо пометить 
м ы ш ь ю в поле Тип отчета их требуемые т и п ы . 

Пометим в окне Тип отчета все три типа — Результат, 
Устойчивость и Пределы — и после этого нажмем кнопку ОК. 

На листе Excel, с о д е р ж а щ е м модель , п о я в л я ю т с я ре
зультаты расчетов (экран 48) . Оптимальный план предпи
сывает изготовить 1 2 5 0 кг печенья и 6 6 6 , 6 6 7 кг бискви
тов . В ы р у ч к а при этом будет равна 58 т ы с . руб . В столбце 
« Н е о б х о д и м о » появляется новая информация о затратах 
ресурсов , н е о б х о д и м ы х для реализации плана. В столбце 
«Остатки» появляется дополнительная информация о не
использованных объемах ресурсов . 

Л и с т ы с Отчетами автоматически вставляются в кни 
гу с с о о т в е т с т в у ю щ и м и я р л ы ч к а м и . 

Экран 48 
Результаты расчета оптимального плана 

А В С D Е F 
1 Расчет оптимального плана 
2 Печенье Бисквиты Необходимо Доступно Остаток 
3 План 1250,0 666,7 

4 Выручка 32 27 58000 
5 Мука 0,5 0,3 825,0 825 825 
6 Масло 0,3 0,06 415,0 480 65 
7 Яйца 0,18 0,6 625,0 720 95 
8 Сахар 0,2 0,3 450,0 450 52,5 
9 Труд 0,07 0,09 147,5 200 200 
10 Оборуд. 1 0,015 0,006 22,8 40 17,25 
11 Оборуд. 2 0,0075 0,015 19,4 40 20,625 

I 

Отчет по результатам состоит из трех блоков данных. 
Первые два, «Целевая ячейка (Максимум)» и «Изменяемые 
я ч е й к и » , содержат данные по исходному и результирующе
му состоянию этих ячеек. Третий блок, «Ограничения» , со 
держит информацию по ячейкам и формулам ограничений 
модели (см. экран 49) . Здесь же указываются статус ограни
чения (связанное или несвязанное) и разница, соответствую
щая в нашей модели неиспользованному остатку ресурса. 

В Отчете по устойчивости представлены два блока: 
«Изменяемые ячейки» и «Ограничения» . Первый блок со 
держит информацию по допустимому увеличению и умень
шению коэффициентов целевой функции. Столбец «Нормир . 
стоимость» дает полезную информацию, когда хотя бы одна 
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Экран 49 
Отчет по результатам 

Целевая ячейка (Максимум) 

Ячейка SSEZ ^ультат 

$D$4 Выручка Необходимо 0 58000 

Изменяемые ячейки 

Ячейка E S S ^ультат 

$В$3 План Печенье 0,0 1250,0 

$С$3 План Бисквиты 0,0 666,7 

Ограничения 

Ячейка Имя Значение Формула Статус Разница 

$D$5 Мука Необходимо 825,0 $D$5 < = $Е$5 связанное 0 

$D$6 Масло Необходимо 415,0 $D$6< = $E$6 не связан. 65 

$D$7 Яйца Необходимо 625,0 $D$7 < = $Е$7 не связан. 95 

$D$8 Сахар Необходимо 450,0 $D$8 < = SE$8 связанное 0 

$D$9 Труд Необходимо 147,5 $D$9 < = $Е$9 не связан 52,5 

$D$10 Оборуд. 1 Необходимо 22,8 $D$10< = $E$10 не связан. 17,25 
$D$11 Оборуд.2 Необходимо 19,4 $D$11< = $E$11 не связан 20,625 

Экран SO 
Отчет по устойчивости 

Изменяемые ячейки 

Ячей
ка 

Результ. Нормир. Целевой 
Имя значе- стой- коэф-

ние мость фициент 

Допустимое 
увеличение 

Допустимое 
уменьшение 

$В$3 План Печенье 1250,0 0,0 32 13 14 

$С$3 План Бисквиты 666,7 0,0 27 21 7,8 

Ограничения 

Ячей
ка имя рзХь-т' т^е

н
в
я

ая 

U l l . цена правая 
н и е часть 

Допустимое 
увеличение 

Допустимое 
уменьшение 

$D$5 Мука Необходимо 825,0 46,7 825 75 129,5454545 

$D$6 Масло Необходимо 415,0 0,0 480 1Е + 30 65 

$D$7 Яйца Необходимо 625,0 0,0 720 1Е + 30 95 

SD$8 Сахар Необходимо 450,0 43,3 450 34,75609756 97,5 
SDS9 Труд Необходимо 147,5 0,0 200 1Е + 30 52,5 

$D$10 Оборуд. 1 Необходимо 22,8 0,0 40 1Е + 30 17.25 

$D$11 Оборуд.2 Необходимо 19,4 0,0 40 1Е + 30 20,625 

компонента плана равна н у л ю (производство того или ино
го продукта невыгодно) . В этой ситуации « Н о р м и р . стои
мость» показывает потери величины целевой функции, при
ходящиеся на к а ж д у ю единицу производства такого невы
годного продукта (экран 50) . i 

Во втором блоке представлены данные по теневой цене 
ресурсов и по д о п у с т и м о м у увеличению и у м е н ь ш е н и ю их 
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Экран 51 
Отчет по пределам 

Целевое 
Ячейка Имя Значение 
SDS4 Выручка Необходимо 58 000 

Изменяемое 

Ячейка Имя Значение Нижний Целевой Верхний Целевой Ячейка Имя Значение 
предел результат предел результат 

$В$3 План Печенье 1250,0 0,0 18 000,0 1250,0 58 000,0 
SCS3 План Бисквиты 666,7 0,0 40 000,0 666,7 58 000,0 

объемов . Теневая цена несвязанных ресурсов равна н у л ю , 
и в нашей модели допустимое увеличение таких избыточ 
ных ресурсов не ограничено . В к о м п ь ю т е р н о й реализации 
бесконечность символизируется астрономическим числом 
1Е + 30 (10 в 30-й степени) . 

В Отчете по пределам два блока: «Изменяемое» и « Ц е 
левое» (экран 51) . Здесь новая информация содержится в 
ячейках столбца «Целевое результат» . Числа в этих ячей
ках показывают , чему была бы равна выручка при отсут 
ствии одного из п р о д у к т о в . 

11.2.2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Задачи целочисленного программирования решаются ана
логично задачам линейного программирования. Основное от
личие заключается во вводе требования целочисленности. 

Р е ш и м пример о производстве печенья и бисквитов с 
учетом требования целочисленности . 

Для ввода требования целочисленности раскрыть лист 
«Расчет оптимального плана» , выполнить команду Сервис, 
Поиск решения, Добавить. На экране возникнет диалого
вое о к н о Добавление ограничения. В Ссылке на ячейку 
ввести адреса ячеек , рядом ввести цел (рис . 37 ) . 

Вызвать диалоговое окно Поиск решения, нажать кноп
ку Параметры, поставить ф л а ж о к на Показывать резуль
таты итераций, затем Выполнить. 

> : 
Добавле ние or ран и че нйя @® 
Ссылка наачейку: Ограничение: 

1$В$3:$аз \\\ ШШШ-*: келое i V f 

ОК Отмена Добавить | Справка 

Рис. 37 
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Рис. 39 

Экран 52 

А В С D Е F G 

6 Целевая ячейка (Максимум) 

7 Ячейка Имя Исходное 
значение Результат 

8 $D$4 

9 

10 

11 Изменяемые ячейки 

12 Ячейка Имя Исходное 
значение Результат 

13 $В$3 План Печенье 0,0 1251,0 

14 $С$3 План Бисквиты 0,0 665,0 

15 

16 

17 Ограничения 

18 Ячейка Имя Значение Формула Статус Разница 

19 SDS5 Мука Необходимо 825,0 $D$5 < = $Е$5 связанное 0 

20 $D$6 Масло Необходимо 415,2 $D$6 < = $Е$6 не связан. 64,8 

21 $D$7 Яйца Необходимо 624,2 $D$7 < = $Е$7 не связан. 95,82 

22 $D$8 Сахар Необходимо 449,7 $D$8 < = $Е$8 не связан. 0,3 

23 SDS9 Труд Необходимо 147,4 $D$9 < = $Е$9 не связан. 52,58 

24 $D$10 Оборуд. 1 Необходимо 22,8 $D$10< = $E$10 не связан. 17,245 

25 $D$11 Оборуд.2 Необходимо 19,4 $ D $ 1 K = $E$11 не связан. 20,6425 

26 $B$3 План Печенье 1251,0 $В$3 = целое связанное 0,0 

27 $C$3 План Бисквиты 665,0 $С$3 = целое связанное 0,0 
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На экране появится результат решения на первой ите 
рации и диалоговое окно Текущее состояние поиска реше
ния (рис . 38) . 

Щелкнуть Сохранить сценарий, затем Продолжить, вве
сти номер итерации как имя сценария, повторять до появле
ния диалогового окна Результат поиска решения (рис. 39) . 

Для целочисленных задач возможен только Отчет по 
результатам (экран 52) . 

Получить сводный отчет по всем итерациям м о ж н о че
рез команду Сервис, Сценарии, Отчет. В диалоговом окне 
Отчет по сценарию выбрать Структура. В книге появит 
ся новый лист Структура сценария с результатами р е ш е 
ния на всех итерациях. 

Экран 53 
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После команды Выполнить на экране появятся резуль
таты поиска решения. Получено решение х х = 9 1 , х 2 = 89 , 
целевая функция 17278 . 

Отчеты по результатам, устойчивости и пределам ана
логичны таким же отчетам для задач линейного програм
мирования. 

11 .3 . 
Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч В M A T L A B 

11 .3 .1. В Ы Ч И С Л Е Н И Е 
А Р И Ф М Е Т И Ч Е С К И Х В Ы Р А Ж Е Н И Й 

Пакет MatLab (Matrix Laboratory) п р и м е н я ю т для ре
ш е н и я задач, в о з н и к а ю щ и х в различных прикладных об
ластях : обработка сигналов и изображений, визуализация 
данных , статистический анализ, матричный анализ, опти
мизация, нейронные сети, нечеткая логика , моделирова
ние нелинейных динамических систем. 

А р и ф м е т и ч е с к и е выражения в MatLab с о стоят из чи
сел, знаков арифметических операций, знака л (возведение 
в степень), круглых скобок , переменных и встроенных функ
ций . Десятичная часть числа отделяется т о ч к о й . Для вы
числения простейшего в ы р а ж е н и я следует набрать его в 
командной строке и нажать Enter. Ответ записывается в 
переменную ans и результат выводится в командное окно 
(экран 54) . 

Вид результата зависит от установленного формата. Пос 
ле вычисления следующего выражения значение ans изме
нится , Для сохранения результатов п р о м е ж у т о ч н ы х вы
числений их следует записывать в переменные. Имя пере
менной м о ж е т состоять из символов латинского алфавита, 
знака подчеркивания и ц и ф р ; начинается обязательно с 
символа алфавита; прописные и строчные б у к в ы различа
ю т с я ; пробел не входит в имя переменной. 

В качестве знака присваивания используется = (при
мер на экране 55) . 

Результат сразу же выводится в командное о к н о . Для 
подавления вывода следует завершить строку с оператором 
присваивания точкой с запятой . Символ е предназначен 
для записи чисел в экспоненциальной форме , числа 0 .00152 
и 1 .52е -3 эквивалентны. 

Э к р а н 54 Экран 55 

Та 6л и ца 69 
Основные математические функции 

»1.6+ 2.9 

ans = 

45000 

»а = 5.Г(0.8-6.5/7.2) + 3.4л2 

а = 

11.0358 

MatLab обладает б о л ь ш и м набором встроенных матема
тических ф у н к ц и й (табл. 69 ) . При вызове математических 
ф у н к ц и и аргумент заключается в круглые скобки . П о л н ы й 
список всех встроенных элементарных математических функ
ций м о ж н о получить, набрав в командной строке help elfun. 
Команда help отображает в командном окне список разде
лов справочной с и с т е м ы . Для получения с о д е р ж и м о г о раз
дела необходимо указать через пробел его название после 
help, а для вывода детальной информации о какой-либо 
ф у н к ц и и следует ввести в строке с help имя ф у н к ц и и . 

П у с т ь , например , требуется найти значение в ы р а ж е н и я 
при х = 0 ,2 и у = - 3 , 9 : 

Экран 56 

Если набирать сразу все выражение, то получается до
статочно длинная строка. Для переноса на с л е д у ю щ у ю стро
ку любой команды MatLab м о ж н о использовать три идущие 
подряд т о ч к и , после нажатия на Enter среда MatLab ждет 
продолжения ввода. Проще все
го решить поставленную зада
чу , используя промежуточные 
переменные (экран 56) . 

Все операторы присваива
ния, кроме последнего, завер
шены точкой с запятой для по
давления вывода результата. 
Необязательно набирать выражение для Ь, похожее на толь
ко что введенное для а. После ввода третьей строки нажмите 
клавишу < Т > . В командной строке появится предыдущее 
выражение, внесите в него необходимые изменения, а имен
но, замените s i n на cos, и нажмите Enter. Клавиши < Т > 
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Экран 57 

> disp(c) 

2.0451 

и <4> служат для перехода по истории команд, т. е. для 
занесения ранее набранных команд в командную строку, а 
«—>, <-», <Ноте>, <End> — для перемещения в преде
лах командной строки . Передвижение по экрану (только 
для просмотра команд, а не для редактирования) осуществ
ляется клавишами <PageUp>, <PageDown> или вертикаль
ной полосой скроллинга. В среду MatLab включено окно 
Command History для быстрого перехода по истории к о 
манд. В любой момент м о ж н о вывести значение переменной 

в командное о к н о , для чего 
следует набрать имя перемен
ной в командной строке и на
жать Enter, либо вызвать функ
ц и ю disp (экран 57). 

В MatLab д о п у с т и м ы операции деления на ноль, кото 
рые приводят к стандартным переменным Inf или -Inf. 
Результат деления нуля на ноль есть NaN (Not a Number — 
не число ) . Переполнение или потеря точности в MatLab 
при выполнении операций с числами с плавающей точкой 
не в ы з ы в а ю т прекращения вычислений. 

П р о с м о т р т е к у щ и х переменных рабочей среды произво
дится при п о м о щ и команды whos. Вызовите команду whos, 
указав через пробелы имена переменных. В командное окно 
выводится таблица, приведенная н и ж е . В столбике Class 
указан тип переменной, в Bytes — число байт, выделенных 
под хранение значения, a Size с одержит информацию о 

размере. После таблицы раз
мещена с т р о к а с указанием 
суммарного объема памяти в 
байтах (экран 58) . Числовые 
переменные в MatLab явля
ю т с я д в у м е р н ы м и массивами 
размера один на один. 

Пользователь имеет в о з м о ж н о с т ь управлять видом ре
зультата, устанавливая п о д х о д я щ и е форматы вывода. Су
щ е с т в у е т два способа задания форматов . В ы б о р пункта 
Preferences в меню File рабочей среды приводит к появлению 
диалогового окна с одноименным названием. В MatLab 6.5 
на панели Text display расположены раскрывающиеся спис
ки Numeric Format и Numeric display (при выбранном пункте 
Command Window в списке левой панели окна) . М о ж н о 
установить один из с л е д у ю щ и х форматов : 

Ш short (default) — короткий формат с плавающей точкой 
с ч е т ы р ь м я цифрами после десятичной точки (исполь
зуется по у м о л ч а н и ю ) ; 

Экран 58 

» whos a b 
Name Size Bytes Class 

a 1x1 8 double array 
b 1x1 8 double array 

Grand total is 2 elements using 16 bytes 
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^ long — длинный формат с плавающей точкой с четыр
надцатью цифрами после десятичной т о ч к и ; 

Ш short е — экспоненциальный формат с четырьмя ц и ф 
рами после десятичной т о ч к и ; 

Ш long е — экспоненциальный формат с пятнадцатью циф
рами после десятичной т о ч к и ; 

Ш short g — наилучшее представление числа либо в фор 
мате short, либо в short е (аналогично long g); 

Ш hex — шестнадцатеричное представление числа; 
щ + — положительные и отрицательные числа отобража

ю т с я знаками « + » и « - » , а нулевые — пробелами; 
Ш bank — формат для вывода д е н е ж н ы х сумм с двумя 

знаками после десятичной т о ч к и ; 
Ш rational — вещественные числа приближенно представ

л я ю т с я отношением двух небольших ц е л ы х чисел . 
Иногда возникает с и т у а ц и я , когда MatLab не м о ж е т 

у л о ж и т ь с я в установленный формат при выводе результа
та . П у с т ь , например, установлен формат short. П р и в ы ч и с 
лении 1 / 3 3 3 3 результат отображается в формате short е, 
однако , автоматической смены формата для всех последую
щ и х вычислений не п р о и с х о д и т . 

MatLab предоставляет два способа вывода в к о м а н д 
ное о к н о : 

Ш compact — строки с результатами выводятся подряд ; 
Ш loose — строки с результатами разделяются пустой стро

к о й . 
Команда format с л у ж и т для установки формата из к о 

мандной строки . К примеру , обращение , показанное на 
экране 5 9 , аналогично в ы б о р у к о 
р о т к о г о экспоненциального форма- Экран 59 

»format short е та в диалоговом окне Preferences. 
Вне зависимости от установленного 
формата все вычисления производятся с двойной точно 
с т ь ю , следовательно, после смены формата с short на long 
не требуется повторно находить значения переменных . Д о 
статочно снова вывести их значения в командном о к н е . 

11.3.2. ВЕКТОРЫ 

В MatLab одномерный массив м о ж е т быть вектор - стро 
кой или в е к т о р - с т о л б ц о м . Для ввода вектора и с п о л ь з у ю т 
ся квадратные с к о б к и , элементы вектора о т д е л я ю т с я друг 
от друга : 

Ш точкой с запятой, если требуется получить вектор-столбец; 
Ш пробелом или запятой, если необходимо разместить эле

менты в вектор-строке . 
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» а = f0.2;-3.9;4.6]; 
»b = [0.5-3.7 8.1]; 
»c=[1.1 3.2 8.6]; 

Экран 61 

» L = length(a) 
L = 

3 

Занесите вектор-столбец и вектор-строки 
0 .2 1 
- 3 . 9 , b = [0 .5 - 3 . 7 8.1] , с = [1.1 3.2 8.6] 
4 .6 

в с о о т в е т с т в у ю щ и е массивы, набрав в командной строке 
данные экрана 60 . 

Точка с запятой в конце к а ж д о й строки поставлена для 
подавления вывода на экран. Выведите в командное окно 
значения переменных a, b и посмотрите , как MatLab ото 
бражает с о д е р ж и м о е вектор-строк и вектор-столбцов . П о 
лучите информацию о переменных при п о м о щ и команды 
whos. Числа хранятся в двумерных массивах , к а ж д ы й из 
размеров к о т о р ы х равен единице . Векторы т а к ж е пред
ставляются двумерными массивами, один из размеров ко -

э к р а н во т о р ы х равен единице. 
Для получения длины век

тора предназначена функция 
length, вектор оказывается в 
качестве ее входного аргумен
та (экран 61 ) . 

Вектор-столбцы с одинако
вым числом элементов м о ж н о 
складывать и вычитать друг 
из друга при п о м о щ и знаков 
« + » и « - » . Аналогично и для 
вектор -строк (экран 62) . 

Сложение и вычитание вектор-строки и вектор-столбца 
или векторов разных размеров приводит к о ш и б к е . Опера
ция * предназначена для у м н о ж е н и я векторов по правилу 
матричного у м н о ж е н и я . П о с к о л ь к у MatLab различает век
тор - строки и вектор-столбцы, то д о п у с т и м о либо у м н о ж е 
ние вектор-строки на такой же по длине вектор-столбец 
( скалярное произведение) , л и б о у м н о ж е н и е вектор - столб 
ца на вектор - строку (внешнее произведение , в результате 
к о т о р о г о получается прямоугольная матрица) . Векторное 
произведение определено т о л ь к о для в е к т о р о в из трех эле -

э К р а н 63 ментов . Скалярное произведе
ние двух векторов возвращает 
ф у н к ц и я dot, а векторное — 
cross ( экран 63) . 

Для операции транспонирования зарезервирован апост
роф ' . При вычислении скалярного и векторного произве
дений функциями cross и dot не обязательно следить за 
тем , ч т о б ы оба вектора были либо столбцами, либо строка-
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Экран 62 

» d = b + с 

» m = dot(b.c) 
» n = cross(b,c) 

» у = b.'c 

У = 
0.5500 -11.8400 69.6600 

ми. Результат п о л у ч а е т с я верный, например , при обраще
нии k = c ross ( а \ Ъ), т о л ь к о k становится вектор - строкой . 

MatLab поддерживает поэлементные операции с векто 
рами. Наряду с у м н о ж е н и е м по правилу матричного у м н о 
ж е н и я , существует операция поэлементного у м н о ж е н и я .* 
(точка со звездочкой) . Данная операция применяется к век
торам одинаковой д л и н ы и приводит к вектору той же 
длины, что и с х о д н ы е , элементы которого равны произведе
ниям с о о т в е т с т в у ю щ и х элементов и с х о д н ы х векторов . На
пример, ДЛЯ векторов / > И С , Экран 64 

введенных в ы ш е , поэлемент
ное у м н о ж е н и е дает следую
щ и й результат (экран 64 ) . 

А н а л о г и ч н ы м образом ра
ботает поэлементное деление . / (точка с косой чертой) . Кроме 
того , операция Д (точка с обратной косой чертой) о с у щ е 
ствляет обратное поэлементное деление, т . е . выражения 
b./с и с.\Ь эквивалентны. Возведение элементов вектора b в 
степени, равные с о о т в е т с т в у ю щ и м элементам с , произво 
дится с использованием , А . Для т р а н с п о н и р о в а н и я вектор -
строк или вектор-столбцов предназначено сочетание . ' (точка 
с а п о с т р о ф о м ) . Операции ' и . ' для вещественных векторов 
приводят к о д и н а к о в ы м р е з у л ь т а т а м . Не обязательно при
менять поэлементные операции при у м н о ж е н и и вектора на 
число и числа на вектор , делении вектора на число , с л о ж е 
нии и вычитании вектора и числа. При выполнении, напри
м е р , операции а * 2, резуЛЬ- Экран 65 

тат п р е д с т а в л я е т собой вектор 
того же размера, что и а, с 
удвоенными элементами. 

В е к т о р ы м о г у т б ы т ь аргу
ментами встроенных матема
тических ф у н к ц и й , таких как s i n , cos и т. д. В результате 
получается вектор с элементами, равными значению в ы з ы 
ваемой функции от с о о т в е т с т в у ю щ и х элементов исходного 
вектора (пример на экране 65) . 

Однако для вычисления более сложной ф у н к ц и и от век
тора значений, с к а ж е м , 

d s i n d + d2 

d + 1 

выражение f = (d * s i n (d) + d л 2)/(d + 1 ) вызовет о ш и б к у 
у ж е при п о п ы т к е у м н о ж е н и я d на s in (d ) . Дело в т о м , что d 
является вектор-строкой длиной четыре, т. е. хранится в 
двумерном массиве размером один на четыре . Точно так же 

» d = [0.1 1.5 2.6-3.1]; 
» q = sin(d * pi) 
q = 

0.3090 -1.0000 0.9511 0.3090 
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Экран 66 

представлен и s in (d ) , следовательно, у м н о ж е н и е при помо
щи звездочки (по правилу матричного у м н о ж е н и я ) лишено 
смысла . Аналогичная ситуация возникает и при возведе
нии вектора d в квадрат, т. е. , фактически , при вычисле

нии d * d. Правильная запись 
выражения в MatLab требует 
использования поэлементных 
операций (экран 66) . 

Часто требуется вычислить 
функцию от вектора значений аргумента, отличающихся друг 
от друга на постоянный шаг. Для создания таких вектор-
строк предусмотрено двоеточие. Последовательность команд 
приводит к заполнению следующих векторов (экран 67) . 

Экран 67 

»f=(d. ,sin(d) + d. n2)./(d + 1) 
f = 

0.0182 1.4985 2.2501 -4.6376 

» х = -1.2:0.5:1.8; 
» f=(x. ,sin(x) + x.' >2)./(x+1); 
» х 
X = 

-1.2000 -0.7000 -0.2000 0.3000 0.8000 1.3000 1.8000 
» f 
f = 

-12.7922 3.1365 0.0997 0.1374 0.6744 1.2794 1.7832 

» х = -3 :4 
х = 

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 

Ш а г м о ж е т быть отрицательным, в этом случае началь
ное значение д о л ж н о быть больше л и б о равно конечному 
для получения непустого вектора. Если шаг равен едини
це , то его м о ж н о не указывать (пример на экране 68) . 

э к р а н 68 Я с н о , что для заполнения 
вектор-столбца элементами с по
стоянным шагом следует транс
понировать вектор-строку . Со 
здание векторов при п о м о щ и 

двоеточия и умение производить поэлементные операции 
н е о б х о д и м о для визуализации массивов данных. 

MatLab обладает большим набором встроенных функ
ций для обработки векторных данных (табл. 70). Полный 
с п и с о к и м е ю щ и х с я ф у н к ц и й выводится в командное о к н о 
при п о м о щ и help datafun. Для получения подробной ин
формации о к а ж д о й функции требуется указать ее имя в 
качестве аргумента команды help. Ряд ф у н к ц и й допускает 
обращение к ним как с одним, так и с двумя в ы х о д н ы м и 
аргументами. В случае нескольких в ы х о д н ы х аргументов 
они з а к л ю ч а ю т с я в квадратные с к о б к и и отделяются друг 
от друга запятой. 

Очень часто требуется обработать только часть вектора 
или обратиться к некоторым его элементам. Разберем пра-
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Таблица 70 

Функции Назначение 

s = sum(a) Сумма всех элементов вектора а 

р = prod(a) Произведение всех элементов вектора а 

т = тах(а) 
Нахождение максимального значения среди эле
ментов вектора a 

[т, k] = тах(а) 
Второй выходной аргумент k содержит номер мак
симального элемента в векторе а 

т = min(a) Нахождение минимального значения среди эле
ментов вектора a 

[т, k] = min(a) 
Второй выходной аргумент k содержит номер ми
нимального элемента в векторе a 

т = теап(а) Вычисление среднего арифметического элемента 
вектора a 

al = sort(a) Упорядочение элементов вектора по возрастанию 

[al, ind] = sort(a) 
Второй выходной аргумент ind является вектором 
из целых чисел от 1 до length(a), который соответст
вует проделанным перестановкам 

вила MatLab, по к о т о р ы м производится индексация век
т о р н ы х данных. Для доступа к элементу вектора необходи
мо указать его номер в к р у г л ы х с к о б к а х сразу после имени 
переменной, в к о т о р о й содержится вектор . Например , с у м 
ма первого и третьего элементов вектора d находится при 
п о м о щ и выражения , показанного на экране 6 9 . 

Обращение к последнему элементу вектора м о ж н о про 
извести с использованием end, т. е. d(end) и d(length (d)) 
приводят к одинаковым результатам. 

Указание номеров элементов вектора м о ж н о использо 
вать и при вводе в е к т о р о в , последовательно добавляя но 
в ы е элементы (не обязательно в порядке возрастания их 
н о м е р о в ) . Следует набрать к о м а н д ы , к о т о р ы е м ы в и д и м 
на экране 7 0 . 

Для ввода первого элемен
та h не обязательно указывать 
его индекс, так как при выпол
нении оператора h = 10 созда
ется вектор (массив размера 
один на один). Следующие опе
раторы присваивания приводят 
к автоматическому увеличению 
длины вектора h, а пропущен
ные элементы (в нашем случае 
Л(3)) получают значение ноль. 

Экран 69 

» s = d(1) + d(3) 
s = 

-1.4000 

Экран 70 

» h = 10; 
» h(2) = 20; 
» h(4) = 40 
h = 

10 20 0 40 
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Экран 71 И н д е к с а ц и я д в о е т о ч и е м 
позволяет выделить идущие 
подряд элементы в новый век
тор . Начальный и конечный 
номера указываются в круг
л ы х скобках через двоеточие, 
(пример на экране 71). 

Применение встроенных 
ф у н к ц и й обработки данных 
к н е к о т о р ы м последователь
но расположенным элементам 
вектора не представляет тру
да. Следующий вызов ф у н к 
ции prod вычисляет произве
дение элементов вектора z со 
второго по шестой (экран 72) . 

Индексация вектором слу
ж и т для выделения элементов с заданными индексами в 
н о в ы й вектор . Индексн ы й вектор должен содержать номе 
ра требуемых элементов (пример на экране 73) . 

Сумму элементов произвольного вектора z с четными 
индексами м о ж н о найти, к а к показано на экране 7 4 . 

Экран 75 

»znew = [z(1:4) z(6:end)] 
znew = 

0.2000 -3.8000 7.9000 4.5000 -8.1000 3.4000 
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Экран 76 

матрицы набираются через пробел, а ввод строки заверша
ется нажатием на Enter. П р и вводе последней строки в кон 
це ставится закрывающая квадратная скобка (экран 76). 

Если после з а к р ы в а ю щ е й квадратной с к о б к и не ста
вить т о ч к у с запятой для подавления вывода в командное 
о к н о , то матрица выведется в 
виде таблицы. 

Другой способ ввода матри
цы основан на том , что матри
цу можно рассматривать как 
вектор-столбец, каждый элемент которого является строкой 
матрицы. Поскольку точка с запятой используется для разде
ления элементов вектор-столбца, то ввод, к примеру, матрицы 

6.1 0 . 3 
Экран 77 

»А = [0.7-2.5 9.1 
8.4 0.3 1.7 
-3.5 6.2 4.7] 

В = - 7 . 9 
2.5 

4.4 
- 8 . 1 

» В = [6.1 0.3; -7 .9 4.4; 2.5 -8.1]; 

осуществляется оператором присваивания (экран 77) . 
Введите матрицу В и отобразите ее с о д е р ж и м о е в к о 

мандном окне , набрав в командной строке В и нажав Enter. 
Очевидно, что допустима такая трактовка м а т р и ц ы , при 

которой она считается вектор - строкой , к а ж д ы й элемент 
которой является столбцом матрицы. Следовательно, для 
ввода матрицы 

"0.4 - 7 . 2 5 .3 
0.1 - 2 . 1 - 9 . 5 

С = 
Экран 78 

» С = [[0.4; 0.1] [-7.2; -2.1] [5.3; -9.5Ц 

достаточно воспользоваться командой, данной на экране 78 . 
Обратите внимание , ч т о внутренние квадратные с к о б к и 

действительно н у ж н ы . Оператор С = [0 .4 ; 0 .1 - 7 . 2 ; - 2 . 1 
5 .3 ; - 9 . 5 ] является недопустимым и приводит к сообще
н и ю об о ш и б к е , п о с к о л ь к у оказывается , что в первой стро
ке матрицы содержится только один элемент, во второй и 
третьей — по два, а в четвертой — снова один. Воспользуй
тесь командой whos для получения информации о перемен
ных А, В и С рабочей среды. 
В командное окно выводится 
таблица с информацией о раз
мерах массивов , памяти , не
обходимой для хранения к а ж 
дого из м а с с и в о в , и типе — 
double array (экран 79) . 

Функция size позволяет ус
тановить размеры массивов, она 
возвращает результат в виде 

Экран 79 

» whos A B C 
Name Size Bytes Class 

A 3x3 72 double array 
В 3x2 48 double array 
С 2x3 48 double array 

Экран 80 

» s = srze(B) 
s = 

3 2 
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Экран 81 

» р = А - 3 
Р = 

46.7700 -84.5000 
53.1200 -9.9300 

-58.5800 -11.8400 

вектора , первый элемент которого равен числу с т р о к , а 
второй — столбцов ( см . экран 80) . 

Сложение и вычитание матриц одинаковых размеров 
производится с использованием знаков + , - . Звездочка * 
служит для вычисления матричного произведения, причем 

соответствующие размеры мат
риц должны совпадать (при
мер на экране 81) . 

Допустимо умножение мат
рицы на число и числа на мат
р и ц у , при э т о м п р о и с х о д и т 
у м н о ж е н и е каждого элемента 

матрицы на число и результатом является матрица тех же 
размеров , что и исходная . А п о с т р о ф ' предназначен для 
транспонирования вещественной матрицы или нахожде 
ния с о п р я ж е н н о й к комплексной матрице . Для возведения 
квадратной матрицы в степень применяется знак Л , 

В ы ч и с л и т е д л я т р е н и р о в к и м а т р и ч н о е в ы р а ж е н и е 
R = (А - ВС)3 + ABC, в к о т о р о м А, В и С — определенные 
в ы ш е м а т р и ц ы . Запись в MatLab э т о г о в ы р а ж е н и я приве
дена на экране 8 2 . 

Обратите внимание на общий множитель 1.0е + 0 0 6 , ко 
торый относится ко всем элементам матрицы. 

MatLab обладает многообразием различных функций и 
способов для работы с матричными данными. Для обраще
ния к элементу двумерного массива следует указать его строч

ный и столбцевой индексы в 
к р у г л ы х скобках после имени 
массива (пример на экране 83) . 

Индексация двоеточием по
зволяет получить часть мат
рицы — строку , столбец или 
блок (экран 84) . 

Д л я о б р а щ е н и я к о всей 
строке или всему столбцу не 
обязательно указывать через 
д в о е т о ч и е н а ч а л ь н ы й ( п е р 
в ы й ) и к о н е ч н ы й и н д е к с ы , 
т . е . операторы r l = А ( 1 , 1 : 3 ) 
и r l = А ( 1 , : ) эквивалентны. 
Для доступа к элементам стро
ки или столбца от заданного 
до последнего м о ж н о исполь
зовать end, так же как и для 
векторов : А( 1,2:end). Выделе-

Экран 82 

» R = (А - В " С)А3 + А "В ' С 
R = 

1.0е + 0006* 
-0.0454 0.1661 -0.6579 

0.0812 -0.2770 1.2906 
-0.426 0.1274 -0.7871 

Экран 83 

» С(1,2) 
ans = 

-7.2000 

Экран 84 

» с 1 =А(2:3,2) 
с1 = 

0.3000 
6.2000 

» П =А(1,1:3) 
г1 = 

0.7000 -2.5000 9.1000 
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ние блока , состоящего из нескольких строк и столбцов , тре
бует индексации двоеточием, как по первому измерению, 
так и по второму. П у с т ь в массиве Т хранится матрица: 

1 7 - 3 2 4 9 ] 

0 - 5 - 6 3 - 8 7 

2 4 5 - 1 0 3 

- 6 - 4 7 2 6 1 

Для выделения ее элементов со второй строки по тре
т ь ю и со второго столбца по четвертый, достаточно исполь
зовать оператор (экран 85) . 

Индексация двоеточием т а к ж е очень полезна при раз 
л и ч н ы х перестановках в массивах . В ч а с т н о с т и , для пере
становки первой и последней с т р о к в произвольной мат 
рице , х р а н я щ е й с я в массиве А, подойдет последователь
ность команд , п о к а з а н н ы х на экране 8 6 . 

MatLab поддерживает т а к у ю о п е р а ц и ю , к а к вычерки
вание строк или столбцов из матрицы. Достаточно удаляе
м о м у блоку присвоить пустой массив , задаваемый квадрат
ными скобками . Например , вычеркивание второй и тре
тьей строк из массива А производится следующей командой 
(экран 87) . 

Индексация двоеточием уп
рощает заполнение м а т р и ц , 
имеющих определенную струк
туру. Предположим, что тре
буется создать матрицу 

Экран 85 

» Т 1 = Т(2:3,2:4) 
Т1 = 

- 5 - 6 3 
4 5 -1 

Экран 86 

W = 

1 1 1 1 
1 0 0 0 

1 0 0 0 

1 0 0 0 

1 1 1 1 

Первый шаг состоит в оп
ределении нулевой матрицы 
размера пять на пять , затем 
заполняются первая и послед
няя строки и первый и по 
следний столбцы (экран 88) . 

Проверьте, что в результа
те получается требуемая мат
рица. Ряд встроенных функций 

»s = A(1,:); 
» A(1,:) = A(end,:); 
» A(end,:) = s 
A = 

-3.5000 6.2000 4.7000 
8.4000 0.3000 1.7000 
0.7000 -2.5000 9.1000 

Экран 87 

»А(2:3,:) = П 
A = 

-3.5000 6.2000 4.7000 

Экран 88 

»W(1:5,1:5) = 0; 
»W(1,:) = 1; 
»W(end,:) = 1; 
»W(:.1) = 1; 
»W(:,end) = 1; 

2 1 7 



Таблица 71 

(табл. 71) позволяет ввести стандартные матрицы задан
н ы х размеров. Обратите внимание, что во всех ф у н к ц и я х , 
кроме diag, допустимо указывать размеры матрицы следую
щ и м и способами: 

Ш числами через запятую (в двух в х о д н ы х аргументах) ; 
Ш одним числом, результат — квадратная матрица; 
Ш вектором из двух элементов , р а в н ы х числу строк и 

с толбцов . 
Последний вариант очень удобен , когда требуется с о 

здать стандартную матрицу тех же размеров , что и некото
рая и м е ю щ а я с я матрица. Если, к примеру , А была опреде
лена ранее, то команда / = eye(size(A)) приводит к появле
н и ю единичной матрицы, размеры которой совпадают с 
размерами А, так как ф у н к ц и я size возвращает размеры 
матрицы в векторе. 

Разберем, как получить трехдиагональную матрицу раз
мера семь на семь , приведенную н и ж е , с использованием 
ф у н к ц и й MatLab. 

Т = 

1 - 1 0 0 0 0 0 

5 2 - 2 0 0 0 0 

0 5 3 - 3 0 0 0 

0 0 5 4 - 4 0 0 

0 0 0 5 5 - 5 0 

0 0 0 0 5 6 - 6 

0 0 0 0 0 5 7 

Введите вектор и с ц е л ы м и числами от одного до семи и 
используйте его для создания диагональной матрицы и мат
рицы со смещенной на единицу вверх диагональю. Вектор 
длины ш е с т ь , с о д е р ж а щ и й пятерки , заполняется , напри
мер , так : 5 * ones ( 1 , 6) . Этот вектор у к а ж и т е в первом 
аргументе ф у н к ц и и diag, а минус единицу — во втором и 
получите третью вспомогательную матрицу . Теперь доста
точно вычесть из первой матрицы в т о р у ю и с л о ж и т ь с 
третьей (экран 89 ) . 

Экран 89 

• Т = diag(v) - diag(v(1:6),1) + diag(5' ones(1,6),-1) 

Поэлементные вычисления с матрицами производятся 
практически аналогично работе с векторами; разумеется , 
необходимо следить за совпадением размеров матриц: 

ш А * В, А/В — поэлементные умножение и деление; 
Ш А."р — поэлементное возведение в степень , р — число ; 
ША."В — возведение элементов матрицы А в степени, рав

ные с о о т в е т с т в у ю щ и м элементам матрицы В; 
Ш А . ' — транспонирование матрицы (для вещественных 

матриц А' и А . ' приводят к одинаковым результатам) . 
Иногда требуется не просто транспонировать матрицу , 

но и «развернуть» ее . Разворот матрицы на 90° против 
часовой стрелки осуществляет функция rot90 ( экран 90) . 

Допустимо записывать сумму и разность матрицы и чис
ла, при этом сложение или вычитание соответственно приме
няется ко всем элементам матрицы. 
Вызов математической функции от 
матрицы приводит к матрице того же 
размера, на соответствующих позици
ях которой стоят значения функции 
от элементов исходной матрицы. 

В MatLab определены и матрич
ные функции, например, sqrtm пред
назначена для вычисления квадратного 

Экран 90 

» Q = [1 2;3 4] 
Q = 

1 2 
3 4 

» R = rot90(Q) 
R = 

2 4 
1 3 
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» S = sqrtm(R) 
S = 

1.2203 1.4296 . 
0.3574 1.5777 

» S ' S 
ans = 

2.0000 4.0000 
1.0000 3.0000 

Экран 92 

корня. Найдите квадратный ко
рень из матрицы R и проверьте 
полученный результат, возве
дя его в квадрат (по правилу 
матричного умножения, а не 
поэлементно! Экран 91). 

Матричная экспонента вы
числяется с использованием 
ехрт. Все функции обработки 
данных, приведенные в табли
цах, могут быть применены и 
к д в у м е р н ы м массивам. Ос
новное отличие от обработки 
векторных данных состоит в 
т о м , что эти функции работа
ют с двумерными массивами 
по столбцам, например, функ
ция sum суммирует элементы 
каждого из столбцов и возвра
щает вектор-строку, длина к о 
торой равна числу столбцов ис
ходной матрицы (экран 92) . 

Если в качестве второго входного аргумента sum ука
зать 2 , то суммирование произойдет по строкам. Для вы
числения с у м м ы всех элементов матрицы требуется дваж
ды применить sum (экран 93) 

Очень удобной в о з м о ж н о с т ь ю MatLab является конст 
руирование матрицы из матриц м е н ь ш и х размеров. Пусть 
заданы матрицы: 

» М = [1 2 3;4 5 6;7 8 9] 
М = 

1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 

» s = sum(M) 
s = 

12 15 18 

Экран 93 

» s = sum(sum(M)) 
s = 

45 

Экран 94 

» х = [-2:0.05:2]; 
»f = ехр(х). * sin(pi' х) + х.л2; 
> plot(x.f) 

220 221 



Таблица 72 
Цвет Тип маркера 

У Желтый Точка 

т Розовый 0 Кружок 

с Голубой X Крестик 

г Красный + Знак плюс 

g Зеленый * Звездочка 

Ь Синий S Квадрат 

w Белый d Ромб 

k Черный V Треугольник вершиной вниз 

Тип линии А Треугольник вершиной вверх 

- Сплошная < Треугольник вершиной влево 

Пунктирная > Треугольник вершиной вправо 

-• Штрих-пунктирная р Пятиконечная звезда 

~ Штриховая h Шестиконечная звезда 

вектора х. Всего в дополнительном аргументе может быть 
заполнено три позиции, соответствующие цвету, типу мар
керов и стилю линии. Обозначения для них приведены в 
таблице 72 . Порядок позиций м о ж е т быть произвольный, 
допустимо указывать только один или два параметра, на
пример , цвет и тип маркеров . 

Посмотрите на результат выполнения следующих к о 
манд: plot(x,f,'g'), plot(x,f,'ko'), plot(x,f,':'). 

Ф у н к ц и я plot имеет д о с т а т о ч н о универсальный интер
ф е й с , она, в частности , позволяет отображать графики 
н е с к о л ь к и х ф у н к ц и й н а о д н и х о с я х . 

П у с т ь требуется вывести график не только f(x), но и 
g(x) = e~*2 зшбтсх на отрезке [-2 , 2 ] . Сначала необходимо 
в ы ч и с л и т ь значения g(x), а затем вызвать plot, указав 

экран 95 через з а п я т у ю пары х, f и 
х, g и, при желании, свой -» g = ехр(-х.А2).' sin(5' pi' х); 

» plot(x,f,'ko-', x,g,'k:') ства к а ж д о й из линий ( эк 
ран 95) . 

Допускается построение произвольного числа графиков 
ф у н к ц и й , свойства всех линий могут быть различными. 
Кроме того , области построения каждой из функций не 
обязательно должны совпадать, но тогда следует использо
вать разные векторы для значений аргументов и вычислять 
значения функций от с о о т в е т с т в у ю щ и х векторов . Для по 
лучения графика кусочно-заданной ф у н к ц и и : 
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Экран 

» ИНеСРезультаты эксперимента') 

plotyy. Ф у н к ц и я plotyy вызывается от двух пар в х о д н ы х 
аргументов (векторов) и приводит к появлению двух линий 
графиков , к а ж д о й из к о т о р ы х отвечает своя ось ординат. 

Графики оформляются в MatLab специальными коман
дами и ф у н к ц и я м и . Сетка наносится на оси командой grid 
on, а убирается при п о м о щ и grid off. Заголовок размещает
ся в графическом окне посредством функции title, вход 

ным аргументом которой яв 
ляется строка , заключенная в 
апострофы (экран 99) . 

При наличии нескольких 
графиков требуется расположить легенду, обратившись к 
legend. Надписи легенды, заключенные в апострофы, ука 
з ы в а ю т с я во в х о д н ы х аргументах ф у н к ц и и legend, их чис
ло должно совпадать с числом линий графиков . Кроме того , 
последний дополнительный входной аргумент определяет 
положение легенды: 

Ш -1 — вне графика в правом верхнем углу графическо 
го окна ; 

10 — выбирается л у ч ш е е п о л о ж е н и е в пределах графи
ка так , ч т о б ы как м о ж н о м е н ь ш е перекрывать сами 
г р а ф и к и ; 

i 1 — в верхнем правом углу графика (это положение 
используется по у м о л ч а н и ю ) ; 

1 2 — в верхнем левом углу графика; 
13 — в нижнем левом углу графика; 
14 — в н и ж н е м правом углу графика. 

Ф у н к ц и и xlabel и ylabel предназначены для подписей 
к о с я м , их в х о д н ы е аргументы т а к ж е з а к л ю ч а ю т с я в апо
с т р о ф ы . 

Обратимся теперь к визуализации векторных и матрич
ных данных. Самый простой способ отображения векторных 
данных состоит в использовании функции plot с вектором в 
качестве входного аргумента. При этом получающийся в виде 
ломаной линии график символизирует зависимость значе
ний элементов вектора от их индексов. Второй дополнитель
ный аргумент может определять цвет, стиль линии и тип 
маркеров, например: plot (х, ' к о ' ) . Вызов функции plot от 
матрицы приводит к нескольким графикам, их число совпа
дает с числом столбцов матрицы, а каждый из них является 
зависимостью элементов столбца от их строчных индексов. 
Цвет и стиль линий и тип маркеров сразу для всех линий 
также определяется вторым дополнительным аргументом. 

Наглядным способом представления матричных и век
т о р н ы х данных являются разнообразные диаграммы. Про-

»х = [0.72.1 2.5 1.9 0.8 1.3]; 
» bar(x) 

стейшая столбцевая диаграм
ма строится при п о м о щ и функ
ции bar ( экран 100) . 

Дополнительный числовой 
аргумент bar указывает на ширину столбцов (по умолча
нию он равен 0 .8 ) , а значения, большие единицы, напри
мер bar (х, 1.2), приводят к частичному п е р е к р ы т и ю столб
цов . Указание матрицы во входном аргументе bar приводит 
к построению групповой диаграммы, ч и с л о групп совпада
ет с числом строк м а т р и ц ы , а внутри к а ж д о й группы стол
биками о т о б р а ж а ю т с я значения элементов с т р о к . 

Круговые диаграммы в е к т о р н ы х данных получаются с 
п о м о щ ь ю ф у н к ц и и pie, которая имеет некоторые особенно
сти по сравнению с bar. Различаются два случая : 

1) если сумма элементов вектора больше или равна едини
це, то выводится полная круговая диаграмма, площадь каж
дого ее сектора пропорциональна величине элемента вектора; 

2) если сумма элементов вектора меньше единицы, то 
результатом является неполная круговая диаграмма, в к о 
торой площадь каждого сектора пропорциональна величи
не элементов вектора , в предположении , что площадь всего 
круга равна единице . 

Сравните, например, pie ([0.1 0.2 0.3]) и pie ([1 2 3]). 
М о ж н о отделить некоторые секторы от всего круга диаграм
м ы , для чего следует вызвать pie со вторым аргументом — 
вектором той же длины, что исходный. Ненулевые элемен
ты второго вектора соответству
ют отделяемым секторам. 

Следующий пример пока
зывает , как отделить от диа
граммы сектор , соответствую
щ и й н а и б о л ь ш е м у элементу 
вектора х ( экран 101) . 

Подписи к секторам диаграммы указываются во втором 
дополнительном входном аргументе , к о т о р ы й заключается 
в фигурные с к о б к и (экран 102) . 

Экран 102 

Экран 101 

»х = [0.3 21.4 0.5 0.9]; 
»[m,k] = max(x); 
» v = zeros(size(x)); 
» v(k) = I; 
» pie(x.v) 

» pie([2400 3450 1800 5100],{'Март','Апрель','Май','Июнь'}) 

Ф у н к ц и и bar и pie имеют аналоги: 
Ш barh — построение столбцевой диаграммы с горизон

тальным расположением столбцов ; 
Ш ЬагЗ, pie3 — построение объемных диаграмм. 

При обработке больших массивов векторных данных 
часто требуется получить информацию о т о м , какая часть 
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»x = randn(1,10000); 
»int = [-2:0.5:2]; 
» n = histc(x,int); 
» bar(int,n, 'histc') 

д а н н ы х находится в том или ином интервале. Ф у н к ц и я hist 
предназначена для отображания гистограммы данных и 
н а х о ж д е н и я числа данных в интервалах. Входным аргу
ментом hist является вектор с данными, а выходным — 
вектор , содержащий количество элементов, попавших в каж
дый из интервалов. По умолчанию берется десять равных 
интервалов. Например, вызов hist (randn (1 , 5000)) приво
дит к появлению на экране гистограммы данных, распреде
ленных по нормальному закону, а п = hist (randn (1,5000)) — 
к заполнению вектора п длины десять (при этом гистограм
ма не строится) . Число интервалов указывается во втором 
дополнительном аргументе hist. М о ж н о задать интервалы, 
использовав в качестве второго аргумента не число, а вектор, 
содержащий центры интервалов. Более удобно задавать ин
тервалы не центрами, а границами. В этом случае требуется 

з к р а н 1 0 3 сначала определить количество 
элементов в интервалах при по
м о щ и функции histc, а затем 
применить bar со специальным 
аргументом lhistc' (пример на 
экране 103) . 

Визуализация функций двух переменных в MatLab м о 
ж е т быть осуществлена н е с к о л ь к и м и способами, но все они 
предполагают однотипные предварительные действия. Рас 
с м о т р и м здесь только построение графиков функций двух 
переменных на прямоугольной области определения. Пред
п о л о ж и м , что требуется получить поверхность функции 

z (х, у) = е х s i n (тпу); х е [ -1 ,1 ] ; у е [ 0 , 2 ] . 

П е р в ы й шаг состоит в задании сетки на прямоуголь 
н и к е , т . е . т о ч е к , к о т о р ы е б у д у т использоваться для в ы 
ч и с л е н и я значений ф у н к ц и и . Для генерации сетки пре
д у с м о т р е н а ф у н к ц и я meshgrid, вызываемая от двух вход 
н ы х аргументов — в е к т о р о в , з а д а ю щ и х разбиения по о сям 

хну. Ф у н к ц и я meshgrid в оз 
вращает два в ы х о д н ы х аргу
мента , я в л я ю щ и е с я матрица
ми ( экран 104) . 

М а т р и ц а X с о стоит из о д и н а к о в ы х с т р о к , равных пер
в о м у в х о д н о м у аргументу — в е к т о р у в meshgrid, а матри
ца У — из о д и н а к о в ы х с т о л б ц о в , с о в п а д а ю щ и х со вторым 
в е к т о р о м в meshgrid. Такие м а т р и ц ы о к а з ы в а ю т с я необ
х о д и м ы м и на втором шаге при заполнении матрицы Z, 
к а ж д ы й элемент к о т о р о й является значением ф у н к ц и и 
z(x, у) в т о ч к а х сетки . Использование поэлементных опе-

Экран 104 

»[X.Y] = meshgrid(-1:0.1:1.0:0.1:2); 

» Z = ехр(-Х).' sin(pi Y); 

Экран 106 

» mesh(X,Y,Z) 

раций при в ы ч и с л е н и и ф у н к - э к р а н Ю5 

ции z(x, у) приводит к требуе 
мой матрице (экран 105) . 

Д л я п о с т р о е н и я г р а ф и к а 
z(x, у) о сталось вызвать п о д х о 
д я щ у ю графическую ф у н к ц и ю 
(экран 106) . На экране появляется графическое о к н о , со 
держащее к а р к а с н у ю поверхность исследуемой ф у н к ц и и . 
Цвет поверхности соответствует значению ф у н к ц и и . 

Команда colorbar приводит к о т о б р а ж е н и ю в графиче
ском окне столбика , п о к а з ы в а ю щ е г о соотношение м е ж д у 
цветом и значением z(x, у). Цветовые палитры графика 
м о ж н о изменять , пользуясь функцией colormap, например 
colormap (gray) о тображает график в оттенках серого цве
та. Некоторые цветовые палитры приведены н и ж е : 

Ш bone — п о х о ж а на палитру gray, но с легким оттенком 
синего цвета; 

т colorcube — к а ж д ы й цвет изменяется от темного к яр 
к о м у ; 

Ш cool — оттенки голубого и пурпурного цветов ; 
Ш copper — оттенки медного цвета; 
Ш hot — плавное изменение : ч е р н ы й - к р а с н ы й - о р а н ж е 

в ы й - ж е л т ы й - б е л ы й ; 
Ш hsv — плавное изменение (как цвета радуги) ; 
Ш jet — плавное изменение: с и н и й - г о л у б о й - з е л е н ы й - ж е л 

т ы й - к р а с н ы й ; 
Ш spring — оттенки пурпурного и желтого ; 
Ш summer — оттенки зеленого и желтого ; 
Ш winter — оттенки синего и зеленого. 

MatLab предоставляет целый набор графических функ
ций для визуализации функций двух переменных, среди них : 

ж surf — залитая цветом каркасная поверхность ; 
Ш meshc, surf с — поверхности с линиями уровня на плос 

кости ху; 
Ш contour — плоский график с линиями уровня ; 
Ш contourf — залитый цветом плоский график с л и н и я м и 

уровня ; 
Ш contours — поверхность , составленная из линий уровня; 
Ш surfl — освещенная поверхность . 

Все перечисленные функции экран Ю7 

допускают то же самое обраще
ние, что и mesh (экран 107) . 

Остановимся подробнее на 
нескольких вопросах. Первый из них: как изменять установ
ки , определенные по умолчанию, при отображении функций 

» sufr(X, Y, Z) 
» contourf(X, Y, Z) 
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Экран 108 Экран 109 

» contourf(X, Y, Z, 10) » contour(X,Y,Z, [-0.51 -0.25 -0.01 0.89]) 

линиями уровня при помощи contour, contourf и contours. 
Число линий уровня задается в четвертом дополнительном 
аргументе (пример на экране 108) . 

Вместо числа линий уровня м о ж н о указать в векторе те 
значения z(xy), для к о т о р ы х требуется построить линии 
уровня (экран 109) . 

Н е с к о л ь к о сложнее нанести подписи с соответствую
щ и м значением z(x, у) к к а ж д о й линии уровня. Для этого 
придется вызвать contour с двумя в ы х о д н ы м и аргумента
м и , первый из них — матрица с информацией о положении 
линий уровня , а второй — вектор с указателями на линии . 
П о л у ч е н н ы е переменные следует использовать в качестве 
в х о д н ы х аргументов ф у н к ц и и clabel (экран 110) . 

Экран 110 

» [CMatr. h] = contour(X, Y, Z, [-0.51 -0.25 -0.01 0.89]); 
» clabel(CMatr, h) 

Залитые цветом каркасные поверхности , построенные 
при п о м о щ и surf и surfc, имеют постоянный цвет в преде
лах каждой ячейки. Команда shading interp, вызываемая 
после surf и surfc, служит для плавного изменения цвета в 
пределах ячеек и скрытия линий сетки на поверхности. 
Если желательно убрать сетку и сохранить постоянный цвет 
ячеек , то достаточно использовать shading flat, a shading 
faceted придает графику п р е ж н и й вид. 

Графические функции по умолчанию располагают по
верхность так , что наблюдатель видит ее часть под некото
рым углом, а другая — скрыта от взора. Положение наблю
дателя определяется двумя углами: азимутом (AZ) и углом 
возвышения (EL). Азиму т отсчитывается от оси , противопо
л о ж н о й у, а угол возвышения — от плоскости ху. Осмотреть 

поверхность со всех сторон по
зволяет функция view. Вызов 
функции view с двумя выход
ными аргументами и без вход
н ы х дает возможность опреде
лить текущее положение на
блюдателя (углы выводятся в 

градусах, экран 111) . Эти значения MatLab использует по 
у м о л ч а н и ю при построении трехмерных графиков . Для за
дания положения наблюдателя следует указать азимут и 
угол возвышения (в градусах) в качестве в х о д н ы х аргумен-

Экран 111 

» [AZ, EL] = view 
AZ = 

-37.5000 
EL = 

30 

тов view, например: view (0, 90) показывает вид на график 
сверху. Перед поворотом графика целесообразно расставить 
обозначения к о с я м , используя, как и для двумерных графи
ков xlabel и ylabel, и zlabel для подписи к вертикальной оси. 
Функция view допускает еще несколько вариантов вызова : 

Ш view (3) — возврат к стандартным установкам; 
Ж view ([х, у, z]) — помещение наблюдателя в т о ч к у с 

координатами х, у, z. 
Освещенная поверхность строится при п о м о щ и функ

ции surfl, которая позволяет получить наглядное представ
ление о поведении исследуемой ф у н к ц и и . Следует учесть , 
что лучше сочетать вызов surfl с к о м а н д о й shading interp 
и цветовой палитрой , с о д е р ж а щ е й б о л ь ш о е количество от
тенков (gray, copper, bone, winter и т. д . ) , п о с к о л ь к у п о 
верхность обладает свойствами рассеивания , о т р а ж е н и я и 
п о г л о щ е н и я света , и с х о д я щ е г о от некоторого источника . 
Положение источника м о ж н о задавать в четвертом допол
нительном аргументе surfl, причем либо вектором из двух 
элементов (азимут и угол возвышения источника) , либо 
вектором из трех элементов (положение источника света в 
системе координат осей) , например: surfl(X, Y, Z, [20 80]) 
или surfl(X, Y, Z, [6 8 11]). 

Разберем теперь работу с несколькими графиками. Пер
вый вызов л ю б о й графической ф у н к ц и и приводит к появ 
л е н и ю на экране графического окна Figure No. 1, содержа
щего оси с графиком. Однако при дальнейших обращениях 
к графическим ф у н к ц и я м п р е ж н и й график пропадает, а 
новый выводится в то же самое о к н о . Команда figure пред
назначена для создания пустого графического окна . Если 
требуется получить несколько графиков в разных о к н а х , 
то перед вызовом графических ф у н к ц и й следует прибегать 
к figure. Графические окна при этом нумеруются так : Figure 
No. 2, Figure No. 3 и т. д. 

К а ж д о е о к н о имеет свои оси , при наличии н е с к о л ь к и х 
пар осей (в одном окне или в р а з н ы х ) в ы в о д графиков 
производится в т е к у щ и е о с и . Последняя созданная пара 
осей является т е к у щ е й . Для того ч т о б ы выбрать т е к у щ и е 
оси из н е с к о л ь к и х и м е ю щ и х с я , достаточно щ е л к н у т ь по 
ним левой к н о п к о й м ы ш и перед в ы з о в о м графической 
ф у н к ц и и . В о з м о ж н а и обратная с и т у а ц и я , когда в процес 
се работы требуется добавлять графики к у ж е и м е ю щ и м 
ся на н е к о т о р ы х о с я х . В этой ситуации перед добавлением 
графика следует выполнить к о м а н д у hold on. Для завер
ш е н и я такого р е ж и м а достаточно воспользоваться коман
дой hold off. 
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Экран 112 

» subplot(2, 3,1) 

Экран 113 

» subplot(2, 3, 3) 
»bar([1.2 0.3 2.8 0.9]) 
» subplot(2, 3, 6) 
» surf(X, Y, Z) 

В одном графическом окне м о ж н о расположить несколь
ко осей со своими графиками. Ф у н к ц и я subplot предназна
чена для разбиения окна на части и определения текущей 
из н и х . П р е д п о л о ж и м , что требуется вывести графики на 
ш е с т ь пар осей в одно графическое о к н о (две по вертикали 

и три по горизонтали) . Со
здайте графическое окно при 
п о м о щ и figure и выполните 
команду , показанную на эк
ране 1 1 2 . 

В левом верхнем углу окна 
п о я в и л и с ь о с и . Первые два 
аргумента в subplot указыва
ют на общее число пар осей 

по вертикали и горизонтали, а последний аргумент означает 
номер данной пары осей. Нумерация идет слева направо, 
сверху вниз. Используйте subplot (2, 3, 2), subplot (2, 3, 6) 
для создания остальных пар осей. Вывод любой из графи
ческих функций можно направить в н у ж н ы е оси , указав их 
при п о м о щ и subplot (2 , 3, k) (пример на экране 113) . 

11.3.5. ФАЙЛ-ФУНКЦИИ И ФАЙЛ-ПРОГРАММЫ 

Встроенный язык программирования MatLab достаточ
но прост , он содержит н е о б х о д и м ы й м и н и м у м конструк
ций . Прежде чем программировать в MatLab, необходимо 
понять , что все программы могут б ы т ь либо файл-функция
м и , либо файл-программами. Файл-программа является 
т е к с т о в ы м файлом с расширением т (М-файлом) , в кото 
ром записаны команды и операторы MatLab. Разберем, 
как создать п р о с т у ю файл-программу. 

В MatLab имеется редактор М - ф а й л о в , для запуска 
к о т о р о г о следует нажать к н о п к у New M-file на панели 
и н с т р у м е н т о в рабочей среды либо выбрать в меню File в 
п у н к т е New подпункт M-file. На экране появляется окно 
редактора . Наберите в нем какие -либо к о м а н д ы , напри

м е р , п р о с т е й ш у ю файл-про-
Экран 114 

х = [-1:0.01:1]; 
У = ехр(х); 
plot(x, у) 
grid on title ('Экспоненциальная функция') 

г р а м м у для построения гра
ф и к а (экран 114) . 

Для запуска программы 
или ее части есть несколько 
с п о с о б о в . П е р в ы й — выде

лить операторы при помощи м ы ш и , удерживая левую кноп
к у , или при п о м о щ и к л а в и ш и <Shift> со с т р е л к а м и , 
<PageUp>, <PageDown> и выбрать в м е н ю Text пункт 
Evaluate Selection (или нажать <F9> ) . Выделенные опера

торы выполняются последовательно, точно так ж е , как если 
бы они были набраны в командной строке . Очевидно , что 
работать в М - ф а й л е удобнее , чем из командной строки , 
поскольку м о ж н о сохранить программу, добавить операто
ры, выполнять отдельные команды, не пробегаясь по исто 
рии команд, как в случае командной строки . 

После того как программа сохранена в М-файле , к при
меру в myprog.m, для ее запуска м о ж н о использовать пункт 
Run меню Debug либо набрать в командной строке имя 
М-файла (без расширения) и нажать Enter, т. е. в ы п о л 
нить, как команду MatLab. При таких способах запуска 
программы следует учесть важное обстоятельство — путь к 
каталогу с М - ф а й л о м должен быть известен MatLab. Сде
лайте каталог с файлом myprog т е к у щ и м . 

Установка текущего каталога производится из окна Current 
Directory рабочей среды. Если это окно отсутствует, то следует 
выбрать пункт Current Directory меню View рабочей среды. 
Для выбора желаемого каталога на диске нажмите кнопку, 
расположенную справа от раскрывающегося списка. 

Когда текущий каталог установлен, то все М-файлы, на
ходящиеся в нем, могут быть запущены из командной строки 
либо из редактора М-файлов. Все переменные файл-програм
мы после ее запуска доступны в рабочей среде, т. е. являются 
глобальными. Убедитесь в этом, выполнив команду whos. Бо
лее того, файл-программа мо
жет использовать переменные Экран 115 

»а = [0.1 0.4 0.3 1.9 3.3]; рабочей среды. Например, если 
была введена команда, показан
ная на экране 115 , то файл-программа, содержащая строку 
bar(a), построит столбцовую диаграмму вектора а (разумеет
ся, если он не был переопределен в самой файл-программе). 

Файл-функции отличаются от файл-программ тем, что 
они могут иметь входные и выходные аргументы, а все пере
менные, определенные внутри файл-функции, являются ло
кальными и не видны в рабочей среде. М-файл, содержащий 
файл-функцию, должен начинаться с заголовка, после него 
записываются операторы MatLab. Заголовок с о с т о и т из 
слова function, списка в ы х о д н ы х аргументов , имени файл-
ф у н к ц и и и списка в х о д н ы х аргументов. Аргументы в спис
ках разделяются запятой. Простейшая файл-функция с двумя 
входными и одним выходным аргументами (экран 116) . 

Наберите этот пример в но
вом файле в редакторе и со
храните его. MatLab предлага
ет в качестве имени М - ф а й л а 

function с = mysum(a, b); 
с = а + b; 
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» s = mysum(2, 3) 
s = 

5 

название файл-функции, т. e. mysum.m. Убедитесь , что ка
талог с файлом mysum.m является т е к у щ и м , и вызовите 
файл-функцию mysum из командной строки (экран 117) . 

Экран 117 При вызове файл-функции 
mysum произошли следующие 
с о б ы т и я : входной аргумент а 
получил значение 2 ; входной 
аргумент Ъ стал равен 3; сум

ма а и Ь записалась в выходной аргумент с; значение вы
х о д н о г о аргумента с получила переменная s рабочей среды 
и результат вывелся в командное о к н о . 

Заметьте, что оператор с = а + b в файл-функции mysum 
завершен точкой с запятой для подавления вывода локальной 
переменной с в командное окно . Очевидно, что для просмотра 
значений локальных переменных при отладке файл-функций 
не следует подавлять вывод на экран значений требуемых 
переменных. Практически все функции MatLab являются 
файл-функциями и хранятся в одноименных М-файлах. Функ
ция sin допускает два варианта вызова: sin(x) и у = sin(x), в 
первом случае результат записывается в ans, а во втором — в 
переменную у. Наша функция mysum ведет себя точно так же . 
Более того, входными аргументами mysum могут быть масси
вы одинаковых размеров или массив и число. 

Разберем теперь, как создать файл-функцию с несколь
к и м и в ы х о д н ы м и аргументами. Список в ы х о д н ы х аргу
ментов в заголовке файл-функции заключается в квадрат
ные с к о б к и , сами аргументы отделяются запятой. В каче
стве примера приведена файл-функция quadeg, которая по 
заданным коэффициентам квадратного уравнения находит 
его корни (экран 118) . 

При вызове quadeg из командной строки используйте 
квадратные с к о б к и для указания переменных, в которые 
будут занесены значения корней (экран 119) . 

Заметьте, что файл-функ
ц и ю quadeg м о ж н о вызвать без 
выходных аргументов, или толь
ко с одним выходным аргумен
т о м . В этом случае вернется 
только первый корень. 

Файл-функция может и не 
иметь входных или выходных 
аргументов , заголовки таких 
файл-функций следующие : 
f u n c t i o n noout (a , b ) , f u n c t i o n 
[v , u ] = n o i n , f u n c t i o n noarg( ) . 

Экран 118 

function [x1, x2] = quadeg(a, b,c); 
• = ь л 2 -4 - а"с ; 
x1 = (-b + sqrt(D)) / (2 ' a); 
x2 = ( -b -sqr t (D) ) / (2 'a ) ; 

Экран 119 

»[r1,r2] = quadeg(1,2, 3); 
r1 = 

-1 
r2] = 

- 2 

Экран 120 

x = [-2:0.01:2]; 
for beta = -0.5:0.1:0.5 
y = exp(beta'x).'sin(x); 
plotfx, y) 
hold on 
end 
hold off 

11.3.6. ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Я з ы к программирования MatLab с о д е р ж и т основной 
набор к о н с т р у к ц и й : операторы ветвления и ц и к л ы . Про 
стота языка программирования окупается о г р о м н ы м коли
чеством встроенных ф у н к ц и й , к о т о р ы е позволяют решать 
задачи из различных областей. 

Цикл for используется для 
повторения операторов в слу
чае, когда число повторений 
заранее известно . В цикле for 
используется счетчик цикла , 
его начальное значение, шаг 
и конечное значение указыва
ю т с я через двоеточие . Блок операторов, размещенный внут
ри цикла, должен заканчиваться словом end ( экран 120) . 

Файл-программа для вывода графиков ф у н к ц и и : 

= е$х sinx,x е [ - 2 , 2 ] , р е [ - 0 . 5 , 0 . 5 ] . 
Если шаг равен единице, то его указывать не обязательно. 
Ц и к л for подходит для повторения заданного числа оп

ределенных действий . В том случае, когда число повторов 
заранее неизвестно и определяется в ходе выполнения бло
ка операторов , следует организовать цикл while. Ц и к л while 
работает, пока выполнено условие цикла . Файл-функция 
negsum находит с у м м у всех первых отрицательных эле
ментов вектора (экран 121) . 

В качестве операторов от
ношения используются симво
л ы : >, < , > = , < = , = = 
(равно) , - = (не равно) . Файл-
функция negsum имеет один 
недостаток: если все элемен
ты массива — отрицательные 
числа, то k становится боль
ше длины массива х , что при
водит к ошибке (пример на эк
ране 122) . 

Кроме проверки значения 
x(k) следует позаботится о том, чтобы значение k не превосхо
дило длины вектора х. Вход в цикл должен осуществляться 
только при одновременном выполнении условий k < = length (х) 
и x(k) < 0, т. е. необходимо применить логический оператор 
« и » , обозначаемый в MatLab символом &. Замените условие 
цикла на составное: k < = length {х) & х (k) < 0. Если первое 
из условий не выполняется, то второе условие проверяться не 

Экран 121 

function s = negsum(x) 
s = 0; 
k=1; 
while x(k) < 0 
s = s + x(k); 
k = k+ 1; 
end 

Экран 122 

» b = [-2 -7 -1 -9 -2 -5 -4]; 
» s = negsum(b) 
??? Index exceeds matrix dimensions. 
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Экран 123 

будет, именно поэтому выбран такой порядок операторов. 
Теперь файл-функция negsum работает верно для л ю б ы х 
векторов . 

Логический оператор «или» обозначается символом вер
тикальной черты |, а отрицание — при п о м о щ и тильды ~. 

Ц и к л ы могут быть вложены друг в друга. Например, для 
поиска суммы элементов матрицы, расположенных выше 

главной диагонали, следует ис
пользовать два цикла for, при
чем начальное значение счет
чика внутреннего цикла зависит 
от текущего значения счетчика 
внешнего цикла (экран 123). 

Ветвление в ходе работы про
граммы осуществляется при по
мощи конструкции if-elseif-else. 
Каждая из ветвей elseif должна 

содержать условие выполнения блока операторов, размещен
ных после нее. Важно понимать, что условия проверяются 
подряд, первое выполненное условие приводит к работе соот
ветствующего блока, выходу из конструкции if-elseif-else и 
переходу к оператору, следующему за end. У последней ветви 
else не должно быть никакого условия. Операторы, находя
щиеся между else и end, работают в том случае, если все 
условия оказались невыполненными. Предположим, что тре
буется написать файл-функцию для вычисления кусочно-за
данной функции: ( л _ г л 

function s = upsum(A) 
[n m] = size(A); 
s = 0; 
fori = l:n 

forj = I + l:m 
s = s + A(i, j); 

end 
end 

Ф)-
1 - e i x , x<-l, 

x 2 - x - 2 , -l<x<2, 

2- х, x>2. 

Первое условие x < — 1 проверяется в ветви if. Условие 
-1 < = х не требуется включать в с л е д у ю щ у ю ветвь elseif, 
п о с к о л ь к у в эту ветвь программа заходит , если предыдущее 
условие (х < - 1 ) оказалось не выполнено. Условие х > 2 про
верять не надо — если не выполнены два предыдущих усло

в и я , то х будет больше двух . 
Файл-функция для вычисле 
ния кусочно -заданной функ 
ции дана на экране 124 . 

Х о д работы программы мо
ж е т определяться значением 
некоторой переменной (пере
ключателя ) . Такой альтерна
тивный способ ветвления про-

function f = pwf(x) 
i f x< -1 
f = 1 - e x p ( - 1 - x ) ; 
elseif x < = 2 
f = x " 2 - x - 2 ; 
else 
f = 2 - x ; 
end 
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Экран 125 

граммы основан на использовании оператора переключения 
switch. Переменная-переключатель помещается после switch 
через пробел. Оператор switch содержит блоки , начинающи
еся со слова case, после каждого case записывается через 
пробел то значение переключателя, при котором выполняет
ся данный б л о к . Последний б л о к начинается со слова 
otherwise, его операторы работают в том случае, когда ни 
один из блоков case не был выполнен. Если х о т я бы один из 
блоков case выполнен, то происходит выход из оператора 
switch и переход к оператору, следующему за end. 

Предположим, что требуется найти количество единиц и 
минус единиц в заданном массиве и, кроме того , найти сум
му всех элементов, отличных от единицы и минус единицы. 
Следует перебрать все элементы массива в цикле, причем в 
роли переменной-переключателя будет выступает текущий 
элемент массива. Файл-функция по заданному массиву воз
вращает число минус единиц в первом выходном аргументе, 
число единиц — во втором, а с у м м у — в третьем (экран 125) . 

Блок case может быть вы
полнен не только при одном оп
ределенном значении переклю
чателя, но и в том случае, когда 
переключатель принимает одно 
из нескольких допустимых зна
чений. В этом случае значения 
указываются после слова case в 
фигурных скобках через запя
тую , например, case {1, 2, 3}. 

Досрочное завершение цик
ла while или for осуществляет
ся при помощи оператора break. 
Пусть , например, требуется по 
заданному массиву х образовать 
н о в ы й массив у по правилу 
y(k) = x(k + l)/x(k) до первого 
нулевого элемента x(k), т. е. до 
тех пор, пока имеет смысл опе
рация деления. Номер первого 
нулевого элемента в массиве х 
заранее неизвестен, более того , 
в массиве х м о ж е т и не быть нулей. Решение задачи состоит 
в последовательном вычислении элементов массива у и пре
кращении вычислений при обнаружении нулевого элемента 
в х. Файл-функция, демонстрирующая использование опе 
ратора break для выхода из цикла, дана на экране 126. 

function [m, р, s] = mpsum(x) 
m = 0; 
Р = 0; 
s = 0; 
fori = 1:length(x) 

switch x(i) 
case -1 

m = m + 1; m = m + 1; 
case 1 

p = p + 1 
otherwise 

s = s + 1 
end 

end 

Экран 126 

function у = div(x) 
fork = 1:lenth(x)-1 

if x(k) = = 0 
break 

end 
y(k) = x(k + 1)/x(k); 
end 
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11.3.7. НЕЙРОСЕТЕВОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ 
НА РЫНКЕ ЦЕННЫХ БУМАГ 

Нейросети находят свое применение в таких отраслях , 
как прогнозирование, классификация, аппроксимация и др. 

Задача эта весьма популярна. Действительно, обладая 
х о р о ш и м инструментом на р ы н к е , м о ж н о , «играя» своим 
портфелем ценных бумаг , весьма быстро и легко зарабо
тать большое количество денег. Инструмент п о м о ж е т опре
делить с известной вероятностью, когда нужно бумагу про
дать (цена будет падать) , когда покупать (цена будет рас
ти ) . Для демонстрации возможностей нейросетей используем 
встроенную библиотеку работы с нейросетями. 

П у с т ь известен график динамики котировок ценной бу
маги (рис . 41) . Требуется проанализировать в о з м о ж н о с т ь 
прогнозирования дальнейшего поведения цены на бумагу , 
используя механизм нейронных сетей. 

у 
/ 

4 5 7 8 
Рис. 41 
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Преобразуем данный график в последовательность ар
гументов и значений ф у н к ц и и ц е н ы . 

А р г у м е н т [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 14 , 1 5 , 
1 6 , 1 7 , 1 8 , 19 , 2 0 , 2 1 , 2 2 , 2 3 , 2 4 , 2 5 , 2 6 , 2 7 , 2 8 , 2 9 , 3 0 , 3 1 , 
3 2 , 3 3 , 34 ] . 

Цена [76, 7 7 , 7 7 . 5 , 7 9 . 5 , 8 1 , 8 2 , 8 1 . 5 , 8 2 , 8 1 . 5 , 8 2 , 8 2 , 
8 2 . 5 , 8 2 , 8 2 . 5 , 8 4 , 8 5 . 5 , 8 6 , 8 7 , 8 7 , 8 6 . 5 , 8 6 . 5 , 8 7 . 5 , 8 8 , 
8 8 . 5 , 8 8 . 5 , 9 0 , 9 0 . 5 , 9 2 , 9 2 , 9 2 , 9 2 , 9 2 , 9 3 , 94 ] . 

В качестве нейронной сети выберем сеть типа Feed Forward 
Neural Network общего типа (например, MLP-сеть с двумя 
слоями) . В первом слое располагалось 4 нейрона с переходной 
функцией TANSIG (рис. 42), а во втором слое располагается 
один нейрон с переходной функцией P U R E L I N (рис. 43) . 

Чтобы иметь возможность проверить результаты, возьмем 
из исходной последовательности аргументов первые 28 (для 
обучения в дальнейшем м о ж н о опускать первые аргумен-
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т ы ) , возьмем с о о т в е т с т в у ю щ и е им значения ц е н ы , предста
вим их в качестве массивов (примеры — по 4 входа , и с х о 
дя из количества в х о д н ы х нейронов) : 

pi = [ 1 , 2 , 3 , 4 ] , р2 = [5 , 6, 7, 8 ] , рЗ = [9 , 1 0 , 1 1 , 12] , 
р4 = [13 , 1 4 , 1 5 , 16 ] , р5 = [17 , 18 , 1 9 , 2 0 ] , 
рб = [ 2 1 , 2 2 , 2 3 , 24 ] , р7 = [ 25 , 2 6 , 2 7 , 2 8 ] , 
tl = [76 , 7 7 , 7 7 . 5 , 79 .5 ] , t2 = [ 81 , 8 2 , 8 1 . 5 , 8 2 ] , 
гЗ = [ 8 1 . 5 , 8 2 , 8 2 , 8 2 . 5 ] , t4 = [82 , 8 2 . 5 , 8 4 , 8 5 . 5 ] , 
г5 = [86 , 8 7 , 8 7 , 8 6 . 5 ] , t6 = [ 8 6 . 5 , 8 7 . 5 , 8 8 , 8 8 . 5 ] , 
tl = [ 8 8 . 5 , 9 0 , 9 0 . 5 , 92 ] . 
Далее сконструируем новую FFNN-сеть с ч е т ы р ь м я вхо 

дами, одним в ы х о д о м , с ограничениями на вход от 0 до 4 0 : 
net = newff([0 40 ] , [5 l],{'tansig' 'purelin'}). 

Для наглядности построим график исходной последова
тельности: plot(p, t, 'о') (рис . 44) 

Назначим параметр обучения сети с учителем (погреш
ность и п р о х о д ы ) : net.trainParam.epochs = 5 0 . 

Дальше о б у ч и м сеть алгоритмом обратного распростра
нения: net = train(net, р\, tl). И так далее, все 7 векторов . 

Получим сеть с обновленными весами: у = sim(net, р). 
Построим графики (исходный ценовой и график, кото 

рый строится на основе выхода нейронной сети) : plot(p, t,p, 
у, 'о') (рис. 45 ) . 

10 15 20 25 50 
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Рис. 46 

Дальше зададим аргумен
т ы , для к о т о р ы х мы хотим 
получить прогноз от сети на 
значение ц е н ы : р8 = [29 , 3 0 , 
3 1 , 32 ] . 

Для проверки сформируем 
массив правильных ответов: 
t8 = [92 , 9 2 , 9 2 , 92] . Подадим 
заданный массив аргументов 
на сеть: у = sim(net, pi). 

Выведем график полученных ответов от сети и исход 
н ы й , сравним результаты: plotipl, tl, pi, у, ' о ' ) (рис. 46 ) . 

Для более точного расчета н у ж н о много больше данных 
и очень четкий их отбор . 

11 .4 . 
К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Е З А Д А Н И Я 

Р е ш и т ь в QSB и Excel: 
Задание 1. Товарный бетон производится на четырех заво

дах. В смену первый завод может выдать 120 м 3 бетона, вто
рой — 60 м 3 , третий — 180 м 3 , четвертый — 100 м 3 . Бетон 
потребляется на пяти строительных площадках. В смену на 
первой стройплощадке нужно 80 м 3 бетона, на второй — 110 м 3 , 
на третьей — 130 м 3 , на четвертой — 90 м 3 , на пятой — 120 м 3 . 
Матрица стоимости перевозок показана в таблице 73 . 

Требуется определить : с 
какого завода на какую строй
площадку и в к а к о м к о л и ч е 
стве следует возить бетон так , 
ч т о б ы с у м м а р н ы е затраты на 
п е р е в о з к и б ы л и б ы м и н и 
мальны. 

Задание 2 . Ф и р м а долж
на решить , какое количество 
чистой стали — х\ и какое ко 

личество металлолома — х 2 следует использовать для при
готовления литья для одного из своих заказчиков . 

Известно, что производственные затраты в расчете на 1 т 
чистой стали равны 3 д. е. , а в расчете на 1 т металлоло
ма — 5 д. е. Заказ предусматривает не менее 5 т литья, при 
этом заказчик готов купить и больше. Запасы чистой стали 
не превышают 4 т, а запасы металлолома не превышают 6 т. 
Отношение веса металлолома к весу чистой стали в сплаве 
не должно превышать 7 / 8 . Производственные условия тако
вы, что на процессы плавки и литья не может быть израсхо-

1 

Заво
ды 

Стройплощадки Заво
ды 1 2 3 4 5 

1 11 6 5 3 8 

2 2 4 9 6 7 

3 4 8 7 10 12 

4 8 3 5 2 6 

довано более 18 ч, при этом 
на 1 т стали уходит 3 ч, а на 
1 т металлолома — 2 ч произ
водственного времени. 

Задание 3. В состав фир
мы входят три п р е д п р и я т и я , 
в ы п у с к а ю щ и е р а з н о р о д н у ю 
п р о д у к ц и ю . Следует р е ш и т ь , 
как распределить между ними 
в текущем плановом периоде 
имеющийся у фирмы ограни
ченный ресурс (например, де
нежные средства), чтобы сум
марная величина прибыли от 
всех предприятий была бы мак
симальной. Прибыль, получае
мая от каждого предприятия в 
зависимости от количества вы
деляемого ему ресурса, пока
зана в таблице 74. 

Задание 4. Найти кратчай
ш и й маршрут из пункта 1 в 
пункт 9 на циклической до 
р о ж н о й сети, матрица с м е ж 
н о с т и к о т о р о й приведена в 
таблице 7 5 . 

Задание 5 . Р е ш и т ь зада
ч у к о м м и в о я ж е р а . Р а с с т о я 
ния м е ж д у пунктами заданы 
в таблице 76. 

Задание 6. Авиакомпании 
предстоит решить, какое коли
чество топлива следует заку
пить у нефтяных компаний при 
соблюдении следующих требо
ваний. Нефтяные компании мо
гут в течение месяца поставить 
следующее количество топли
ва: компания 1 — 2,5 тыс . л; 
компания 2 — 5 тыс . л; ком
пания 3 — 6 тыс . л. Авиаком
пании требуется 1 т ы с . л в 
аэропорту 1; 2 тыс . л в аэро
порту 2; 3 тыс . л в аэропор
ту 3; 4 тыс . л в аэропорту 4. 

Таблица 74 

Количество Предприятие 
ресурса 1 2 3 

0 0 0 0 

1 1 2 0 

2 4 3 3 

3 6 5 6 

4 8 7 8 

5 9 9 10 

6 10 11 12 

Таблица 75 

н Пункт 
X 
>. 
с 

1 2 3 4 5 (i 7 8 9 

1 5 3 2 

2 5 6 7 

3 3 6 4 2 4 8 
4 2 4 6 7 
5 2 2 6 5 

6 4 6 2 3 4 

7 8 6 2 5 
8 7 3 5 3 
9 1 5 Л :5 

Та б лица 76 

П
ун

кт
 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 0 7 12 3 г. 8 4 2 
2 5 0 7 5 11 2 7 8 
3 7 4 0 9 6 5 10 4 
4 3 7 10 0 9 3 5 11 
5 10 2 4 7 0 5 8 5 
6 4 8 6 11 3 0 7 9 
7 5 7 3 9 1 7 0 VI 

8 11 9 5 7 3 9 6 0 

2 3 8 2 3 9 



Таблица 77 

Аэро
порт 

Нефтяная компания Аэро
порт 1 2 3 

1 12 6 10 
2 10 11 14 
3 8 11 13 
4 11 13 9 

Таблица 78 

За
вод 

Клиент За
вод 1 2 3 4 5 

1 0,05 0,07 0,10 0,15 0,15 

2 0,08 0,06 0,09 0,12 0,14 

3 0,10 0,09 0,08 0,10 0,15 

Стоимость 1 л топлива с учетом транспортных расходов 
приведена в таблице 77 . 

Задание 7. Ф и р м а производит мелкие детали для про
м ы ш л е н н ы х изделий и продает их через своих посредни
ков по фиксированной цене 2 ,5 р у б . / ш т . Число посредни
ков равно 5. Коммерческие прогнозы показывают , что в 
планируемом месяце объемы поставок клиентам соответ
ственно составят : 3 0 0 0 , 3 0 0 0 , 10 0 0 0 , 5 0 0 0 и 4 0 0 0 ш т у к . 

Ф и р м а имеет три завода, производственные м о щ н о с т и 
к о т о р ы х соответственно равны 5 0 0 0 , 10 0 0 0 и 12 500 дета
лей в месяц . Себестоимость одной детали, изготовленной 
на заводе 1, равна 1 р у б . / ш т . , на заводе 2 — 0 ,9 р у б . / ш т . , 
на заводе 3 — 0,8 р у б . / ш т . 

Транспортные расходы, связанные с доставкой одной де
тали на склады клиентов , приведены в таблице 78 . 

Требуется определить оптимальную загрузку каждого из 
заводов на планируемый месяц. 

Задание 8 . В аэропорту и м е ю т с я три группы контейне
ров с различными грузами. Масса контейнера 1 типа 14 т, 
с т о и м о с т ь груза в нем — 120 р у б . ; контейнер 2 типа: мас
са — 16 т, стоимость 180 руб . ; контейнер 3 типа: масса — 
20 т , с тоимость 2 5 0 руб . 

Требуется загрузить самолет грузоподъемностью 100 т так, 
чтобы суммарная стоимость груза на борту была бы макси

мальной, и при этом самолет 
не был бы перегружен. 

Задание 9 . Организация 
имеет следующие минималь
ные потребности в количестве 
работников в различное время 
суток (табл. 79). При этом нуж
но иметь в виду, что период 1 
следует сразу за периодом 6. 

К а ж д ы й работник работа
ет 8 ч без перерыва. Служба 
к а д р о в п ы т а е т с я с о с т а в и т ь 

Таблица 79 

Время 
суток, 
часы 

Номер 
пе

риода 

Минималь
ная потреб
ность в ра

ботниках за 
период 

2-6 1 20 
6-10 2 40 
10-14 3 70 
14-18 4 90 
18-22 5 60 
22-2 6 30 
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расписание д е ж у р с т в на к а ж д ы е с у т к и т а к и м о б р а з о м , 
чтобы обойтись м и н и м а л ь н ы м ч и с л о м р а б о т н и к о в , не на
рушая требований , у к а з а н н ы х в таблице . 

Сколько для этого потребуется работников? 
Задание 10 . В течение месяца завод должен выпустить 

8 наименований изделий. Затраты на переналадку обору
дования при переходе от выпуска i - r o изделия на в ы п у с к 
;'-го изделия приведены в таблице 8 0 . 

В какой последователь
ности следует в ы п у с к а т ь 
и з д е л и я , ч т о б ы с у м м а р 
ные затраты на переналад
ку оборудования были бы 
минимальны? 

Таблица 80 

де
ли

е 

1 2 3 4 5 6 7 8 
п 
5 

1 0 4 8 5 7 3 8 11 

2 4 0 5 8 6 12 7 2 

3 6 8 0 11 9 4 3 7 

4 2 4 6 0 3 10 7 9 

5 5 3 2 7 0 4 4 6 

6 8 5 7 3 8 0 9 3 

7 5 8 2 3 5 1 0 7 

8 2 1 7 5 8 6 10 0 

Задание 1 1 . Разрабо 
тать план выпуска изделий 
и хранения их на складе 
готовой продукции на ше
стимесячный плановый пе
риод с января по и ю н ь при 
условии , что к а ж д ы й ме
сяц завод должен о т п у с 
кать потребителю 3 едини
цы изделий. С т о и м о с т ь производства 0 ш т у к — 0 р у б . ; 
1 ш т у к и — 13 р у б . ; 2 ш т у к — 16 руб . ; 3 ш т у к — 19 руб . ; 
4 ш т у к — 22 руб . ; 5 ш т у к — 25 руб . Максимальная м о щ 
ность завода — 5 изделий в месяц. Стоимость хранения од
ного изделия на складе — 2 р у б . / м е с . Количество храни
м ы х изделий определяется на конец текущего месяца. Мак
симальная емкость склада готовой продукции — 4 изделия. 
Запас изделий на конец и ю н я должен быть равен н у л ю . 

Необходимо составить план так , чтобы был обеспечен 
требуемый отпуск изделий потребителю и при этом с у м 
марные затраты на производство и хранение изделий на 
складе были бы минимальны. 

Задание 12 . В условие примера о производстве печенья 
и бисквитов внесите необходимые изменения, определите 
новый оптимальный план и значение целевой ф у н к ц и и . 

A. П р е д п о л о ж и м , что спрос на печенье ограничен и 
составляет 1 0 0 0 кг . 

Б. П р е д п о л о ж и м , что по заключенным ранее договорам 
фирма обязалась произвести и продать 1000 кг б и с к в и т о в . 

B. Предположим, что к имеющемуся запасу сахара м о ж 
но докупить его по цене 14 р у б . / к г . Сколько сахара выгодно 
докупить , и какова ожидаемая величина выгоды? 

9 - 2 9 1 7 
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Ч А С Т Ь В Т О Р А Я 

Т И П О В Ы Е М О Д Е Л И 

М Е Н Е Д Ж М Е Н Т А 

Ни один учебный предмет, описывающий конкретную 
отрасль знаний, не может удлинить человеку руку. 
Но он может расширить его возможности, подняв че
ловека на плечи его предшественников. 

П. Ф. Драккер 
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ГЛАВА 12 

МАКРОЭКОНОМИЧЕСКИЕ 
МОДЕЛИ 

Доводы, до которых человек додумывается сам, обыч
но убеждают его больше, нежели те, которые пришли 
в голову другим. 

Блез П а с к а л ь 

Один человек выпнвдет БОЧОНОК КВАСА ЗА 14 дней, А вместе 
с женой — зд 10 дней. ЗА сколько дней женд ОДНА выпнвдет 
Т А К О Й же БОЧОНОК КВАСА? 

С Т А Р И Н Н А Я З А Д А Ч А 

2 4 4 2 4 5 



Таблица 81 
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определитель матрицы (Е  А) не равен нулю, т. е. мат

рица (Е  А) имеет обратную матрицу (Е  А)'1; 

матричный ряд 

Е + А + А2 + А3 + . . . = £ А ' 
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Для определения элементов первого квадранта матери
ального межотраслевого баланса воспользуемся формулой 
хп =aij-Xj, т. е . : 

*п = 0 ,3 • 7 7 5 , 3 = 2 3 2 , 6 ; 
х12 = 0,1 • 5 1 0 , 1 = 5 1 ; 

* i 8 = 0 ,4 • 729 ,6 - 2 9 1 , 8 и т. д. 

Составляющие третьего квадранта (условно чистая про 
дукция) находятся как разность м е ж д у объемами валовой 
продукции и суммами элементов с о о т в е т с т в у ю щ и х столб
цов найденного первого квадранта. 

Результаты расчета представлены в таблице 8 2 . 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли 
Конечный 

продукт 
Валовый 
продукт 

Производящие 
отрасли 

1 2 3 

Конечный 
продукт 

Валовый 
продукт 

1 2 3 2 , 6 51 2 9 1 , 8 2 0 0 7 7 5 , 3 

2 155 ,1 2 5 5 0 1 0 0 5 1 0 , 1 

3 2 3 2 , 6 5 1 1 4 5 , 9 3 0 0 7 2 9 , 6 

Условно чистая 
продукция 1 5 5 , 0 153 ,1 2 9 1 , 9 6 0 0 -
Валовый 
продукт 7 7 5 , 3 5 1 0 , 1 7 2 9 , 6 - 2 0 1 5 , 0 
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12.4 . 
М Е Ж П Р О Д У К Т О В Ы Й Б А Л А Н С 

М е ж п р о д у к т о в ы й баланс используется для обеспечения 
полной взаимоувязки планов производства группы взаимо
связанных предприятий либо группы цехов одного пред
приятия. 

Рассмотрим м е ж п р о д у к т о в у ю балансовую модель на 
примере предприятия, у которого в каждом цехе произво
дится только один вид продукции в объеме Xt(i = 1, п). 
Отдельный вид продукции м о ж е т быть использован как 
п р о м е ж у т о ч н ы й продукт , идущий на внутреннее потребле
ние (передаваемый другим цехам) , и как конечный про
дукт , п о с т у п а ю щ и й непосредственно потребителю. 

Обозначим через xtj — количество продукции t -ro вида, 
потребляемой для изготовления /*-й продукции в количе
стве Xj\ через Y t — выпуск конечной продукции i - r o вида. 

Потребность в производстве продукции i - r o вида (вало
вый выпуск ) равна сумме промежуточного и конечного про
дукта : п 

У'=1 

Обозначим через а,ц — норму расхода продукции i - r o 
вида на производство продукции ;'-го вида (аи = хц/Xj). Это 
так называемый коэффициент п р я м ы х затрат. Тогда 

или в матричной форме : 

X = А • X + У. 

Из этого балансового уравнения м о ж н о найти: 
1) валовый выпуск продукции путем у м н о ж е н и я мат

р и ц ы коэффициентов п о л н ы х затрат на вектор конечной 
продукции : 

X = (Е - А)'1 • У; 
2 ) распределение продукции м е ж д у цехами путем ум

ножения коэффициентов п р я м ы х затрат на валовый вы
п у с к : 

Хц - ayXj. 

П р и м е р 2 . Три цеха предприятия в ы п у с к а ю т продук
ц и ю трех видов . Часть продукции идет на внутреннее по
требление, остальная является конечным продуктом . Со
ставить м е ж п р о д у к т о в ы й баланс производства и распреде
ления продукции , если известны коэффициенты прямых 
затрат и конечный продукт (табл. 83 ) : 
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Таблица 83 

Производящие 
цехи 

Потребляющие цехи Конечная 
продукция 

Валовая 
продукция 

Производящие 
цехи 1 2 3 

Конечная 
продукция 

Валовая 
продукция 

1 2 3 2 , 6 51 2 9 1 , 8 2 0 0 7 7 5 , 3 

2 155 ,1 2 5 5 0 1 0 0 5 1 0 , 1 

3 2 3 2 , 6 5 1 1 4 5 , 9 3 0 0 7 2 9 , 6 

Итого 6 2 0 , 3 3 5 7 4 3 7 , 7 6 0 0 2 0 1 5 
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ствованными м о д и ф и к а ц и я м и ф у н к ц и и К о б б а - Д у г л а с а . 
В условиях конкретного предприятия производственную 
ф у н к ц и ю м о ж н о реализовать как набор организационно-
технических мероприятий . 

Использование производственной функции в составе мо
дели хозяйственного расчета позволяет рассмотреть изме
нение показателей предприятия во времени (накопление 
необходимой суммы капитальных ресурсов , изменение фон
да оплаты труда, влияние выделяемых ресурсов на измене
ние объема производства и т. п . ) . Распределение хозрас 
четного дохода в r-м году выполняется через производствен
н у ю ф у н к ц и ю , что предопределяет выпуск продукции в 
(t + 1 ) -м году. Тем самым закладывается основа для полу
чения хозрасчетного дохода на (t + 1 ) -й год и обеспечива
ется последующий рекуррентный расчет. 

1 2 . 6 . 
П Р О С Т Е Й Ш А Я М О Д Е Л Ь Э П И Д Е М И И 

За многие годы существования человечества огромное число 
людей погибло от различных эпидемий. Чума, холера, грипп 
и некоторые другие болезни нередко поражали значительные 
массы людей. Для того чтобы иметь возможность бороться с 
эпидемиями, т. е. своевременно применять те или иные ме
дицинские мероприятия (карантины, вакцинации и т. п . ) , 
необходимо уметь сравнивать эффективность этих мероприя
тий. Сравнить же их можно только в том случае, если есть 
возможность предсказать, как при том или ином мероприя
тии будет меняться ход эпидемии, т. е. как будет меняться 
число заболевших. Отсюда возникает необходимость в построе
нии модели, которая могла бы служить целям прогноза. 

Для простоты мы будем рассматривать последствия са
м о г о простого мероприятия — естественный ход эпидемии. 

Модель эпидемии может включать влияние факторов раз
личных уровней. Так, можно учесть законы, управляющие 
деятельностью бактериальных клеток, степень восприимчи
вости к инфекции отдельных людей , когда заболевший ста
новится источником инфекции, вероятности встречи носи
телей инфекции со здоровыми людьми и многие другие фак
торы. Иными словами, полная модель эпидемии должна 
затронуть области, изучаемые по меньшей мере тремя наука
ми : микробиологией, медициной и социальной психологией. 

Так как нашей целью является лишь создание иллюст
ративной модели, то здесь мы абстрагируемся от многих 
факторов. Тем не менее даже в такой грубой модели удается 
воспроизвести обычно наблюдаемое в эпидемиях явление — 
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ГЛАВА 13 

МОДЕЛИ РЕГИОНАЛЬНОЙ 
ЭКОНОМИКИ 

То, что широкая дорога для одного, для другого — ката
строфа. 

Джалалад-дин Р у м и 

У одного человека не выло ндручных ЧАСОВ, НО З А Т О ДОЛЛА 
внселн точные плетенные Ч А С Ы , которые он ИНОГДА З А Б Ы В А Л 
З А В О Д И Т Ь . О Д Н А Ж Д Ы , З А Б Ы В В очередной рдз здвести Ч А С Ы , 
он отпрлвнлея в гости к своему другу, провел у того вечер, А 
вернувшись доллой, суллел прдвнльно П О С Т А В И Т Ь Ч А С Ы . К А К И . И 
оврдзолл ел\у УДАЛОСЬ это сделдть, если вре.ия в пути злрднее 
известно не выло? 

С Т А Р И Н Н А Я З А Д А Ч А 

1 3 . 1 . 
П Р О Г Н О З И Р О В А Н И Е 

П О К А З А Т Е Л Е Й Р А З В И Т И Я Р Е Г И О Н А 
На развитие предпринимательства в регионе и регио

нальной экономики в целом оказывают влияние множество 
факторов : природные условия и природные ресурсы, демо
графический фактор , сложившаяся структура хозяйствен
ного комплекса , развитость финансово-банковской системы, 
конъюнктура региональных, национальных и мировых рын
ков ресурсов и сбыта готовой продукции. 

Для составления плана развития региона необходимо 
выявить влияние таких факторов на показатели экономи
ки региона в будущем. Но определить точные количествен
ные зависимости м е ж д у показателями и в л и я ю щ и м и на 
них факторами не представляется в о з м о ж н ы м , поэтому со 
ставляют прогнозы. 

Научно обоснованные прогнозы д а ю т в о з м о ж н о с т ь ре 
гиональным органам управления ф о р м у л и р о в а т ь сцена
рии развития отраслей , т е х н и ч е с к о г о прогресса , размеще
ния п р о и з в о д и т е л ь н ы х с и л , н а р о д о н а с е л е н и я , рабочей 
с и л ы , р а с ш и р е н и я сырьевой базы, с овершенствования ин
ф р а с т р у к т у р ы . 

В разработке прогнозов используют данные за прошед
шие периоды и некоторые гипотезы на будущее . 

Пусть в простейшем случае значение y t показателя у в 
t-м году (например, объемы п р о м ы ш л е н н о г о или сельско
хозяйственного производства) зависит только от значений 
этого показателя в предыдущие г о д ы . Тогда м о ж н о запи
сать зависимость 

Ух = V-iVt-i + + • • ' « • + акУг-к> 
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В
ид
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а,п ааг #п * а ра 0U21 а, 22 На ра 

1 2 0,5 20 80 35 1,5 0,8 0 50 30 

2 4 5 0 50 50 4,5 4 20 200 55 

3 3 2 20 160 40 3,2 2,5 0 50 36 

Лимит 
ресурсов 

Ols, bis 
570 330 - - - 960 840 - - -
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13.4 . 
Н А Л О Г О В А Я П О Л И Т И К А 

Налоговые поступления являются главной д о х о д н о й 
частью бюджетов всех уровней — федерального, региональ
ного и местного . На д о л ю налоговых поступлений п р и х о 
дится с в ы ш е 8 0 % всех поступлений в б ю д ж е т . Так как 
различные налоги ф о р м и р у ю т б ю д ж е т ы разных уровней, а 
федеральные налоги распределяются м е ж д у б ю д ж е т а м и в 
разных с о о т н о ш е н и я х , то и налоговые поступления в до
ходную часть б ю д ж е т о в разных уровней будут по объему 
различными. П р и этом следует иметь в виду, что налоговая 
политика должна исходить из принципа с т и м у л и р у ю щ е й 
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Ограничения на объем в ы р а в н и в а ю щ и х трансфертов по 
районам устанавливаются обратно пропорционально д о х о 
дам, расходам на 1 руб . доходов к расходам в виде: 
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ГЛАВА 14 

МОДЕЛИ 
МАРКЕТИНГА 

Никакая реклама не поможет продать то, что про
дать невозможно. 

С. П а р к и н с о н 

ХОЗЯИН НАНЯЛ РАБОТНИКА И 0К6ЩАЛ 6Л\у ДАТЬ 12 руБЛСЙ И 
кдф'гдн. Но т о т , прорАкотАк 7 месяцев, здхотел уйти. При 
рдсчете он получил кдфтАИ и 5 рувлей. Сколько стоит кдфтдн? 

СТАРИННАЯ ЗАДАЧА 

14.1. 
И Г Р О В А Я МОДЕЛЬ 

О Б М Е Н А Т О В А Р А М И 
(МОДЕЛЬ Э Д Ж В О Р Т А ) 

Рассмотрим игру двух лиц с ненулевой с у м м о й . Игрок 
А имеет а единиц товара, игрок В — Ь единиц другого 
товара. При обмене товарами к а ж д ы й из игроков стремит
ся извлечь пользу. 

Для участника А итог обмена обозначим через (х, у), 
для участника В итог деятельности будет (а - х, b - у). 
Для определяемых величин х и у учитываются ограничива
ю щ и е условия. Значение х находится в пределах от 0 до а, 
значение — в пределах от 0 до Ъ. 

В координатах х, у для прямоугольника д о п у с т и м ы х 
значений и с к о м ы х неизвестных строятся линии равной 
выгодности . Для участника А это совокупность параллель
н ы х в ы п у к л ы х ф у н к ц и й , для участника В — это совокуп
ность параллельных вогнутых функций . Точки в о з м о ж н ы х 
условий контракта — это точки касания функций полезно
сти результата для участников . 

14.2. 
З А Д А Ч А П Р И К Р Е П Л Е Н И Я 

ПОТРЕБИТЕЛЕЙ К П О С Т А В Щ И К А М 

Объединение имеет в своем составе три филиала, кото 
рые в течение месяца производят однородную п р о д у к ц и ю . 
Эту п р о д у к ц и ю получают три потребителя, расположенные 
в разных местах . 

Тарифы перевозок единицы груза от филиалов к потре
бителям, м о щ н о с т и поставщиков и спрос потребителей за
даны в таблице 8 7 . 
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Таблица 87 

Поставщики 
Стоимость перевозок 

к потребителям Мощности 

1 2 3 поставщиков 

1 7 6 4 120 

2 3 8 5 100 

3 2 3 7 80 

Спрос потребителей 90 90 120 

Требуется составить такой план прикрепления потреби
телей к поставщикам, при котором о б щ а я стоимость пере
возок за месяц будет минимальной . 

Р е ш е н и е . Это — транспортная задача. Обозначим че
рез Хц — объем перевозок от i - r o поставщика к у'-му потре
бителю. Оптимальное решение задачи: # 1 2 = 10 , # 1 3 = 1 1 0 , 
#21 — 9 0 , лг2з = Ю, лг32 = 80 ед. ; значение целевой функции 
при оптимальном решении L = 1 0 6 0 . 

14 .3 . 
МОДЕЛЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ С Т А Д И И 

Ж И З Н Е Н Н О Г О Ц И К Л А Т О В А Р А 

Модель основана на изменении в ы р у ч к и по годам для 
всех товаров , в х о д я щ и х в анализируемую группу . 

П у с т ь изменения распределены нормально . Если рост 
в ы р у ч к и меньше ц - 0 , 5а , то это фаза спада. Если больше 
ц. + 0,5ст, то фаза роста . Если в п р о м е ж у т к е , то зрелость 
или н а с ы щ е н и е . Если в ы р у ч к а до 5% от прогнозируемого 
м а к с и м у м а в ы р у ч к и , то фаза внедрения. Если уменьшает 
ся доля п р о д у к т а в сбыте предприятия , с н и ж а е т с я мар
ж и н а л ь н ы й д о х о д от продукта , то его н у ж н о снимать с 
производства . 

14.4. 
МОДЕЛЬ В Ы Б О Р А 

СЕГМЕНТОВ Р Ы Н К А 

Пусть п — число в о з м о ж н ы х сегментов рынка данного 
предприятия и данного товара (п > 2); N — число сегмен
тов , на к о т о р ы х предприятие желало бы продавать свой 
товар (N < п); Kj — количество товара, которое м о ж е т быть 
реализовано на у-м сегменте; Cj — удельные переменные 
затраты по реализации товара на у-м сегменте; Zj — сово
купные постоянные затраты по реализации товара на у-м 
сегменте; Pj — цена товара на у'-м сегменте, Р — минималь
но необходимая выручка. 

Обозначим через х, — булеву переменную, которая по 
казывает , целесообразно или нет работать на у-м сегменте. 

Тогда модель выбора сегмента: 
л 

14 .5 . 
С Т Р У К Т У Р Н А Я М О Д Е Л Ь СПРОСА 

Путем анкетирования потенциальных покупателей об
рабатываются сведения о желаемой очередности п о к у п о к 
определенного товарного набора, а также о фактической 
очередности п о к у п о к этих товаров в п р о ш л о м . 

П о этим сведениям определяют вероятность P i ; т о го , 
что i-й товар будет куплен у-м покупателем по очередности . 
Эти вероятности составляют квадратную матрицу Р = {Р; ; } . 
Затем определяют удельный вес покупателей d h и м е ю щ и х 
в наличии i - в и д о в товаров (i = 0, 1, п - 1). 

Назовем е м к о с т ь ю р ы н к а набор вероятностей г ь озна
ч а ю щ и х вероятность т о г о , что покупатель , приобретая ка
к о й - т о товар , купит и м е н н о i-й товар . Обозначив через D 
и R с оответственно в е к т о р - с т о л б ц ы удельных весов d t и 
е м к о с т е й rt: 

м о ж н о оценить емкость р ы н к а в целом 
R = PD 

и определить спрос на исследуемые товары. 
П р и м е р 1. Пусть по анкетам определена матрица веро

ятностей очередности п о к у п о к трех видов товаров: стираль
н ы х машин, холодильников , пылесосов (матрица Р ) , а так
же удельный вес этих товаров , и м е ю щ и х с я у покупателей 
(матрица D). 
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Тогда емкость рынка составит : 

( 0,9 0 ,04 0 , 0 6 л 

= 0 ,02 0 ,2 0 , 8 8 
0 ,07 0 ,8 0 ,13 

' 0 , 3 Л 

0 , 4 3 
0 ,27 

^0 ,9 0 , 3 + 0 ,04 0 , 4 3 + 0 , 0 6 0,27^ 
0 ,02 0 ,3 + 0 ,2 0 , 4 3 + 0 , 8 8 0 ,27 = 0,3 
0 , 0 7 0 ,3 + 0 ,8 0 , 4 3 + 0 ,13 0 , 2 7 у 0 , 4 , 

т . е . п о к у п к и стиральной м а ш и н ы и холодильника равно
вероятны (по 0 ,3) , а вероятность п о к у п к и пылесоса равна 
0 ,4 , при условии, что п о к у п к и будут совершены. 

Если известно , что численность покупателей данного 
сегмента составляет , например , 4 и к а ж д ы й из них обяза
тельно купит хотя бы один из этих видов товаров , то спрос 
составит: на стиральные м а ш и н ы и холодильники по 0,3 • 4, 
а на п ы л е с о с ы — 0 ,4 • 4 ед. 

14 .6 . 
Р Е Г Р Е С С И О Н Н А Я М О Д Е Л Ь СПРОСА 

Данная модель строится в виде уравнений, характери
з у ю щ и х зависимость потребления товаров и услуг от раз
л и ч н ы х факторов . Модель м о ж е т быть как однофакторной, 
так и многофакторной . 

В таблице 88 представлены статистические данные о 
расходах на питание ( у ) , д у ш е в о м доходе (xi) и размере 
семьи (х2) для девяти групп семей . 

Таблица 88 

№ 
Исходные данные Расчетные данные 

№ 
У XI Х2 «12 УХ\ Х\Х2 Х22 УХ2 

1 433 628 1,5 394384 271924 942 2,3 649,5 

2 616 1577 2,1 2486929 971432 3311,7 4,4 1293,6 

3 900 2659 2,7 7070281 2393100 7179,3 7,3 2430 

4 1113 3701 3,2 13697401 4119213 11843,2 10,2 3561,6 

5 1305 4796 3,4 23001616 6258780 16306,4 11,6 4437 

1488 5926 3,6 35117476 8817888 21333,6 13,0 5356,8 

7 1645 7281 3,7 53012961 11977245 26939,7 13,7 6086,5 

8 1914 9350 4,0 87422500 17895900 37400 16,0 7656 

9 2411 18807 3,7 353703249 45343677 69585,9 13,7 8920,7 

Е 11825^ 54725 27,9 575906797 98049159 194841,8 92,1 40391,7 
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Е„ 
у 1 3 1 3 , 9 

Это означает, что при увеличении душевого дохода на 
1% и неизменном размере семьи расходы на питание уве
личатся на 0 , 4 5 6 % , а увеличение (условное) на один про 
цент размера семьи при неизменном душевом доходе при
ведет к возрастанию расходов на питание на 0 , 5 3 0 % . 

14 .7 . 
З А Д А Ч А И Г Р У Ш Е Ч Н Ы Х ДЕЛ 

М А С Т Е Р А 

14.8 . 
М О Д Е Л И Р О В А Н И Е Ц И К Л А 

« И С С Л Е Д О В А Н И Е - П Р О И З В О Д С Т В О » 
НОВОГО Т О В А Р А 

Процессы (фазы) подготовки производства и освоения 
нового изделия характеризуются с т о х а с т и ч н о с т ь ю , кото 
рая определяется факторами неопределенности: колебания
ми потребительского спроса, случайными действиями кон
курентов , перебоями в материально-техническом снабже
нии, нестабильностью инфляции, банкротством смежников , 
неплатежами. Все это ведет к более ранним срокам вывода 
товаров с рынка , прекращению производства и досрочному 
п о и с к у , о своению н о в ы х изделий, т . е . фирма представля
ется как открытая система, подверженная внешним слу
чайным воздействиям. 

Ц и к л «исследование -производство» для этой фирмы 
может быть описан марковским случайным процессом с 
дискретным состоянием и непрерывным временем. При этом 
будут справедливы следующие д о п у щ е н и я : 

Ш с о стояния системы считаются д и с к р е т н ы м и , так как 
м о ж н о указать четкие границы начала и конца пребы
вания в к а ж д о м из этих состояний; 

Ш с овокупность состояний образует цепь (последователь
ность) с непрерывным временем. Для каждого момента t 
вероятность л ю б о г о дискретного со стояния S i + X систе 
мы зависит только от ее состояния Si в настоящем и не 
зависит от того , когда она в него пришла. Поэтому 
последовательность состояний системы отвечает усло
в и ю ординарности потока событий ; 
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Ш система переходит из какого -либо со стояния в другое 
в случайные м о м е н т ы , указать к о т о р ы е н е в о з м о ж н о , 
а вероятность перехода из одного состояния в другое за 
время At равна А.̂ . 
Таким образом, цикл «исследование -производство» но

в ы х изделий сводится к м а р к о в с к о м у случайному процессу 
с дискретными состояниями и непрерывным временем при 
д о п у щ е н и и , что реальный п о т о к событий заменяется пуас-
соновским. 

Переходными со стояниями цикла могут быть (рис . 48) : 
Ш Si — поисковые работы ( Н И О К Р ) ; 
Ш S 2 — подготовка производства (реконструкция цехов, уча

стков, демонтаж, монтаж, наладка оборудования, изготов
ление оснастки, закупка материалов и комплектующих) ; 

Ш S 3 — освоение производства (обучение персонала, от 
ладка технологии , изготовление партии, испытания , 
нормирование труда) ; 

Ш S4 — выпуск продукции ; 
Ш S5 — реализация п р о д у к ц и и . 

Рте. 48 

При этом из каждого со стояния система м о ж е т перейти 
в состояние свертывания работ S n (по тем же причинам — 
из-за банкротства с м е ж н и к о в , смены стратегий, эффектив
н ы х действий конкурентов ) . 

Ц и к л «исследование -производство» по схеме марков
с к о г о процесса с д и с к р е т н ы м и со стояниями и непрерыв
н ы м временем характеризуется вероятностью Pk(t) и сред
ним временем t k пребывания системы в к а ж д о м из состоя
ний. Вероятности Pk{t) о п и с ы в а ю т с я системой уравнений 
Колмогорова : 

Варианты 
Возможные состояния получения прибыли 

Варианты 
«отличное» «нормальное» «плохое» 

I Рп Oil Pi2 а,2 Ра а;з 

1 0,6 55 0,1 22 0,3 -5 

2 0,2 100 0,7 30 о д -20 

3 0,7 40 0,2 25 0,1 5 
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Г Л А В А 15 

МОДЕЛИ ФИНАНСОВОГО 
МЕНЕДЖМЕНТА 

Самый большой и наименее рациональный риск из всех 
возможных — риск ничегонеделания. 

П. Ф. Драккер 

Хозяин нанял работника с тлкнл\ условней: за каждый равочнй 
день вудет платить е.иу по 20 копеек, а ЗА каждый неравочий 
день — вычитать 30 копеек. По прошествии 60 дней рлвотник 
ничего не здрдвотдл. Сколько выло рлвочнд- дней? 

Старинная задача 

15.1. 
МОДЕЛИ Р А З М Е Щ Е Н И Я 

И Р А З В И Т И Я П Р О И З В О Д С Т В А 
15.1.1. ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

РАЗВИТИЯ ПРОИЗВОДСТВА 

Пусть планируется развитие отрасли по стране в целом 
или в экономическом районе. Потребность в данном виде 
продукта задана. Известны п у н к т ы , в к о т о р ы х действуют 
или могут быть построены предприятия, в ы п у с к а ю щ и е дан
ный продукт . По к а ж д о м у такому пункту строительства 
или реконструкции и расширения предприятия в о з м о ж н ы 
различные варианты м о щ н о с т и предприятия. Для каждого 
предполагаемого предприятия в к а ж д о м пункте производ
ства и каждого варианта строительства или расширения 
предприятия м о ж н о определить зависимость себестоимо
сти продукции и капитальных вложений от производствен
ной м о щ н о с т и предприятия. Эта зависимость определяется 
экономистами на основании опыта действующих предприя
тий, паспортных данных основного технологического обору
дования, типовых проектов новых заводов и т. п. Кроме того, 
для каждого пункта, учитывая сырьевую базу и другие фак
торы, экономист может указать наибольшую производствен
ную мощность , которую м о ж н о там сосредоточить . 

Требуется выбрать производственные м о щ н о с т и пред
приятий так , ч т о б ы суммарные расчетные годовые затраты 
по всем предприятиям были наименьшими в о з м о ж н ы м и . 

Составим математическую модель задачи. 
Пусть Xj — производственная м о щ н о с т ь у'-го предприя

тия (у = 1, N); В — суммарная производственная м о щ 
ность всех N предприятий; Dj, dj — соответственно наиболь
шая и наименьшая производственные мощности , которые 
может иметь у'-е предприятие; Ф у(д: ;) — годовые расчетные 
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X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

Oi(Xi) 0 10 13 

Ф 2(Х 2) 0 0 15 21 26 31 35 

Фз(Х3) 0 9 18 26 32 38 

Ф4(Х4) 0 8 13 19 

Таблица 92 
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

щ{Х\) 0 10 13 

ф2(Хг) 0 6 11 16 20 

фз(Хз) 0 9 18 26 32 38 

щ(Хл) 0 8 13 19 
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Таблица 93 

Х 2 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 

0 6 11 16 20 

0 0 0 6 11 16 2 0 

10 10 10 16 2 1 2 6 3 0 

2 0 1 3 13 19 2 4 2 9 3 3 

3 0 

8 0 

Таблица 94 
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 

ft© 0 6 11 16 2 0 2 9 3 3 

щз 0 10 2 0 3 0 4 0 3 0 4 0 

Таблица 95 

F i f t - Хз) 

Хз 

F i f t - Хз) 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 

F i f t - Хз) 
фз(Хз) 

F i f t - Хз) 

0 9 18 26 32 38 

0 0 0 9 18 2 6 3 2 3 8 

1 0 6 6 1 5 24 3 2 3 8 4 4 

2 0 11 11 2 0 2 9 3 7 4 3 4 9 

3 0 16 16 2 5 3 4 4 2 4 8 5 4 

4 0 2 0 2 0 2 9 3 8 4 6 5 2 

5 0 2 9 2 9 3 8 4 7 5 5 

6 0 3 3 3 3 3 9 5 1 

7 0 

8 0 

Таблица 96 
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 

Я * ® 0 6 11 16 2 0 2 9 3 3 3 9 5 1 

0 0 0 0 0 10 0 10 2 0 

Таблица 97 

%-х* 

X* 

%-х* 
0 10 2 0 30 40 50 60 70 80 %-х* 

Ф<(Х4) 
%-х* 

р 8 13 19 

0 0 

10 6 

2 0 11 

3 0 16 

4 0 2 0 

5 0 29 4 8 

6 0 3 3 4 6 

70 39 4 7 

8 0 5 1 5 1 
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Таблица 98 

Пункт сбыта Цена Затраты на перевозку 

1 200-0,1x1 1,5 + 0,l;yi 

2 150-0,08x2 1,5 + 0,05;у2 

Таблица 99 

Стратегии 
компании 

Состояние природы 
Стратегии 
компании благоприятный 

рынок 
неблагоприятный 

рынок 

Строить большой завод 800 -180 

Строить малый завод 100 -20 

Ничего не строить 0 0 

от состояния природы (рынка) : благоприятного или небла
гоприятного (табл. 99) . 

Возможно проведение маркетингового исследования рын
ка, которое дает почти совершенную информацию. Стои
мость исследования 10 д. е . Результаты исследования мо
гут быть п о л о ж и т е л ь н ы м и (благоприятный рынок) с веро
ятностью 0 ,45 и отрицательными (неблагоприятный рынок) . 
При положительных результатах исследования рынок будет 
благоприятным с вероятностью 0 ,8 . При отрицательных ре
зультатах рынок будет неблагоприятным с вероятностью 0,7 . 

Требуется принять решение в у словиях неопределенно
сти (когда неизвестны вероятности состояния рынка ) , в 
условиях риска (вероятности состояний природы 0 ,5 и 0,5) 
и в у словиях определенности. 

Р е ш е н и е . Для принятия решений в условиях неопре
деленности могут использоваться три критерия: максимакс 
( оптимистический) , максимин (пессимистический) и рав
новероятный (табл. 100) . 

Таблица 100 

Maximax = 200 Maximin = 0 Равновероятный — 40 

max(200, -180) = 200 min(200, -180) = -180 (200 + (-180)) / 2 = 10 

100 -20 40 

0 0 0 

Строить большой завод Ничего не строить Строить малый завод 

298 299 



Вывод : провести рыночное исследование и при положи

тельном результате построить большой завод, при отрица

тельном — малый завод. 

Задание 1. Предлагаются три варианта строительства 

завода, необходимо выбрать из них оптимальный. 

Большой завод, требующий 3 млн долл. капиталовложе

ний, при высоком спросе даст 1 млн долл. годового дохода в 

течение 10 лет. Если спрос будет высоким только два первых 

года, компания получит доход 100 тыс. долл. в год. Если спрос 

будет низким, то с момента пуска доход — 100 тыс . долл. 

3 0 0 

Малый завод, требующий 1,3 млн долл. капиталовложе

ний, при высоком первоначальном спросе в два первых года 

даст 4 5 0 т ы с . долл. дохода в год. Затем при высоком спро

се — 300 тыс . долл. в год, при низком — 40 тыс . долл. в год. 

Такой же доход — при первоначальном низком спросе. 

Расширение малого завода через два года требует 2,2 млн 

долл. дополнительных капиталовложений. При высоком спро

се расширенный завод на протяжении 8 лет будет приносить 

700 тыс . долл. в год, при низком — 50 тыс . долл. в год. 

Уровень спроса м о ж е т быть установлен с определенной 

долей вероятности : первоначально высокий спрос без пос 

ледующего снижения — 0 ,6 ; первоначально высокий спрос , 

с н и ж а ю щ и й с я впоследствии, — 0 , 1 ; первоначально низ

к и й , о с т а ю щ и й с я на том же уровне , — 0 , 3 ; низкий , возра

с т а ю щ и й впоследствии, — 0. Вероятность первоначально 

в ы с о к о г о спроса — 0 ,7 (0 ,6 + 0,1) . Если спрос останется вы

соким, вероятность высокого уровня спроса — 0 ,86(0 ,6 :0 ,7 ) 

и вероятность низкого — 0 , 1 4 . 

15.1.4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
КАПИТАЛОВЛОЖЕНИЙ 

П р и м е р 1 . Вам , к а к р у к о в о д и т е л ю предприятия , выде 

лено 10 млн руб . для увеличения в ы п у с к а п р о д у к ц и и . Че 

тыре в а ш и х заместителя (по п р о и з в о д с т в у , т е х н о л о г и и , 

капитальному строительству , с н а б ж е н и ю ) предлагают на

бор м е р о п р и я т и й , ориентированных на различный при

рост в ы п у с к а п р о д у к ц и и и т р е б у ю щ и х с о о т в е т с т в у ю щ и х 

к а п и т а л ь н ы х затрат. К а ж д ы й из ваших заместителей го 

тов взяться за реализацию л ю б о г о , но одного , мероприятия 

из своего набора. Вам необходимо решить проблему рас

пределения выделенных средств, обеспечив максимальный 

прирост выпуска продукции на предприятии. Обобщенное 

Таблица 101 
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я . 
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Прирост выпуска 
продукции 
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Прирост выпуска 
продукции 

>о £ >, 
S я а 

и85 
1й 

зам. 
2й 

зам. 
3й 

зам. 
4й 
зам. 
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ы
е

 
з
а
тр

а
ты

, 
м

л
н

 р
уб

. 

1й 
зам. 

2й 
зам. 

3й 
зам. 

4й 
зам. 

1 9 3 108 104 105 6 4 7 9 4 7 5 5 5 7 -

2 1 8 2 198 2 0 3 2 1 0 7 - - 6 2 9 -
3 2 6 2 2 8 2 2 9 3 2 4 0 8 - 7 0 3 -
4 3 4 1 3 5 8 3 8 7 2 6 0 9 - - 7 6 6 -
5 4 1 0 411 4 7 2 10 8 3 0 



представление всей с о в о к у п н о с т и представленных меро 
п р и я т и й показано в таблице 1 0 1 . 

Вы можете выделить 10 млн руб. третьему заместителю 
и ориентироваться на прирост выпуска продукции в 8 3 0 тыс . 
т / г о д . М о ж н о выделить 5 млн руб. первому заместителю и 
5 млн руб. третьему, что обеспечит прирост выпуска про
дукции в количестве 4 1 0 + 472 = 882 тыс . т / г о д . Второй ва
риант явно лучше первого. Попытка перебора всей сово
купности возможных вариантов распределения 10 млн руб. 
между заместителями или угадывания лучшего варианта 
практически обречена на неудачу. Необходим математиче
ский метод решения задачи. Метод такой имеется, и его 
идея заключается в поэтапном наращивании числа рассмат
риваемых сфер использования распределяемого ресурса. 

Т а к и м и этапами для вашей задачи могут быть : 
Ш рассмотрение предложений первого и второго замести

телей; 
Ш дополнение предложениями третьего заместителя; 
Ш дополнение предложениями четвертого заместителя. 

Рассмотрим варианты, предложенные первым и вто 
р ы м заместителями, « забыв» пока про остальные. Но рас
с м о т р и м всю совокупность вариантов распределения пре
доставленных денег. Если на первых двух заместителей 
выделить 1 млн руб . , то имеется два варианта их использо
вания: отдать 1 млн руб . первому заместителю, что дает 
93 т ы с . т / г о д ; отдать 1 млн руб . второму заместителю, что 
дает 1 0 8 т ы с . т / г о д . Л у ч ш и м является второй вариант, к о 
т о р ы й следует запомнить . Если рассмотреть аналогичным 
образом распределение 2 млн р у б . , то следует сравнить три 
варианта: 2 млн руб. первому заместителю (182 т ы с . т / г о д ) ; 
2 млн руб . второму заместителю (198 тыс . т / г о д ) ; разделить 
по 1 млн р у б . м е ж д у первым и в т о р ы м заместителями 
(201 т ы с . т / г о д ) . Л у ч ш и м в этом случае является тре 
тий вариант, который следует запомнить . Таким образом 
м о ж н о продолжить рассмотрение вариантов использования 
ресурсов от 3 до 10 млн руб . И т о г о в ы е выводы этих иссле
дований представим в таблице 1 0 2 . 

Таблица 102 

Выделяемая 
сумма, млн руб. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Прирост выпус
ка, тыс. т/год 108 2 0 1 2 9 1 3 8 0 4 6 4 5 4 4 6 2 3 6 9 9 7 6 8 8 3 7 

Следует 
выделить 2-му 
заместителю 

1 1 2 2 3 3 3 4 4 4 
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Эту таблицу м о ж н о назвать обобщенной характеристи
кой мероприятий первого и второго заместителей (обоб
щенного зама) . 

Рассмотрим варианты использования средств, предло
женные третьим и обобщенным заместителями. Алгоритм 
исследований будет таким ж е , как и на первом этапе, только 
пара рассматриваемых заместителей будет другая. Если на 
третьего и обобщенного заместителей выделить 1 млн руб. , то 
существует два варианта их использования: отдать 1 млн руб. 
обобщенному заместителю (108 тыс . т / год ) ; отдать 1 млн руб. 
третьему заместителю (104 т ы с . т / г о д ) . Л у ч ш и м оказывает
ся первый вариант, который следует запомнить. Распреде
ление 2 млн руб. имеет три варианта: 2 млн руб. третьему 
заместителю (203 т ы с . т / г о д ) ; 2 млн руб. обобщенному за
местителю (201 т ы с . т / г о д ) ; разделить по 1 млн между тре
тьим и обобщенным заместителями (212 тыс . т / г о д ) . Луч
шим оказывается третий вариант, который следует запом
нить. Рассмотрев таким образом все варианты от 3 до 
10 млн руб . , получим итоговую таблицу 103 . 

Таблица 103 

Выделяемая 
сумма, млн руб. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Прирост выпус
ка, тыс. т/год 1 0 8 2 1 2 311 4 0 7 5 0 0 5 9 0 6 7 9 7 6 7 8 5 2 9 3 7 

Средства, выде
ляемые 3-му 
заместителю 

0 1 2 3 3 3 3 4 5 6 

Эту таблицу м о ж н о назвать обобщенной характеристи
кой мероприятий первого , второго и третьего заместителей. 
По аналогии с предшествующим этапом вычислений мы по
лучили опять обобщенного заместителя и можем его рас
смотреть совместно с четвертым заместителем. Не повторяя 
процесса рассуждений, который изложен выше на первом и 
втором этапах решения задачи, приведем итоговый резуль
тат распределения ресурсов между четвертым и обобщен
ным (из трех замов) заместителем (табл. 104) . 

Таблица 104 
Выделяемая 

сумма, млн руб. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Прирост выпус
ка тыс. т/год 1 0 8 2 1 3 3 1 8 4 2 2 5 2 1 6 1 7 7 1 0 8 0 0 8 9 9 9 7 7 

Следует выде
лить 4-му 
заместителю 

0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 
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15.1.5. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСОВ 
МЕЖДУ ПОТРЕБЛЕНИЕМ И НАКОПЛЕНИЕМ 

Два традиционных направления вложения доходов — 
это текущее потребление и наращивание капитала. Такая 
ситуация возникает для отдельного человека, предприятия, 
государства в целом. Текущее потребление обеспечивает при-
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15.1.6. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСОВ 
МЕЖДУ ЭЛЕМЕНТАМИ ПРОЦЕССА 

Практически любая трудовая деятельность распределя
ется на основные и вспомогательные операции. Например, 
для работающего на станке управление станком — это ос 
новная операция, а доставка заготовки — вспомогательная. 
Подготовка чертежа — основная конструкторская опера
ц и я , а размножение чертежей — вспомогательная. Непо
средственный результат труда Р появляется после основной 
операции, но производительность общественного труда за-
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где n — число предложений проектов , включенных в рас
смотрение . 

15 .3 . 
МОДЕЛЬ О Ц Е Н К И Р И С К А П Р О Е К Т А 

Трудности принятия решений по проектам обусловле
ны значительной степенью неопределенности б у д у щ и х ус 
ловий , в к о т о р ы х будет осуществляться проект , и в о з м о ж 
ной противоречивостью сравнительных оценок нескольких 
проектов , когда по одному из показателей эффективности 
проектов л у ч ш и м будет один проект , а по другому показа
телю более предпочтителен другой . 

Фактор неопределенности будущих условий осуществле
ния проекта приводит к появлению риска для инвесторов и к 
необходимости принятия мер для его снижения. Противоре
чивость сравнительной оценки проектов по различным крите
риям вызывает необходимость дополнительного анализа срав
ниваемых проектов для окончательного выбора одного из них. 

Под неопределенностью понимается неполнота или не
точность информации об условиях реализации проекта, в том 
числе связанных с ними затратами и результатами. Неопре
деленность , связанная с в о з м о ж н о с т ь ю возникновения в 
ходе реализации проекта неблагоприятных ситуаций и по
следствий, характеризуется понятием риска . 
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Таблица 105 

t п, Р, П, Р, ( п , - п ) 2 р , п, 
t п, Р, П, Р, ( п , - п ) 2 р , 

Ц + Д)'. 

1 8000 од 800 400000 532900 5333 

2 9000 0,2 1800 200000 236844 4000 

3 10000 0,4 4000 0 105264 2963 

4 11000 0,2 2200 200000 46784 2173 

5 12000 0,1 1200 400000 20793 1580 

± 10000 1200000 942585 16049 
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ц / ( 2 0 0 - и) = 
= l o g [(200 - и ) / 1 0 0 ] . 

Решая его , получаем прибли
женно и = 54 ,4 руб . первому иг
року и v = 4 5 , 6 руб . второму . 

1од2 

100 и 
Рис. 51 
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В некотором смысле результат кажется странным: бо

гатый игрок должен получить больше, чем бедный, о кото 

ром м о ж н о утверждать , что он нуждается в деньгах. Одна

ко такое утверждение предполагает сравнение полезностей 

разных лиц, что в принятой схеме , вообще говоря, не до 

пускается . Решение учитывает , что фактически полезность 

денег у второго игрока убывает б ы с т р о , а у первого игрока 

медленно. В результате получается , что второй игрок стре

мится получить хоть что то и при сделке м о ж е т уступить 

первому игроку . 

15 .8 . 

М О Д Е Л И К О М М Е Р Ч Е С К О Г О 

К Р Е Д И Т О В А Н И Я 

Э к о н о м и ч е с к а я целесообразность предоставления кре 

дита группе фирмпотребителей с £м результатом анализа 

расчетов п р о ш л о г о периода и ум уровнем финансового 

рейтинга определяется к а к о ж и д а е м ы й д о х о д ф и р м ы  п р о 

изводителя Е: 

Etj =CVS + PtjS, 

где С — постоянные затраты, руб . ; S — с у м м а кредита, 

которая показывает объем в ы р у ч к и за реализованную про

д у к ц и ю , руб . ; V — переменные затраты на 1 р у б . реализо

ванной продукции , р у б . / р у б . ; P i ; — вероятность погаше

ния кредита фирмойпотребителем из группы с iм резуль

татом анализа расчетов п р о ш л о г о периода и ум уровнем 

финансового рейтинга. 

Пусть фирмапроизводитель планирует затратить на осу

ществление к о м м е р ч е с к о г о кредитования денежные сред

ства в размере К руб . При этом к а ж д о м у sму варианту 

кредитной политики для к а ж д о й тй группы фирмпотре

бителей могут быть поставлены в соответствие затраты Ктз. 

П р и начислении процентов за предоставляемый кредит 

фирмапроизводитель определяет о б щ у ю величину допол

нительных расходов по инкассации задолженности ( З и ) , 

превышение которой нецелесообразно изза снижения ве

роятности возврата просроченных кредитов , несмотря на 

затрачиваемые средства и усилия персонала кредитного 

отдела. 

Целевая ф у н к ц и я f(x) — с о в о к у п н ы й о ж и д а е м ы й до

х о д от предоставления кредита потребителям по всем вари

антам кредитных политик , к о т о р ы й должен быть макси 

мальным. Основная модель кредитования различных групп 

фирмпотребителей имеет вид: 
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Таблица 106 

Исходные данные Комментарии 

S 0 - { S 0 ( } ( = 1 

Прогнозный объем продаж в ценах 
базового периода при отсутствии 
инвестиций 

F Z 0 = { F Z 0 l ) l l 

Величина переменных затрат в ценах 
базового периода 

CZ0 - {CZ 0 ( } ( = ] 

Постоянные затраты без амортизации и 
учета инвестиционной деятельности в 
ценах базового периода 

AO0={AO0t}5
t=l 

Амортизационные отчисления без учета 
инвестиционной деятельности 

LP0={lp0l}l_1 Индекс цен на продукцию корпорации 

LR0={lr01}l1 Индекс инфляции 

Ставка налога на прибыль 

Матрица инвестиционных альтернатив, 
отображающая влияние проекта на объем 
продаж, переменные и постоянные 
затраты, амортизационные отчисления, а 
также необходимые по проекту вложения 
во внеоборотные активы 

Доля заемного капитала в источниках 
капитала корпорации' 

Цена заемного капитала 

Цена собственного капитала 

При разработке долгосрочного плана корпорации могут 
быть рассмотрены, например, такие три варианта ограни
чений на предложение собственного капитала для инвес 
т и ц и о н н о й деятельности : (1) инвестирование собственного 
капитала не предусматривается ; (2) в течение трех лет 
о с у щ е с т в л я е т с я дополнительная э м и с с и я а к ц и й на с у м 
му 10 млн р у б . в год ; (3) в течение трех лет о существляет 
ся дополнительная эмцссия акций на с у м м у 30 млн р у б . в 
год. Для к а ж д о г о из э т и х вариантов р а с с ч и т ы в а ю т с я зна
чения ч и с т о г о дисконтированного дохода (результата про
изводственно-хозяйственной деятельности) корпорации при 
изменении доли заемного капитала в о б щ и х источниках 
средств в диапазоне от 0 , 0 % до 3 0 , 0 % с шагом в 3 % . Вели
чина ставки налога на прибыль была принята в размере 
3 5 % , цена собственного капитала определена в размере 3 0 % , 
цена заемного капитала — 2 5 % , а также используемые в 
практике производственно-хозяйственной деятельности кор
порации нормы оборачиваемости оборотного капитала. 
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Таблица 107 

Параметр оптимального плана Значение параметра 

Общая потребность в инвести
циях во внеоборотные активы 

460,7 млн руб. 

Доля заемного капитала 27% 

Чистый дисконтированный 

доход за период 
417,4 млн руб. 

WACC 26,3% 

Выплаченные дивиденды 568,0 млн руб. 

Период 

t = 1 t=2 t = 3 г = 4 t = 5 

Целевое изменение 
запасов, млн руб. 

273,7 0,0 0,0 0,0 0,0 

Целевое изменение дебиторской 
задолженности, млн руб. 

177,9 0,0 0,0 0,0 0,0 

Целевое изменение кредитор
ской задолженности, млн руб. 

410,4 0,0 0,0 0,0 0,0 

Выплаты по 
дивидендам, млн руб. 

31,4 58,7 82,9 107,8 137,0 

Потребность в собственном 
капитале, млн руб. 

30,0 27,4 10,6 0,0 0,0 

По итогам расчетов формируется о п т и м а л ь н ы й план — 

перечень п р о е к т о в , в к л ю ч а е м ы х в и н в е с т и ц и о н н ы й бюд

ж е т к о р п о р а ц и и , о б щ а я потребность в и н в е с т и ц и я х с о 

гласно о п т и м а л ь н о м у плану, а т а к ж е расчетный резуль

тат производственно хозяйственной деятельности к о р п о 

рации (табл. 107 ) . 

15 .10 . 

О П Ц И О Н Н Ы Е М О Д Е Л И 

Ш и р о к о используемая в настоящее время для оценки 

капитальных в л о ж е н и й методология дисконтированного 

денежного потока имеет недостатки. 

1 . Оценка о ж и д а е м ы х д е н е ж н ы х п о т о к о в л о ж н а , так 

как требуется большая точность в предсказании изменения 

цен на в ы п у с к а е м у ю п р о д у к ц и ю и потребляемые ресурсы 

на несколько лет вперед. Ошибка велика как в вычислении 

б у д у щ и х д е н е ж н ы х потоков , так и при определении соот

ветствующей безрисковой ставки процента . 

2. Практическое использование принципа DCF крайне 

затруднено, когда проект включает один или несколько зна

чительных операционных опционов. Операционные опционы 
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возникают, когда менеджмент м о ж е т отложить принятие 

решения о характере операции до какоголибо момента на 

будущее, когда будет разрешена какаянибудь значительная 

неопределенность. Подобные операционные опционы услож

няют расчет ожидаемых денежных потоков , безрисковых 

процентных ставок изза сложной структуры рисков . 

3 . Принцип дисконтированного денежного потока кос 

венно предполагает, что ф и р м ы держат реальные активы 

пассивно. При его использовании не учитываются о п ц и о 

н ы , заложенные в реальных активах . Но финансовый ме

неджер м о ж е т активно использовать и х , предпринимая дей

ствия для нивелирования потерь по проектам или реализо

вывая потенциальные новые в о з м о ж н о с т и . 

Американские ученые С. Мейсон, Р. Мертон и Е. Альт 

ман предположили, что должен быть сформулирован новый 

принцип оценки капитальных вложений, в к л ю ч а ю щ и й в 

себя теорию ценообразования опционов на финансовых рын

ках ее развитым математическим аппаратом. Для этого не

обходимо провести аналогию между финансовыми опциона

ми и операционными опционами, другими словами, пред

ставить инвестиционный проект как опционный контракт. 

О п ц и о н н ы й к о н т р а к т — д о к у м е н т , у д о с т о в е р я ю щ и й 

право покупки или продажи товара, валюты или ценных 

бумаг по оговоренной цене. Различают европейский опци

о н , д о п у с к а ю щ и й п о к у п к у или продажу в определенный 

день, и американский о п ц и о н , д о п у с к а ю щ и й п о к у п к у или 

продажу до определенного дня . Контракт на п о к у п к у назы

вается caZZопционом, на продажу — /ш£опционом. 

Н о в ы й принцип оценки капитальных вложений сейчас 

находит на Западе все более ш и р о к о е применение в прак

тике анализа инвестиционных проектов в с а м ы х разных 

отраслях : горнодобывающая п р о м ы ш л е н н о с т ь , добыча по 

лезных ископаемых , перерабатывающая промышленность , 

машиностроение . 

Модель Б л э к а  Ш о у л з а (BlackScholes option pricing 

model) была разработана в 1 9 7 3 г. для оценки премии евро

пейских caZZопционов на а к ц и и . В основу модели положе 

на концепция формирования безрискового портфеля акти

вов , динамика стоимости к о т о р ы х не зависит от динамики 

курса акций . Рассматривался портфель, с о с т о я щ и й из ак

ций и опциона. 

При построении модели учитывался ряд ограничений: 

Ш краткосрочные процентные ставки известны и постоян

ны в течение срока действия опциона; краткосрочные 

кредитные и депозитные процентные ставки одинаковы; 
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Ш цена акции изменяется случайным образом с дисперси
ей, пропорциональной квадрату цены акции, поэтому рас
пределение возможных значений цен акций является лог-
нормальным, дисперсия доходов по акциям постоянна; 

Ш не учитываются операционные расходы на п о к у п к у / п р о 
д а ж у опциона и акций, а также налоги. 
Условие , согласно к о т о р о м у доходность безрискового 

портфеля, состоящего из акций и опционов , равна безрис
ковой ставке процента в л ю б о й момент времени, описыва
ется с п о м о щ ь ю частного дифференциального уравнения, 
решением которого и является формула Блэка-Шоулза . 

В соответствии с этой формулой стоимость европейско
го ca/Z-опциона определяется разностью м е ж д у о ж и д а е м ы м 
взвешенным курсом базового актива и ожидаемой дискон
тированной величиной цены использования (издержками) 
данного опциона: 

2тс 
где d — это значение, для которого строится распределение. 
П р и м е р 1 . Требуется оценить с<Ш-опцион на акции с ценой 
исполнения 60 д. е. и о статочным периодом 3 месяца. Без
рисковая процентная ставка — 1 2 % годовых . Текущий курс 
акции — 59 д. е. , волатильность курса акции — 2 0 % . 

Стоимость этого опциона составляет 2,2058 д. е. (табл. 108). 
Если равновесная цена опциона больше р ы н о ч н о й , то 

инвестор м о ж е т продать о п ц и о н ; если же меньше , то ку 
пить опцион . 
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Ж объем месторождения — до 100 млн баррелей в год ; 
Ш текущая с т о и м о с т ь затрат на разработку — 1 1 , 7 9 у. е. 

за один баррель; 
Ш временной разрыв м е ж д у добычей и разработкой со 

ставляет 3 года; 
Ш срок разработки — 10 лет; 
Ш ожидаемое стандартное отклонение — 1 4 , 2 % ; 
Ш к о э ф ф и ц и е н т в ы п л а т ы п р и б ы л и ( о т н о ш е н и е с у м м ы 

в ы п л а ч и в а е м ы х дивидендов к о б ъ е м у ч и с т о й прибы
ли) — 4 , 1 % ; 

Ш с тоимость разработанного месторождения в настоящее 
время — 12 у. е. за один баррель. 
Используя формулу , с учетом новой трактовки пере

м е н н ы х рассчитаем значения цены опциона на разработку 
месторождения в расчете 1 у. е. затрат на разработку при 
различных значениях параметров V/D, а, Т. Результаты 
расчета представлены в таблице 1 0 9 . 

Первоначально рассчитывают т е к у щ у ю с т о и м о с т ь раз
работанного месторождения V = 12 / (1 -I- 0 ,041) = 10 ,61 у. е. 

Далее рассчитывают коэффициент С = V/D, где V — 
текущая стоимость разработанного месторождения , полу
ченного после ожидавшегося временного разрыва; D — затра
ты на разработку месторождения . Отсюда 

С '= 1 0 , 6 1 / 1 1 , 7 9 - 0 , 9 0 . 
Теперь определяют стоимость неразработанного место

рождения DV, используя рассчитанные значения из табли
цы 109 . Для Т = 10 лет, а = 1 4 , 2 % имеем 

DV = 0 ,0524 • 11 ,79 • 100 0 0 0 0 0 0 = 61 8 3 8 550 у. е. 
Смысл полученного результата состоит в т о м , что право 

разрабатывать месторождение в будущем в настоящее вре
мя имеет положительную стоимость DV = 61 млн у. е. 

Таблица 109 

V/D 
а = 14,2% 

V/D 
ст = 14,2% 

V/D 
Г = б Т= 10 Т= 15 

V/D 
Г = 5 Т= ю Т= 15 

Опцион с «проигрышем» 

0,70 0,0065 0,0132 0,0170 0,85 0,0276 0,0389 0,0443 

0,75 0,0112 0,0196 0,0241 0,90 0,0402 0,0524 0,0580 

0,80 0,0181 0,0281 0,0331 0,95 0,0564 0,0689 0,0746 

Опцион с «выигрышем» 

1,00 0,0766 0,0889 0,0943 1,10 0,1304 0,1403 0,1446 

1,05 0,1011 0,1125 0,1175 1,15 0,1647 0,1724 0,1760 

В основе л ю б о г о инвестиционного проекта лежат три 
в а ж н ы х реальных опциона : опцион на продолжение инвес
тиций , опцион на отказ от проекта и опцион на выжидание 
(и анализ ситуации) , прежде чем инвестировать. Эти опци
оны позволяют менеджерам увеличивать стоимость бизне
са, расширяя его в о з м о ж н о с т и или уменьшая потери. 

Опцион на продолжение инвестиций означает, что про
ект п о м и м о потоков д е н е ж н ы х средств непосредственно от 
самого проекта порождает caZZ-опцион на последующие про
е к т ы , т . е . реализация проекта сегодня порождает благо
приятные инвестиционные в о з м о ж н о с т и на завтра (а это и 
есть опционный контракт ) . 

П р и м е р 3 . Пусть разрабатываемый проект характери
зуется с л е д у ю щ и м и параметрами: 

Ш решение об инвестировании проекта м о ж е т быть при
нято через 2 года; 

ш объем инвестиций в проект (цена исполнения) состав
ляет 2 млн у. е. ; 

Ш приведенная стоимость прогнозируемых денежных по 
токов составляет 16 млн у. е. ; 

Ш будущей стоимости потоков д е н е ж н ы х средств от про
екта свойственна высокая неопределенность . Поведе
ние этой стоимости подобно поведению цен на акции со 
стандартным отклонением 7 0 % в год ; 

Ш безрисковая ставка составляет 5 5 % годовых . 
П о т о к и д е н е ж н ы х средств и финансовый анализ эффек

тивности вложений по принципу дисконтированного де
н е ж н о г о потока представлены в таблице 1 1 0 . 

Для определения возможности инвестирования в после
д у ю щ и е проекты определяют с т о и м о с т ь caZZ-опциона по 
формуле Б л э к а - Ш о у л з а : С = 4 2 8 5 , 1 т ы с . у. е. 

Та блица 110 

Годы 

0 1 2 3 4 5 

Финансовые параметры про ! К т а 

Поток д е н е ж н ы х с р е д с т в о т р е а л и з а ц и и п р о е к т а 

— 12 100,59 11 771,30 11 800,64 11 828,14 11 854,06 

И н в е с т и ц и и в п р о е к т 

38 752,2 — — — — — 

Ч и с т а я п р и в е д е н н а я с т о и м о с т ь п р о е к т а 

4078,7 тыс. у. е. 
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Таким образом, стоимость проекта равна его собствен
ной чистой приведенной стоимости (4078 ,7 ) и стоимости 
связанного с ним опциона call ( 4285 ,1 ) , что в итоге дает 
8 3 6 3 , 8 т ы с . у . е . 

Если на рынке события развиваются в неблагоприят
ном направлении, то проект м о ж н о отменить , т . е . продать 
его активы по их рыночной цене. В этом случае необходи
мо оценить опцион на прекращение бизнеса. Для этой оцен
ки Д . Кенсингер модифицировал модель Б л э к а - Ш о у л з а . 

Смысл предложенного им подхода состоит в т о м , что 
в о з м о ж н о с т ь (опцион) ухода из инвестиционного проекта 
( сокращение у б ы т к о в и возмещение части первоначальных 
инвестиций путем продажи части активов) рассматривает
ся подобно владению страховым полисом , по которому про
изводятся выплаты, если проект обеспечивает результат 
« н и ж е номинала» . Цена этого полиса определяется как 

сумма чисто дисконтирован
ной стоимости и стоимости оп
циона. 

Рассмотрим подход к оцен
ке опциона на отказ на при
мере одного из инвестицион
н ы х проектов фирмы — при
обретение установки. 

Пример 4 . Фирма рассмат
ривает возможность покупки 
новой установки стоимостью 
120 ООО у. е. По оценке отде
ла маркетинга и сбыта стои
м о с т ь бизнеса м о ж е т либо 
вырасти на 3 3 % с вероятно
с т ь ю 0 , 6 , либо у м е н ь ш и т ь 
ся на 2 5 % с вероятностью 0,4. 

Возможные результаты приобретения показаны на рисунке 52. 
Ожидаемый поток денежных средств по инвестиционно

му проекту составит 0,6 • 150 000 + 0,4 • 70 000 = 118 000 у. е. 
Приведенная стоимость проекта равна 118 000 / (1 + 0,16) = 

= 101 724 у. е. 
Таким образом, чистая приведенная стоимость состав-

тг с г O f • 

101 724 - 120 0 0 0 = - 1 8 276 у . е. 

Приведенные расчеты не в к л ю ч а ю т возможности отка
за от бизнеса. Так как вероятность неудачного развития 
событий на рынке достаточно высока , то м о ж н о предполо
ж и т ь , что л у ч ш е заранее продать оборудование с т о и м о с т ь ю 
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Г Л А В А 16 

МОДЕЛИ АНТИКРИЗИСНОГО 
МЕНЕДЖМЕНТА 

Увидеть можно только то, что есть, а то, что есть, — 
это уже не будущее, а настоящее. И когда о будущем 
говорят, что его видят, то видят не его — будущего 
еще нет, — а, вероятно, его причины или признаки, 
которые уже налицо. 

Аврелий А в г у с т и н 

Некто продает двух коней с седлами, из коих цена одного с е д л а ] 
120 руклей, а другого — 25 руклей. Первый конь с хорошим 
седлом втрое дороже другого с дешевым седлом, л другой конь 
с хорошим седлом вдвое дешевле первого коня с- дешевым 
седлом. Какова цена каждого коня? 

Старинная задача 
V -

1 6 . 1 . 
М О Д Е Л Ь О П Т И М И З А Ц И И П А Р А М Е Т Р О В 

Р Е О Р Г А Н И З А Ц И О Н Н О Й П О Л И Т И К И 

Д Л Я большинства н е п л а т е ж е с п о с о б н ы х предприятий 
неудовлетворительная структура баланса отождествляется 
с отставанием фактического уровня текущей ликвидности 
от его норматива ( К Т Л < 2 ) даже при достаточном уровне 
обеспеченности собственными средствами ( К 0 с с ^ 0 ,1) . 

Реорганизационные политики — процедуры реструкту
ризации балансов — позволяют перевести их в удовлетво
рительную структуру за счет реализации специально подо
бранного комплекса организационно-технических мероприя
тий. Но однозначно выбрать для практической реализации 
из возможных вариантов « ч и с т ы х » и « с м е ш а н н ы х » реорга
низационных политик один , наиболее рациональный, за
труднительно , так как , если по прогнозируемым показате
лям платежеспособности , с труктуры баланса они равно
значны, то по прогнозным финансовым результатам могут 
быть противоречивыми. 

Оценить предпочтительность каждого из этих вариантов 
оказывается в о з м о ж н ы м , если сформулировать задачу опти
мизации реорганизационных политик. Экономическая ин
терпретация и математическая постановка задачи будут оп
ределяться текущим уровнем финансовой состоятельности, 
прежде всего с л о ж и в ш и м с я уровнем платежеспособности. 

Для неплатежеспособных предприятий, н а х о д я щ и х с я в 
пред- или кризисном с о с т о я н и я х , постановка задачи опти
мизации выбора направлений текущей деятельности будет 
заключаться в выборе наиболее эффективной реорганиза-

342 343 



в о з м о ж н ы направления реорганизационной политики , ото 
бражаемые схемой : 

ВА — х\ КР 

OA + (xi - хг) К З - Х 2 

А - хг 

ВА = 48 - xi КР = 677 

OA = 173 + xi - хг К 3 = 1 2 1 - х 2 

А = 8 2 1 - х 2 

Применительно к с л о ж и в ш е й с я структуре имущества 
предприятия и выбранной схеме его реорганизации, а так

ВА = 648 - 64,8 = 583,2 КР = 677 

OA = 173 + 64,8 - 4,2 = 233,6 К 3 = 121-4,2= 116,8 

А = 821-4,2 = 816,8 Ктл = 2; Косе = 0,4 

при б! = 0 ,8 ; 5 2 = 0,2 

ВА = 648 - 17,2 = 630,8 КР = 677 

OA = 173 + 17,2 - 51,8 = 138,4 КЗ = 121 - 51,8 = 69,2 

А = 821-51,8 = 769,2 Ктл = 2; Косе = 0,33 
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Правая часть ограничений (1) , (2) устанавливает требо
вания обеспечения нормативного уровня текущей ликвид
ности и обеспеченности собственными средствами; левая 
часть — в е р х н ю ю границу погашения краткосрочной за
долженности (равной, например, 0 ,5КЗ) . Разумеется, доля 
погашения наиболее срочных обязательств в объеме крат
косрочной задолженности д о л ж н а устанавливаться из при
оритетности тех или и н ы х платежей, исходя из конкрет
н ы х с л о ж и в ш и х с я условий производственной и финансо
вой деятельности предприятия. 

Любая из этих постановок обеспечивает предприятию, 
прежде всего , переход на более в ы с о к и й уровень финансо
вой состоятельности . Эта в о з м о ж н о с т ь д о с т и ж и м а за счет 
подбора и осуществления комплекса организационно-тех
нических мероприятий , адекватного найденным оптималь
н ы м значениям параметров выбранной реорганизационной 
политики , а т а к ж е создает реальные предпосылки оптими
зации стратегии развития. 

16 .2 . 
МОДЕЛЬ О П Т И М И З А Ц И И 

С Т Р А Т Е Г И И Р А З В И Т И Я П Р Е Д П Р И Я Т И Я 

Экономико-организационными предпосылками построе
ния оптимальных стратегий развития предприятий могут 
б ы т ь следующие условия : 

Ш четко сформулированная и обоснованная генеральная 
цель — корпоративная м и с с и я предприятия по к о н к 
ретным направлениям деятельности и развития; 

Ш удовлетворительная структура баланса, а т а к ж е доста
точный уровень финансовой устойчивости (платежеспо
собности ) ; 

Ш возможность развития производства стратегической груп
пы товаров за счет привлечения на цели развития как 
внешних , так и собственных источников инвестиций. 
При наличии т а к и х о б щ и х предпосылок возможность 

устойчивого и эффективного в стратегической перспективе 
развития м о ж е т быть достигнута , например, при реализа
ции следующей с х е м ы (процедуры) управления активами 
и пассивами (см. рис . 53). 

Экономическая интерпретация этой с х е м ы комбиниро 
ванного инвестирования заключается в следующем. 

1. Первоочередным импульсом стратегического разви
тия могут выступать средства внешнего кредитования — 
долгосрочные кредиты и займы (ДКЗ), которые в концепции 
финансового анализа трактуются как собственные средства 
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Рис. 53 

предприятия, а т а к ж е источники собственных средств: фонд 
накопления, нераспределенная прибыль предыдущих перио
дов , сальдо результатов прочей реализации — в суммарном 
объеме Xi (предполагается, что все денежные потоки дис
контированы по фактору времени и темпам инфляции) . 

Эти средства распределяются по двум направлениям. 
В размере х 2 — на собственно цели развития, связанные с 
перепрофилированием предприятия , модернизацией и рас
ширением производственных м о щ н о с т е й , технической под
готовкой производства и маркетингом продукции стратеги
ческой группы, реализация к о т о р ы х требует прироста вне
о б о р о т н ы х активов ( В А ) . Другая часть этих источников 
средств (*! - х2) — на прирост оборотных активов ( O A ) , 
прежде всего запасов и затрат, обусловленных освоением 
производства стратегической группы продукции и произ
водством тактической группы. 

2 . Предполагается , что инвестиционный проект обосно
ван в о з м о ж н о с т ь ю достижения (за счет реализации содер
ж а щ и х с я в нем направлений развития) достаточной нормы 
прибыли на инвестируемый капитал, т. е. в размере, не 
меньшем средней расчетной ставки процента (СРСП) по 
заемным средствам, а это означает, что результатом инвес
т и ц и й д о л ж н о быть получение нераспределенной (чистой) 
прибыли в размере, не меньшем axi (где а = СРСП) . 

3. Наряду с долгосрочными кредитами и займами в 
качестве к р а т к о с р о ч н ы х кредитов и займов (ККЗ) служат 
средства кредиторской задолженности (КЗ) — в размере х3, 
к о т о р ы е т а к ж е распределяются : в объеме х 4 — на цели 
развития (прирост В А ) ; в объеме (х3 - х4) — на цели теку
щ е г о производства (восполнение и прирост запасов O A ) . 

4. В свою очередь, вновь образованная прибыль ах\ 
м о ж е т быть распределена у ж е по трем направлениям: в 
размере х ь — на погашение наиболее срочных обязательств 
по платежам в бюджеты всех уровней и внебюджетные фон

348 349 



где а — величина единичной эффективности инвести
ц и о н н ы х ресурсов ( « н о р м а прибыли на капитал» ) мо
ж е т быть задана параметрически. 
Согласно предложенной схеме реализации стратегии 

развития м о ж е т быть представлена следующая структура 
перспективного прогнозного баланса: 

Процедура формирования и распределения средств на цели 
стратегии развития (цифровые обозначения стрелок соответствуют 

этапам формирования и использования средств) 

П р и м е р 1. Исходя из отчетного агрегированного нетто-
баланса (млн руб. ) одного из предприятий и принятой схе 
мы комбинированного инвестирования стратегии развития: 

ВА = 44 + Х2 + Х4 + Х6 + Х8 КР = 46 + xi + axi + ахз 

OA = 3 + (xi - хг) + axi + хз + ахз - х» - xs -
- Хб - Х7 - Х8 КЗ = 1 + ХЗ - Х5 -Х7 

А = 47 + xi + axi + хз + ахз - хг, - Х7 
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Параметры 

Прогноз 
<а = 

= СРСП = 
= 0,5) 

Исходный 
отчетный 

баланс 

Фонд накопления, долгосрочные кредиты 
(ДКЗ), повторная эмиссия ценных бумаг, 
нераспределенная прибыль (х\) 

2 2 , 4 7 -

Инвестиции на техническое развитие за счет 
фонда накопления, ДКЗ (хг) 

2 2 , 4 7 -
Увеличение кредиторской задолженности, 
краткосрочных кредитов и займов (хз) 

2 4 , 4 7 -
Инвестиции на техническое развитие за счет 
краткосрочной задолженности (ХА) 

2 1 , 4 7 -
Погашение краткосрочной задолженности 
(зев + Xi) 

2 3 , 4 7 -
Отчисления на развитие за счет вновь 
образованной прибыли (хв + хя) - -
Внеоборотные активы 
(ВА = 4 4 + хг + ХА + хв + хв) 

8 7 , 9 4 4 4 

Оборотные активы ( O A = 3 + х\ - хг + ах\ + хз + 
+ ахз + Х4 ± хь - XR - xi - хя) 

6 3 

Капитал и резервы (КР = 46 + ах\ + ахз) 9 1 , 9 4 4 6 
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Продолжение табл. Ill 

С реализацией этих оптимальных параметров достигает
ся соблюдение важнейших хозяйственно-финансовых про
порций и обеспечиваются достаточно высокие показатели 
финансовой состоятельности, как и было предусмотрено пред
ложенной постановкой задачи оптимизации выбора направ
лений стратегического развития предприятия (табл. 111) . 

16 .3 . 
П Р О Г Н О З Н Ы Е М О Д Е Л И 

Р Е З У Л Ь Т А Т О В Д Е Я Т Е Л Ь Н О С Т И 
П Р Е Д П Р И Я Т И Я 

Прогноз финансовых результатов будет связан с установ
лением их функциональных зависимостей от изменений па
раметров реорганизационных политик и стратегий развития. 

При выборе варианта реорганизационной политики не
о б х о д и м о учитывать , что структура баланса по объему ос 
н о в н ы х и о б о р о т н ы х средств и их с о о т н о ш е н и я м , объему 
собственных и заемных средств и их с о о т н о ш е н и я м и т. д. 
влияет на величину получаемой предприятием прибыли и 
рентабельность его работы. М о ж н о показать , что каждой 
структуре баланса соответствуют свои значения показате
лей прибыли и рентабельности. Особенно наглядно эта связь 
представляется соотношением 

Д'СС = (1 - С Н П ) Д А + (1 - СНП) (ЯА - СРСП) З С / К Р , 
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Предпрогнозный отчетный баланс 
I квартала (млн руб.) 

Прогнозный баланс II квартала 
(млн руб.) 

ВА = 648 - xi КР = 677 ВА = 613,5 КР = 677 

OA = 173 + xt - хг К 3 = 121 -хг OA = 173 КЗ = 86,5 

А = 821 А = 786,5 
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Отсюда 
69 - х2 = - 0 , 2 173 + х2; 
х2 = 5 1 , 8 ; Х\ = 17,2 млн руб. 

Теперь по предложенным прогнозным функциям могут 
быть рассчитаны основные финансовые результаты и боль
шинство параметров финансовой состоятельности на t-Pi 
период прогноза (табл. 112) . 

Как видно из сопоставления прогнозных оценок II квар
тала и фактически достигнутых в нем показателей, реали
зация предложенного данной реорганизационной полити
кой направления реструктуризации имущества предприя
тия позволила ему у ж е в б л и ж а й ш е м периоде заметно 

Таблица 112 



у л у ч ш и т ь практически все в а ж н е й ш и е параметры деятель
ности , х о т я полученную о т ч е т н у ю структуру средств пред
приятия и его платежеспособность еще нельзя считать удов
летворительными. Поэтому , исходя из нового финансового 
с о с т о я н и я , должна разрабатываться новая реорганизаци
онная политика с с оответствующими параметрами деятель
ности и прогнозными оценками результатов, которые бу
дут являться новыми предельными (минимальными) усло 
виями финансовой состоятельности . 

З а д а н и е 1 . Н а конец квартала финансовое состояние 
ф и р м ы характеризуется отсутствием прибыли от текущей 
деятельности, а также с л е д у ю щ и м и значениями показате
лей т е к у щ е й ликвидности и обеспеченности собственными 
средствами, рассчитанными по отчетным данным: К г Л = 
= 600 млн руб. / 4 0 0 млн руб . = 1,5; К О С с = (500 млн руб. -
- 4 5 2 млн руб. ) / 6 0 0 млн руб. = 0 , 0 8 . 

Определите допустимые параметры « ч и с т ы х » и «сме
ш а н н ы х » политик реструктуризации имущества фирмы, 
при к о т о р ы х обеспечивается восстановление структуры ее 
баланса и платежеспособность . 

16.4. 
МОДЕЛЬ О П Т И М И З А Ц И И 

Б Ю Д Ж Е Т А Р А З В И Т И Я К О М П А Н И И 

В б ю д ж е т е развития компании устанавливается рацио
нальная структура ее средств (имущества ) во взаимосвязи с 
источниками их формирования. 

Одна из первоочередных задач б ю д ж е т н о г о планирова
ния состоит в выявлении направлений такой реструктури
зации имущества и источников средств компании, при к о 
торой достигается требуемый уровень платежеспособности 
(ликвидности) . К другим важнейшим требованиям, предъяв
л я е м ы м к проектируемому б ю д ж е т у , отнесем его соответ
ствие ранее установленным целям и инвестиционным по
требностям развития компании . 

В качестве информационной базы бюдж етн ого плани
рования используется агрегированный баланс и отчет о 
финансовых результатах: 
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Здесь t — индекс отчетного периода; ВА, — величина вне
оборотных активов на начало планируемого периода; O A , , 
СК,, ДКЗ,, КР, , КЗ, , В,, Ч П , — то ж е , о б о р о т н ы х активов , 
собственного капитала, долгосрочных кредитов и займов , 
капитала и резервов, краткосрочной задолженности (как 
с у м м ы величин кредиторской задолженности и кратко 
срочных кредитов и займов) , выручки , чистой прибыли; 
Ктл<» К 0сс< — коэффициенты соответственно текущей лик
видности и обеспеченности собственными средствами в от
четном периоде. 

Эффективный подход к формированию бюджета разви
тия компании , о т в е ч а ю щ и й сформулированным нами тре
бованиям, отличают возможности использования различ
ных схем (направлений) реструктуризации, п о з в о л я ю щ и х 
сформировать допустимое множество вариантов прогноз
ной структуры имущества с последующим отбором из них 
оптимального варианта, согласно принятым к р и т е р и ю , ог
раничениям и граничным условиям. 

Представляется , что из предложенных в этой работе 
критериев структурной реорганизации наиболее соответ
ствует принципам стратегического развития компании —• 
объекта исследований — минимум структурных изменений 
стоимости имущества (актива) компании, так как очевид
но , что при этом м о ж н о добиться наибольшей вероятности 
достижения п р о е к т и р у е м ы х в бюджете параметров разви
тия компании. Кроме того , неопределенность выполнения 
бюджета за счет реализации специально сформированного 
комплекса организационно-технических мероприятий стра
тегического менеджмента компании может быть снижена 
и за счет с окращения периода (дискретности) б ю д ж е т н о г о 
планирования до одного года. 

Собственно сама принимаемая нами схема реструкту
ризации в краткосрочном периоде будет иметь свои отли
чительные особенности . 

Условные обозначения: (t + 1) — индекс периода пла
нирования; 5 — доля средств (инвестиций) , направляемых 
на расширение м о щ н о с т е й нефтедобычи и нефтепереработ
ки ; а — норма прибыли на капитал (т. е. нормативная 
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рентабельность инвестиций, принимаемая равной средней 
расчетной ставке процента по заемным средствам или став
ке рефинансирования Центробанка) ; Х\ — и с к о м ы й объем 
инвестиционных ресурсов за счет долгосрочных кредитов и 
займов , фондов накопления компании и на восстановление 
минерально-сырьевой базы; х 2 — и с к о м ы й объем инвести
ц и о н н ы х ресурсов за счет к р а т к о с р о ч н ы х кредитов и зай
м о в , кредиторской задолженности . 

С у щ н о с т ь этой с х е м ы состоит в привлечении компани
ей, как транснациональной корпорацией, реализующей свою 
стратегическую к о н ц е п ц и ю , инвестиционных ресурсов из 
различных источников с распределением этих ресурсов по 
приоритетным направлениям развития и на обеспечение 
т е к у щ е й деятельности (табл. 1 1 3 , 114) . 

Инвестиции формируются за счет внутренних источни
ков и долгосрочных кредитов и займов (в объеме х{), а 
т а к ж е к р а т к о с р о ч н ы х кредитов и займов и кредиторской 
задолженности (в объеме х2). От использования их на цели 
развития компания м о ж е т рассчитывать на получение не
распределенной (чистой) прибыли, направляемой за выче
том дивидендов в фонд накопления, в объеме, не меньшем, 

Та б л ица 113 

Источники 
Распределение по годам 

Всего Источники 
1998 1999 

Всего 

Внутренние 650-720 850-1000 1500-1720 

Фонд на восстановление 
минерально-сырьевой базы 100-120 50-100 150-220 

Банковские кредиты и займы 35-40 40-60 75-100 

Другие внешние 250-300 300-400 550-700 

Общий объем финансирования 1000-1200 1200-1600 2200-2800 

Та блица 114 

Направления 
инвестиций 

Распределение по годам 
Всего Направления 

инвестиций 1998 1999 
Всего 

Переработка 150-200 200-300 350-500 

Сбыт 15-20 20-30 35-50 

Другие на внутренних рынках 40-50 50-100 90-150 

Общие инвестиции 1000-1200 1200-1600 2200-2800 

Средний обменный курс 
(руб./$) 10 20 -
Общие инвестиции (млрд руб.) 10-12 24-32 34-44 
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В , 
[ O A , - К З , + (1 - 8)(1 + a X * ! + x2) - x2] 
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на нефтяных р ы н к а х ресурсов и продуктов , формулирует 
ся из соотношения : 

В , [ O A - К З , + (1 - 8)[(1 + а)(хх + х2) - х2] > В * , 
O A , - К З , 

которое после преобразований перепишется с л е д у ю щ и м 
образом: 

(1 + а - 8 - аЬ)хх + (а - 8 - а8)лг2 ^ 
В , 

( O A , - К З , ) . 

bocc 

(1 + a - 8 - аЪ)хх + (а - 8 - а8)л: 2 > 
K Q C C O A , + В А , - К Р , 

A V O C C 
Теперь м о ж н о записать задачу оптимизации бюджетно 

го планирования компании, в которой критерий и ограниче
ния будут представлены у ж е явными функциями и с к о м ы х 
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объемов инвестиций на цели эффективного развития и те
к у щ е й деятельности: 

Ft+1(xltxz) = ( * i + m i n ; 

Ft^(xlyx2) = [(1 - 5)(1 + a X * ! + х2) - х2] = 

= [(1 + a - 5 - а 8 ) * х + (a - б - а б ) * 2 ) ] -> m a x ; 

[1 
(1 + а - 5 - а5 )Д;В , 

а ( О А , - К З , ) 
] * 1 + [ 1 -

(а - 8 - а & Ж В , 
а ( О А , - К З , ) 

В* 

]* 2 > 
я : в . 

а 
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(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

Здесь целевая ф у н к ц и я (1) отображает требование м и 
нимума с у м м а р н ы х инвестиций в цели стратегического 
развития и обеспечения эффективной т е к у щ е й деятель
ности . 

Ограничения (2) - (4 ) формализуют условия обеспечения 
конкурентоспособности компании по уровню рентабельно
сти продаж, оборачиваемости активов и объему дохода . 
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Таблица 115 

Прогнозный бюджет развития компании 
(по результатам реализации модели (1 ) - (9 ) ) 

ВА = 55 643 + 0,7 • 1,4 140 936 = 193 760 
СК = 61 204 + 95 944 + 0,4 х 

х 140 936 = 213 522 

O A = 28 9 1 0 + 0 ,3 • 1,4 • 1 4 0 9 3 6 = 8 8 1 0 3 К З = 2 3 3 4 9 + 44 9 9 2 = 6 8 3 4 1 

А = 8 4 5 5 3 + 1,4 • 1 4 0 9 3 6 - 2 8 1 8 6 3 

Та б л ица 116 

Прогнозный бюджет развития компании 
(по результатам реализации модели ( 2 ) - ( 10 ) ) 

ВА = 55 643 + 0,7 1,4 140 964 = 193 788 
СК = 61 204 + 95 944 + 0,4 • 140 

964 = 213 554 

O A = 2 8 9 1 0 + 0 ,3 • 1,4 • 1 4 0 9 6 4 = 8 8 1 1 5 К З = 2 3 3 4 9 + 4 5 0 0 0 = 6 8 349 

д - 84 + 1,4 . 1 4 0 9 3 6 = 2 8 1 9 0 3 

Таблица 117 

Аналитическая оценка вариантов стратегии развития 
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обоснования направлений стратегического развития выводы. 
Прежде всего отметим, что при реализации любой из моде
лей, как в направлении минимизации суммарного объема ин
вестиционных ресурсов на цели стратегического развития и 
на обеспечение текущей деятельности, так и в направлении 
максимизации доли рынка (дохода), достигаемые финансо
вые результаты почти идентичны, т. е. оба направления стра
тегии развития сопоставимы и сопоставимы по своим резуль
татам с прогнозными результатами деятельности ближайше
го конкурента на мировом рынке нефти и нефтепродуктов. 

К тому ж е , реализация любой из моделей обеспечивает 
существенное повышение эффективности деятельности, оце
ниваемой по таким показателям, как уровень платежеспо
собности (коэффициенты текущей ликвидности и обеспечен
ности собственными средствами), уровень деловой активно
сти (оборачиваемость активов) , эффективность управления 
(показатели чистой рентабельности продаж и активов) . 

Но все же предпочтение д о л ж н о отдаваться направле
ниям стратегии развития по модели минимизации суммар
н ы х инвестиций (2 ) - (9 ) , так как потребность в них при 
этом будет несколько меньше . 

Таким образом, полученные результаты реализации оп
тимизационных моделей развития и их аналитические оцен
ки означают , что при объеме с у м м а р н ы х инвестиций на 
период до 2 0 0 3 г . $ 4 7 0 0 млн создаются предпосылки фор
мирования эффективного стратегического потенциала и обес
печения к о н к у р е н т н ы х п р е и м у щ е с т в компании как транс
национальной корпорации . 

16 .5 . 
МОДЕЛЬ О П Т И М И З А Ц И И 

У П Р А В Л Е Н И Я Н О В О В В Е Д Е Н И Я М И : 
С Т Р А Т Е Г И Я Д И В Е Р С И Ф И К А Ц И И 

В качестве критерия выбора нововведений чаще других 
используется ожидаемый прирост дохода , подлежащий мак
симизации . Этот критерий представляет собой естествен
ный переход от строго детерминированной ситуации (от 
условий полной определенности) к ситуации с рисками , 
формально с о с т о я щ и й в переходе от потенциальных к о ж и 
даемым эффектам. Этот критерий м о ж е т использоваться , 
когда приходится отбирать единственный оптимальный ва
риант нововведения из и м е ю щ и х с я альтернатив. 

При формировании портфеля нововведений интересы 
предприятия концентрируются вокруг немногих критери
ев — в ы р у ч к и , прибыли, качества продукции и затрат, вре-
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Общий риск реализации всего портфеля распределится 
между рисками с о с т а в л я ю щ и х его нововведений следую
щ и м образом: 

дп = дп = дп = о,0603 * 6 , 0 3 % . 

Приведенный пример показал еще один важнейший ре
зультат биматричной игры: при предпочтительности кри
терия прироста прибыли, подлежащего максимизации, об
щий риск портфеля нововведений распределяется равно
мерно м е ж д у отдельными нововведениями портфеля. 

16 .6 . 
МОДЕЛЬ О П Т И М И З А Ц И И 

У П Р А В Л Е Н И Я П Р О Д А Ж А М И 
И Т Р А Н С А К Ц И Я М И : 

С Т Р А Т Е Г И Я Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Ц И И 

Стратегия продаж определяет пути , по которым про
дукция предприятия-производителя попадает к конечному 
потребителю. В сущности , это выбор системы сбыта и кон
кретных каналов реализации п р о д у к ц и и . 

Система сбыта влияет не только на прибыль , получае
м у ю предприятием-производителем от реализации продук
ции , но и на сами параметры ее сбыта . Своевременность 
сбыта продукции есть ф у н к ц и я спроса на п р о д у к ц и ю , ее 
качества, цены, рекламной и трансакционной политики , 
издержек и результатов этой п о л и т и к и . 

Трансакционная политика , как составная часть страте
гии п р о д а ж , включает в себя сбор и переработку информа
ции о потенциальных сегментах и клиентах-потребителях 
продукции , конкурентах , группах стратегического влия
ния , проведение переговоров и принятие решений, конт
роль за соблюдением контрактов и принуждение к их вы
полнению, защиту прав собственности . Именно с трансак-
ционными издержками и связана реализация этой политики. 

Традиционная экономическая теория , уделяя основное 
внимание производственным (трансформационным) издерж
кам, обходилась без понятия трансакционных издержек. 
Это было равносильно предположению о т о м , что л ю б ы е 
взаимодействия между э к о н о м и ч е с к и м и субъектами совер
ш а ю т с я моментально , без малейших потерь и издержек. 

Трансакция (от лат. transactio — совершение, акт эко 
номического взаимодействия, договор , сделка) является ба
зовой единицей анализа в экономике трансакционных из
держек. Категория «трансакции» охватывает как матери
альные, так и контрактные аспекты обмена, сопровождаемые 
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взаимными уступками. Она понимается предельно ш и р о к о 
и используется для обозначения как обмена товарами, так и 
различными услугами, сделок как долговременного, так и 
краткосрочного характера, как т р е б у ю щ и х детализирован
ного документального оформления, так и предполагающих 
простое взаимопонимание сторон. 

Каждая рыночная трансакция связана с определенны
ми издержками. Трансакционные издержки — операцион
ные издержки сверх о с н о в н ы х затрат на производство и 
обращение , косвенные, с о п р я ж е н н ы е расходы. Их м о ж н о 
определить как издержки э к о н о м и ч е с к о г о взаимодействия, 
в к а к и х бы формах оно ни протекало . Трансакционные 
и з д е р ж к и в к л ю ч а ю т издержки сбора и переработки инфор
м а ц и и , проведения переговоров , контроля за соблюдением 
контрактов и принуждения к их выполнению. Таким обра
з о м , если уровень трансформационных издержек определя
ется , в о сновном, технологическими факторами производ
ства, то уровень трансакционных издержек — в первую 
очередь правовыми и социальными нормами. 

Снижение трансакционных издержек в значительной 
мере зависит от системного накопления информации о п о 
тенциальных клиентах , к о н к у р е н т а х , группах стратегиче
с к о г о влияния , к о т о р ы х м о ж н о рассматривать в качестве 
потенциальных партнеров по р ы н о ч н ы м трансакциям. М е ж 
дународный о п ы т поиска и анализа подобной информации 
свидетельствует о т о м , что игнорирование этой ф у н к ц и и 
приводит к существенному р о с т у транзакционных издер
ж е к и в конечном счете — к банкротству предприятия. 

Мероприятия по с н и ж е н и ю трансакционных издержек 
не всегда должны быть направлены на экономию издержек 
по подготовке и заключению непосредственно самой сделки. 
Принципиальным является обеспечение эффективности этих 
издержек, т . е . получение прибыли, реально оправдываю
щ е й эти издержки. Определяющим в снижении трансакци
о н н ы х издержек является предотвращение потенциально 
неэффективных издержек на совершение сделок. 

Для этого т а к ж е м о ж е т б ы т ь использован игровой под
х о д . Учитывается , что , с одной с т о р о н ы , предприятие стре
м и т с я обеспечить н а и б о л ь ш у ю выручку за счет своевремен
ного сбыта продукции в полном объеме. С другой стороны, 
предприятие заинтересовано в минимизации производствен
н ы х и трансакционных издержек . Эти интересы не проти
в о п о л о ж н ы е , а различные. Наличие различных интересов 
и г р о к о в , а следовательно, и целей предприятия , позволяет 
рассматривать в о з н и к ш у ю и г р о в у ю с и т у а ц и ю как бимат-
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Здесь Bi — в ы р у ч к а от реализации i - r o заказа; Р* — 
вероятность поступления в установленный срок (три меся
ца) д е н е ж н ы х средств от реализации i - r o заказа; C t — про 
изводственные издержки i - r o заказа; y t — и скомые трансак
ционные издержки i - r o заказа. 

Вероятность поступления д е н е ж н ы х средств от реали
зации заказа определяется , как любой к о м м е р ч е с к и й риск , 
одним из о б ъ е к т и в н ы х методов расчета. 

Среди о б ъ е к т и в н ы х методов м о ж н о отметить несколько 
разновидностей. Например , прямой вероятностный метод , 
основанный на вычислении частоты случайного с о б ы т и я ; 
приближенный вероятностный метод, когда м н о ж е с т в о ва
риантов пытаются сознательно упростить или сузить в рас
чете на т о , что полученная таким образом модель , х о т я она 
и грубая, о к а ж е т с я практически полезной; косвенный (ка
чественный) метод , ограниченный измерением каких -то 
других показателей, косвенно х а р а к т е р и з у ю щ и х опреде
ленный риск . 

Сформулированная биматричная игра отличается т е м , 
что в ней в стратегиях игрока II содержатся и с к о м ы е пере
менные — трансакционные издержки, которые необходи
мо определить. 

Известно , что реализация биматричных игр с платеж
ными матрицами, в к о т о р ы х по диагонали проставлены 
только значимые элементы, а все остальные элементы рав
ны н у л ю , при различных предпочтениях критериев опти
мальности ( в ы р у ч к и , подлежащей максимизации , или об 
щ и х издержек , подлежащих минимизации) обеспечивают 
приблизительно одинаковые решения. Это означает, что 
полученные соотношения используемых стратегий прин
ципиально одинаково определяют оптимальные пропорции 
распределения средств . 

Пусть менеджмент предприятия отдал предпочтение ми
нимизации производственных и трансакционных издержек. 
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Тогда оптимальная смешанная стратегия второго игрока 
находится как решение задачи первого игрока: 

у_1_ в,, в, у. 1 

i=l B i i=l ° . 

где В,- я р,В ( , ( i = 1,п). 
Из решения биматричной игры м о ж н о найти ее цену, 

характеризующую гарантированную выручку предприятия, 
а т а к ж е вероятности применения игроками своих ч и с т ы х 
стратегий или пропорций, в к о т о р ы х смешиваются страте
г и и , т . е . получить и с к о м ы е коэффициенты интенсивности 
заказов и пропорции распределения ресурсов (например, 
д е н е ж н ы х средств, выделяемых на трансакционную дея
тельность предприятия) . 

Итак , из решения биматричной игры м о ж н о рассчи
тать : 

ж потенциальную выручку от реализации портфеля зака
зов : п 

вп = ZB,z,; 
i=i 

ш потенциальные общие издержки на портфель заказов : 

С п = 
i=i 

Эти соотношения м о ж н о использовать для нахождения 
величины издержек предприятия, связанных с его трансак
циями . Для этого потребуется исследовать соотношение 

э - В п 

и п 
которое характеризует эффективность использования пред
приятием ресурсов (объем в ы р у ч к и на рубль о б щ и х издер
ж е к , или оборачиваемость издержек) . В этой формуле па
раметр В п является найденной в результате реализации 
игры величиной, а параметр С п — и скомой . 

П р е д п о л о ж и м , что эффективность использования порт
феля трансакций ( Э п ) задана. Тогда из соотношений (12) , 
(13) следует, что общие издержки на трансакционную дея
тельность предприятия составляют : 

t=i о 1-1 i=l 

где Y,2t = !• 
i=l 
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Плановые 

Заказы выручка 
(В,) 

производствен
ные издержки 

1 1000 900 

2 800 700 

4 500 450 

Здесь значения выручки 
представлены с учетом про
гнозируемых вероятностей 
продаж продукции в установ
ленный срок и могут быть 
определены каким-либо из 
объективных методов оценки 
риска сбытовой деятельности 
предприятия. 
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Ш вероятности (пропорции) распределения средств: 

2, = 197 1 / 
/ 1 0 0 0 

= 0 ,197 ; 

Ч = 197 1 / -
/ 8 0 0 

0 ,243 ; 

2а = 197 1 / 
/ 1 2 0 0 

= 0 ,165 ; 

г., = 197 1 / -
/ 5 0 0 " 0 , 3 9 5 . 
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обусловленные ориентацией предприятия на цели в ы ж и в а 
емости, — это объемная характеристика. Необходимо знать, 
какие конкретные элементы ресурсного потенциала, т . е . 
виды внеоборотных и оборотных активов д о л ж н ы быть про
даны и в каком количестве . 

При решении этих вопросов необходимо учитывать мно
жество факторов : важность различных активов для самого 
предприятия, спрос на н и х , затраты на хранение избыточ 
н ы х запасов готовой продукции , материалов , сырья , полу
фабрикатов , незавершенного производства, о ж и д а е м ы й эф
фект ( выручка , прибыль) от продажи сверхнормативных 
запасов, риски , связанные с в о з м о ж н о с т ь ю получения о ж и 
даемого эффекта от их продажи. 

Отсюда следует , что проблема управления р е с у р с н ы м 
потенциалом предприятия является многовариантной и 
м н о г о к р и т е р и а л ь н о й . Здесь м о ж е т б ы т ь , к а к и в стратеги
ях диверсификации и дифференциации , использована те 
ория и г р . 

Построению платежной матрицы игры в стратегии «от 
сечение лишнего» должен предшествовать отбор элементов 
(видов) активов , к о т о р ы е м о г у т быть проданы предприяти
ем. П о р я д о к рассмотрения активов , подлежащих продаже , 
м о ж е т быть т а к и м : 

1) краткосрочные финансовые вложения в облигации, 
займы и т . п . ; 

2) запасы с ы р ь я , материалов , полуфабрикатов , неза
вершенное производство , запасы готовой продукции ; 

3) дебиторская задолженность за товары, работы и у с 
луги , авансы, выданные п о с т а в щ и к а м ; 

4) незавершенное строительство ; 
5) основные средства (здания, с о о р у ж е н и я , транспорт , 

оборудование) . 
После отбора видов имущества , подлежащего продаже, 

определяется, что получит предприятие в результате реа
лизации части имущества . Так , при продаже запасов инте
ресом предприятия м о ж е т быть ожидаемая выручка , кото 
рая используется для погашения задолженности . В резуль
тате продажи части запасов уменьшатся затраты, связанные 
с хранением запасов. 

Таким образом, у предприятия налицо два вида интере
сов : максимизация в ы р у ч к и от продажи имущества и ми
нимизация затрат на хранение запасов. 

Эти интересы различные. Для их согласования м о ж е т 
быть использована биматричная игра, которая задается 
двумя матрицами: 
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Элементы матрицы характеризуют выручку от реа
лизации запаса данного вида в ситуации (ij); Ctj показыва
ют затраты на хранение запаса того же вида в ситуации 
(Ij). Первый и второй игроки определяют две стороны дея
тельности предприятия — м а к с и м и з а ц и ю в ы р у ч к и и ми
нимизацию затрат. В ы и г р ы ш By первого игрока в ситуа
ции (ij) и в ы и г р ы ш второго игрока в ситуации (ij), нули 
вне главной диагонали обусловлены тем, что разноимен
ные стратегии выбраны быть не могут . 

Я с н о , что эта биматричная игра с диагональными невы
р о ж д е н н ы м и матрицами В и С в экономически осмыслен
н ы х ситуациях В у > 0, Су > 0 не имеет равновесия в ч и с т ы х 
стратегиях . Однако , как и всякая биматричная игра, она 
имеет вполне с м е ш а н н у ю и единственную ситуацию равно
весия , определяемую формулами: 

В п р и н я т ы х обозначениях: V l f V 2 — соответственно га
рантированные выручка и затраты на хранение запасов 
товарно-материальных активов предприятия; X ' , z* — с о 
ответственно вероятности (интенсивности) продаж и запа
сов товарно-материальных активов предприятия. 

Так как всегда все X], z\ > 0 (i = 1,п), то с особой тща
тельностью необходимо относиться к отбору элементов ре 
сурсного потенциала, выбираемых для продажи на р ы н к е . 
Понятно , что запасы должны иметь спрос на товарном рынке 
и обеспечивать н е о б х о д и м у ю для предприятия выручку . 

При распределении общего объема продаж запасов этих 
элементов необходимо учитывать приоритетность критери
ев для предприятия: максимизировать выручку или мини
мизировать затраты на хранение запасов . В соответствии с 
выбранным предприятием предпочтением осуществляется 
распределение общего объема ресурсов , выделяемых для 
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реализации принятой стратегии. В качестве ресурсов , под
л е ж а щ и х распределению, м о г у т выступать д е н е ж н ы е сред
ства, выделенные предприятием для успешной продажи 
запасов, общий объем запасов, подлежащих реализации 
(продаже) , и другие р е с у р с ы . 

Формирование стратегии «отсечение лишнего» в опти
мизации ресурсного потенциала гипотетического предприя
тия м о ж н о показать на примере следующей биматричной 
игры. Пусть в продажу товарно-материальных ценностей 
на основе предварительного отбора намечены четыре вида 
запасов, параметры к о т о р ы х для построения биматричной 
игры представлены в матрицах В и С (в т ы с . руб . ) : 

В = 

При предпочтительности максимизации выручки резуль
таты реализации биматричной игры таковы: 

1 
'2 " Vo = = 5 7 , 6 руб. ; 

= 4 8 0 тыс .руб . ; 
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Предположим теперь, что матрица прибылей от прода
жи запасов товарно-материальных активов имеет вид: 

Г Л А В А 17 

МОДЕЛИ 
ПРОИЗВОДСТВЕННОГО 

МЕНЕДЖМЕНТА 

Ничто не приносит людям большей удовлетворенно
сти содеянным, чем способность выполнить практи
чески невозможное, даже если это делается крайне 
неудачно. 

П. Ф. Д р а к к е р 

Средний из трех вратьев старше младшего на ДВА года, а 
возраст старшего врата превышает сумму лет двух остальных 
вратьев четырьмя годами. Найти возраст каждого врата, если 
вместе им 96 лет. 

Старинная задача 

1 7 . 1 . 
МОДЕЛИ Ф О Р М И Р О В А Н И Я 

ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ П Р О Г Р А М М Ы 

Модели формирования производственной программы 
предназначены для о п т и м и з а ц и и распределения объемов 
производства по способам производства . Постановка зада
чи м о ж е т в ы п о л н я т ь с я с различными э к о н о м и ч е с к и м и 
о ц е н к а м и . 

Способ решения задачи зависит от математического вида 
целевой функции . При линейной целевой функции мето
дом решения будет линейное программирование ; при нели
нейной — в о з м о ж н о привлечение метода множителей Лаг-
ранжа или динамического программирования. 

17.1.1. О Д Н О П Р О Д У К Т О В А Я М О Д Е Л Ь 

Предприятие производит п р о д у к ц и ю одного наимено
вания с п о м о щ ь ю л технологических способов . 

Известны нормы расхода (a i y) i - r o вида ресурса (i = 1, 
т) на изготовление единицы продукции у'-м способом 

производства (у* = 1, п). Запас i - r o ресурса составляет bt. 
Прибыль от реализации единицы продукции у-м способом 
равна Cj. 

Т р е б у е т с я найти интенсивность применения способов 
производства (лгу), при к о т о р ы х п р и б ы л ь наибольшая , т . е . 
с к о л ь к о единиц п р о д у к ц и и н е о б х о д и м о выпускать к а ж 
дым т е х н о л о г и ч е с к и м с п о с о б о м , чтобы получить наиболь
ш у ю прибыль , или в течение какого времени применять 
к а ж д ы й способ , ч т о б ы в ы п у с т и т ь максимальное к о л и ч е 
ство п р о д у к ц и и . 
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Таблица 119 

Станки 
Расход сырья за 1 час Запас Станки 

Ti T2 Тз Ti сырья 

С, 1 2 1 0 18 

С 2 1 1 2 1 30 

Сз 1 3 3 2 40 

Выпуск продукции за 1 час 12 7 18 10 

Требуется составить производственную программу так , 
ч т о б ы обеспечить максимальный выпуск продукции . 

Р е ш е н и е . Обозначим через * ;- — время использова
ния у'-го технологического способа . Тогда оптимальное ре
шение задачи X = (18 , 0, 0, 11) , значение целевой функ 
ции при оптимальном решении L = 3 2 6 . 

17.1.2. МНОГОПРОДУКТОВАЯ 
МОДЕЛЬ 

Предприятие выпускает п видов изделий, на к о т о р ы е 
расходуется т видов ресурсов. Запас i -ro ресурса составляет Ь(. 
Известны нормы расхода ресурсов aip которые показывают, 
сколько единиц i - ro вида ресурса (i = 1, т) требуется 
для производства единицы изделия у'-го вида (у = 1, п). 
Н о р м ы расхода всех ресурсов в совокупности образуют тех 
нологическую матрицу производства. Прибыль от реализа
ции у'-го изделия равна с г 

Требуется составить производственную программу, обес
п е ч и в а ю щ у ю предприятию максимальную прибыль. 

Обозначим объем выпуска продукции у'-го вида через х г 

386 

Таблица 120 

Ресурсы 
Нормы расхода Запасы 

ресурсов Ресурсы 
m П2 Пз 

Запасы 
ресурсов 

Оборудование 2 1 3 700 

Материалы 3 4 4 800 

Энергия 4 5 2 600 

Цена 8 7 6 
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увеличиваются потери от брака. Часть работы м о ж н о пере
дать другим ф и р м а м , докупить недостающее оборудование. 
В качестве целевой функции может использоваться : m a x 
прибыли, m i n недогрузки или перегрузки оборудования. 

Пример 5. Рассмотрим производственную ситуацию, при 
которой начальный запас изделий 50 ш т . ; основная зар
плата при изготовлении 50 р у б . / ш т . ; сверхурочная зарпла
та 65 р у б . / ш т . ; субподрядная плата 80 р у б . / ш т . ; затраты 
на хранение 1 р у б . / ш т . в месяц; прочие исходные данные 
приведены в таблице 1 2 1 . 

Требуется распределить производственные м о щ н о с т и по 
интервалам времени так , чтобы удовлетворить спрос с ми
нимальными затратами. 

Р е ш е н и е . Задачи в транспортной постановке требу
ю т , чтобы снабжение точно равнялось спросу , поэтому в 
матрицу добавляется столбец «Фиктивная м о щ н о с т ь » . Стои
мость неиспользованной м о щ н о с т и м о ж н о принять рав
ной + со при о п т и м и з а ц и о н н о м критерии на м и н и м у м , и 
равной 0 при о п т и м и з а ц и о н н о м критерии на максимум 
(табл. 122) . 

Таблица 121 

Месяц 
Источники производственной мощности, шт. Спрос, Месяц 

основное время сверхурочные субподряд шт. 

1 300 50 200 450 

2 400 50 200 550 

3 500 50 200 750 

Таблица 122 

Месяц 
1 

Месяц 
2 

Месяц 
3 

Фик
тивная 

мощность 

Суммарная 
доступная 
мощность 

Начальный запас 5 0 ° 1 2 1000 50 
М

ес
яц

 1
 

Основное время 300 5 0 51 52 1000 300 
М

ес
яц

 1
 

Сверхурочное 50 6 5 66 67 1000 50 

М
ес

яц
 1

 

Субподряд 50 8 0 81 82 150 1 0 0 0 200 

а 
к о о 
S 

Основное время 400 8 0 51 1000 400 
а 
к о о 
S 

Сверхурочное 50 6 6 66 1000 50 
а 
к о о 
S Субподряд 100 81 100 1 0 0 0 200 

М
ес

яц
 3

 

Основное время 500 5 0 1000 500 

М
ес

яц
 3

 

Сверхурочное 50 6 5 1000 50 

М
ес

яц
 3

 

Субподряд 200 8 0 1000 200 

Суммарный спрос 450 550 750 250 2000 
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17.1.7. ОПТИМИЗАЦИЯ ЗАГРУЗКИ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ МОЩНОСТЕЙ 

П р и м е р 7 . По плану производства требуется выпустить 
360 единиц продукции П ь 3 4 0 единиц П 2 , 500 единиц П 3 

на двух взаимозаменяемых станках разной производитель
ности. Ф о н д ы времени каждого станка, производительность 

Таблица 123 

Станки 
Производительность и стоимость 

изготовления Фонд 
времени Станки 

п. Пз Пз 

Фонд 
времени 

С З 7 4 12 б 8 180 
С 2 

79 5 1 0 8 1 3 180 

392 393 



и стоимость изготовления продукции по видам заданы в 
таблице 123 . 

Требуется распределить изделия по станкам, так ч т о б ы 
стоимость изготовления всей продукции была наименьшей. 

Р е ш е н и е . Обозначим через Хц — количество времени 
на изготовление у'-й продукции на i-м станке. Экономико -
математическая модель задачи: 

m i n L = 7хп + 12х12 + 8д: 1 3 + 9лг21 + 10х22 + 1 3 х 2 3 ; 
х п + х21 + х31 < 180; 21 

23 

Таблица 124 

П р и м е р 8. На предприятии имеется 4 агрегата различ
н ы х т и п о в , к а ж д ы й из к о т о р ы х м о ж е т в ы п о л н я т ь 4 раз
л и ч н ы е операции по обработке деталей. Время о б р а б о т к и 

деталей на к а ж д о й операции 
( м и н у т ) к а ж д ы м а г р е г а т о м 
указано в таблице 124 . 

Необходимо закрепить опе
рации за агрегатами так , что 
бы общее время выполнения 
в с е х о п е р а ц и й б ы л о м и н и 
мальным, при условии, что за 
к а ж д ы м модулем закреплена 
только одна операция. 

Р е ш е н и е . Это задача о назначениях ( см . § 6.2) . Опти
мальное решение задачи: х п = х22 = лг33 = лг44 = 1; значе
ние целевой функции при оптимальном решении L = 17 . 

Агрегаты 
Операции 

Агрегаты 
1 2 3 4 

1 б 3 5 7 

2 6 2 4 5 

3 4 3 6 6 

4 3 4 4 3 

17.2. 
МОДЕЛИ У П Р А В Л Е Н И Я З А П А С А М И 

17.2.1. МОДЕЛЬ ЭКОНОМИЧНОГО ЗАКАЗА 

Управляя запасами, необходимо ответить на вопросы: когда 
заказать? сколько заказать? сколько иметь в резерве? 

Чем меньше запас, тем меньше издержки хранения 
(арендная плата) , но при этом больше издержки заказа 
(транспортировка материалов) . Кроме того , возрастает риск 
сбоя производства из-за задержек в поставках. 

Задача системы материально-технического снабжения 
предприятия заключается в т о м , чтобы обеспечить мини
мум затрат на транспортировку и хранение запасов при 

где D — годовой спрос , S — затраты заказа, Н — затраты 
хранения, М — м о щ н о с т ь производителя, В — затраты ре
зервирования, Ц — закупочная цена, h — затраты хране
ния в процентах от цены. 

Модель э к о н о м и ч н о г о заказа используется при корот 
к о м ц и к л е изготовления партии п о с т а в к и . Модель про 
изводственного заказа — при длительном цикле . Модель 
заказа с резервным запасом — при создании резервного 
запаса на случай сбоя в п о с т а в к а х . Модель заказа с дис
к о н т о м — при наличии с к и д о к с цены за п о к у п к у боль
ш о й партии . 

В модели э к о н о м и ч н о г о заказа (EOQ) размер закупоч 
ной партии — величина постоянная , запасы р а с х о д у ю т с я 
равномерно , очередные поставки о с у щ е с т в л я ю т с я через 
равные интервалы времени. Заказ на п о с т а в к у очередной 
партии дается при уменьшении размера запаса до уста
новленного к р и т и ч е с к о г о уровня — « т о ч к и заказа» , и как 
только размер запаса доходит до н у л я , мгновенно посту 
пает новая партия . 
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П р и м е р 9. К о м п а н и я ежегодно закупает D = 8 0 0 0 ш т . 
деталей по цене Ц = 10 р у б . / ш т . и использует их на сбор 
ке . Затраты хранения одной детали в течение года Н = 
= 3 р у б . / ш т . Затраты заказа S = 30 руб . / заказ . Эффектив
ный фонд времени работы за год Ф = 2 0 0 рабочих дней. 
Доставка заказа от поставщиков занимает L = 2 рабочих дня. 
Производственная мощность поставщика — 10 6 7 0 транзи
сторов в год. Затраты резервирования — 7 р у б . / ш т . в год. 

Построить график изменения запаса во времени и опре
делить, используя модель экономичного запаса (EOQ): Q* — 
оптимальный размер закупочной партии; N — число зака
зов за год ; Т — время м е ж д у заказами; d — интенсивность 
потребления запаса (дневную потребность ) ; ROP — т о ч к у 
перезаказа; С — общие затраты. 

Р е ш е н и е . Рассмотрим влияние размера закупочной 
партии на суммарные затраты хранения и запаса (табл. 125). 

Если все 8 0 0 0 деталей закупаются одновременно, то вре
мя между заказами — 1 год, о б щ и е затраты — 12 0 3 0 руб . , 
максимальный запас — 8 0 0 0 ш т . , среднегодовой запас: 

Qc P = ( Q m a x - Q m i n ) / 2 = (8000 - 0 ) / 2 = 4 0 0 0 ш т . 
Если детали закупаются двумя партиями, то время меж

ду заказами — полгода, общие затраты составляют 6 0 6 0 руб. , 

Таблица 125 

Размер 
закупочной 

партии 
Затраты хранения Затраты заказа 

Затраты 
хранения 
и заказа 

8000 8000/2 - 3 = 12 000 8000/8000 - 30 = 30 12 030 

4000 6000 60 6060 

500 750 480 1230 

400 600 600 1200 

300 450 800 1250 

200 300 1200 1500 

100 150 2400 2550 

Общие затраты 
хранения и заказа 

Затраты хранения 

Затраты заказа 
100 200 300 400 500 

Рис. 54 

20 Рабочие дни 
Рис. 55 
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Рис. 57 
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С 6 0 0 = 6 0 0 / 2 • 0,3 • 9,5 + 

+ 8 0 0 0 / 6 0 0 • 30 + 9,5 • 8 0 0 0 = 77 2 5 5 руб . 

С2ооо = 2 0 0 0 / 2 • 0 ,3 • 9,3 + 

+ 8 0 0 0 / 2 0 0 0 • 30 + 9,3 • 8 0 0 0 = 77 3 1 0 руб . 

17.2.5. МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ 

ЗАПАСАМИ ПРИ СЛУЧАЙНОМ СПРОСЕ 

400 

Первое слагаемое этой с у м м ы есть плата за предвари

тельно заказанные товары, второе слагаемое — стоимость 

штрафных закупок . Вся сумма 1^[и] — случайная величи

на. В качестве х а р а к т е р и с т и к и последовательности и есте

ственно принять среднее значение этой случайной вели

чины TN[U] = MlN[u], Наша цель состоит в выборе такого 

допустимого управления и = (щ, их, uNi), чтобы м и н и 

мизировать среднюю стоимость товаров за время [0 , N], 

П о я с н и м , какие управления с ч и т а ю т с я д о п у с т и м ы м и . 

П р е ж д е всего , все к о м п о н е н т ы вектора и — неотрицатель

ные величины, так к а к заказ не м о ж е т быть отрицатель

н ы м . Далее, величина заказа в м о м е н т k  u k в ы ч и с л я е т с я 

только по х о д у процесса до момента k в к л ю ч и т е л ь н о , т . е . 

по Х\, х2, xk. Это последнее требование очень с у щ е 

ственно , ведь ход процесса после момента k определяется 

величинами £ , f e + 2 , к о т о р ы е до момента k невоз 

м о ж н о определить , п о э т о м у управление, к о т о р о е в ы ч и с 

ляется с учетом б у д у щ е г о , не м о ж е т быть ф и з и ч е с к и осу 

ществлено . 

Переходим к в ы ч и с л е н и ю оптимального управления. 

Для этого рассмотрим чуть более о б щ у ю задачу. Будем 

допускать , что в начальный момент у ж е было некоторое 

количество х т оваров . Обозначим fn(x) о ж и д а е м у ю стои 

мость товаров за п э тапов при начальном количестве х, 

если используется оптимальная /гэтапная стратегия. Та

ким образом, 1[й] = /дг(0). Используя принцип оптимально

сти , для функций fn(x) м о ж н о получить следующие соотно 

шения : 
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равномерного закона плотности распределения вероятно
стей f(x) в интервале 1 0 0 - 2 0 0 р у б . / т и будем иметь Ц г = 150 , 
Ц Г - 1 = 1 3 7 , 5 , Ц г _ 2 т 130,4 р у б . / т и т. д. 

Таким образом, стратегия принятия решения о приоб
ретении заготовки на свободном р ы н к е основывается на 
уменьшении допустимого уровня цены с увеличением сро 
ка до окончания планового периода. 

З а д а н и е 1 . Закупочный агент компании , продающей 
п р о м ы ш л е н н ы е вентили, установил, что годовой спрос на 
вентили с т о и м о с т ь ю 90 р у б . / ш т . равен 4 0 0 0 ед. Затраты 
хранения оцениваются в 1 0 % от стоимости каждого венти
ля . Средняя стоимость заказа составляет 25 руб . Потребу
ется о к о л о 8 дней, чтобы заказ прибыл от поставщика. 
В году есть 2 0 0 рабочих дней. 

Определить размер э к о н о м и ч н о г о заказа, точку переза
каза, число заказов за год, число дней м е ж д у заказами, 
общие затраты. 

Ответ: Q' = 149 штук ; ROP = 1 6 0 ш т у к ; N = 27 заказов; 
Т = 7,4 д н я ; С = 361 3 4 5 , 5 руб . 

З а д а н и е 2 . Предприятие использует 1 5 0 0 сборочных 
единиц в год . Хранение одной сборочной единицы в тече
ние года 45 р у б . / ш т . Затраты на один заказ обходятся в 
150 руб . Предприятие обеспечивает 3 0 0 рабочих дней в году 
и считает , что поставщик затрачивает 6 рабочих дней на 
доставку заказа. 

Определить размер э к о н о м и ч н о г о заказа, годовые за
траты хранения, годовые затраты заказа, точку перезаказа. 

Ответ: Q* = 100 шт . С = 2 2 5 0 р у б . С = 2 2 5 0 руб . ROP = 
= 30 ш т . 

З а д а н и е 3 . Владелец малого предприятия, произво
д я щ е г о н о ж и , определил годовой спрос 8 0 0 0 ш т у к , произ
водство к о т о р ы х организовано партиями . В среднем пред
приятие м о ж е т произвести 1 5 0 н о ж е й в день. В течение 
производственного процесса спрос на н о ж и составил 40 но
ж е й в день. Затраты на переналадку оборудования состав
л я ю т 1 0 0 р у б . и затраты хранения одного ножа в течение 
года равны 0,8 р у б . / ш т . 

Сколько ножей нужно производить в каждой партии? 
Ответ: Q* = 1651 ш т . 
З а д а н и е 4 . Годовой спрос на запчасти равен 3000 ш т . 

Затраты на 1 заказ — 25 руб и затраты хранения 4 р у б . / ш т . 
в год. Затраты на резервирование оцениваются 75 р у б . / ш т . 

Сколько запчастей н у ж н о заказывать одновременно? 
Сколько из них будут в резерве? 

Ответ: Q* = 199 ш т . ; Q p e 3 = 10 ш т . 
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17 .3 . 
М О Д Е Л И У П Р А В Л Е Н И Я 

О Б О Р У Д О В А Н И Е М 

17.3.1. ЗАДАЧА ОБНАРУЖЕНИЯ 
РАЗЛАДКИ ОБОРУДОВАНИЯ 

П р е д п о л о ж и м , что автоматическая линия выпускает 
одну деталь в единицу времени, и эта деталь характеризу
ется каким-то одним параметром, с к а ж е м , диаметром ци
линдрической части . Если линия х о р о ш о отлажена , то этот 
диаметр в среднем равен некоторой постоянной величине, 
но за счет случайных о ш и б о к в о з м о ж н ы небольшие откло 
нения от среднего , так что диаметр детали естественно счи
тать случайной величиной , и м е ю щ е й н е к о т о р у ю плотность 
Po(x)i Для разных деталей эти величины независимы. 

В случайный момент времени 0 происходит разладка 
автоматической линии . Это может , например, вызвать си
стематическое отклонение размеров деталей от стандарта 
или же при сохранившемся среднем вызвать увеличение 
разброса. Мы будем считать , что разладка приводит к тому , 
что диаметры деталей, в ы п у щ е н н ы х в момент 9 и п о з ж е , 
у ж е имеют распределение, отличное от р0(х). Пусть р\(х) — 
плотность нового распределения. Таким образом, диаметр 
п-й детали имеет плотность Ро(х)п < 0 и р\(х), если п > 0. 

Наша задача состоит в т о м , чтобы наблюдениями за 
размером деталей как м о ж н о скорее обнаружить разладку. 
Если мы объявляем, что произошла разладка, то автомати
ч е с к у ю л и н и ю останавливают и производят переналадку. 

Отклонения размеров деталей от стандарта могут объяс 
няться не разладкой линии , а случайными о ш и б к а м и , по
этому объявление о разладке м о ж е т быть л о ж н о й тревогой ; 
разладки к этому времени на самом деле м о ж е т и не б ы т ь . 
С другой с т о р о н ы , если мы будем с л и ш к о м о с т о р о ж н ы , то 
пропустим момент разладки, и линия будет долго работать 
в разлаженном р е ж и м е . Мы с м о ж е м выбрать « з о л о т у ю се
редину» , если будем иметь возможность оценить относи
тельную стоимость переналадки линии и ущерба за едини
цу времени работы разлаженной линии. 

Уточним постановку задачи. Это уточнение м о ж н о про
изводить по -разному . Приведем так называемую байесовс 
к у ю постановку . П р е д п о л о ж и м , что случайный м о м е н т 0 
с некоторой в е р о я т н о с т ь ю л равен н у л ю , т. е. с вероятно 
с т ь ю к мы с самого начала наблюдаем за разлаженной 
линией. Если бы в начальный момент разладки не б ы л о , то 
Р{0 = п /0 > 0} = р(1 - р ) " - 1 , где р > 0. Такое распределение, 
называемое геометрическим, является дискретным аналогом 
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Доход, 
Возраст 

Доход, 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

№ 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

№ 19 11 15 13 11 9 

№ 2 7 2 4 2 1 1 8 17 17 17 17 

№) 3 4 3 0 2 6 2 4 2 4 24 24 

— 
24 2 4 24 2 4 

hit) 4 0 3 5 3 2 3 1 3 0 30 30 30 30 3 0 

ш 4 5 4 1 3 9 3 7 3 6 3 5 ' 3 5 3 5 щ 3 5 ' 3 5 

№ 5 1 4 8 4 5 4 3 4 1 • 4Т ш . [тг 
• _;. ш 

W) 5 8 5 4 5 1 4 8 48 48 18 ' 48 48 48 48 

№ 6 4 6 0 56 5 5 5 4 54 54 54 54 54 

Ш 7 0 6 5 6 3 6 1 6 0 60 60 60 00 6 0 6 0 ' 

Пс ле сохранения Поле замены 
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где * 0 = то-

Пример 1 . Раскрой одномерного материала. Ф и р м а по
лучает от поставщиков прутки стального проката длиной 
6 0 0 с м . Согласно заявкам потребителей, требуются заго
товки трех видов в количестве: 150 т ы с . шт . длиной 250 см , 
140 т ы с . шт . длиной 190 см , 48 тыс . ш т . длиной 100 см . 

4 1 0 

Таблица 128 

Количество заготовок, шт., длиной Отходы, 
Вариант \ 250 см 190 см 100 см см 

1 2 - 1 — 

2 1 1 1 60 

3 - 3 - 30 

4 - 2 2 20 

5 - 1 4 10 

6 - - 6 

Т 1 б л и ца 129 

Количество заготовок, шт. Отходы, 
Вариант А Б В м 

1 1 0 7 0 

2 0 4 3 0 

3 0 3 5 0,5 

4 0 0 15 0 

Рис. 58 

4 1 1 



17.5.2. ЗАДАЧА О СМЕСЯХ 

К группе задач составления смесей относятся задачи 
составления рациона, состава ш и х т ы при выплавке стали, 
состава цементной смеси . 

Пусть проектируется состав сплава из п различных ви
дов материалов, к а ж д ы й из к о т о р ы х содержит т видов 
элементов. Известны количество i - r o элемента в у-м виде 
материала а$ цены на материал каждого вида Cj(j = 1, п; 
i = 1, т); bh Bi — наименьшее и наибольшее допусти
мые количества i - r o элемента в сплаве; M s — и м е ю щ е е с я в 
наличии количество материала у'-го вида. 

Требуется составить сплав заданного состава с наимень
ш е й с т о и м о с т ь ю . 

Обозначим через * ; — массу материала у'-го вида, ис 
пользуемого для составления сплава. Экономико-матема
тическая модель задачи: 

П р и м е р 3. В бензине А - 7 6 октановое число должно быть 
не ниже 7 6 , а содержание серы не более 0 , 3 % . Данные об 
используемых компонентах приведены в таблице 16U. 

Таблица 130 

Показатель 

Компоненты бензина 

Показатель 
1 2 3 4 

Октановое число 6 8 7 2 8 0 9 0 

Содержание серы, % 0 , 3 5 0 , 3 5 0 , 3 0 ,2 

Ресурсы, т 7 0 0 6 0 0 5 0 0 3 0 0 

Себестоимость 4 0 4 5 6 0 9 0 
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Таблица 131 

Показатель 
Исходные сплавы 

Показатель 
1 2 3 4 5 

Содержание свинца, % 4 0 3 0 2 5 15 3 5 

Содержание цинка, % 4 0 6 0 4 5 6 5 6 0 

Содержание олова, % 2 0 10 3 0 20 5 

Себестоимость 5 4 7 5 3 
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ГЛАВА 18 

МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ 
БЕЗОПАСНОСТИ 

Великие личности всегда подвергаются ожесточенным 
нападкам со стороны посредственных умов. 

А . Э й н ш т е й н 

ЗА 25 i;yкликов ЗАПЛАТИЛИ СТОЛЬКО руклей, сколько кувликов 
можно купить ЗА рувль. Сколько стоит один кувлик? 

СТАРИННАЯ ЗАДАЧА 

МОДЕЛЬ О П Р Е Д Е Л Е Н И Я 
ЗОН (ОБЪЕКТОВ) 

И СРЕДСТВ З А Щ И Т Ы П Р Е Д П Р И Я Т И Я 
ОТ У Г Р О З 

Современная концепция безопасности предприятия ос
новное внимание уделяет, прежде всего, исследованию воз
можностей по профилактике, предотвращению и локализа
ции угроз криминальных структур его экономической без
опасности в виде хищений и повреждений имущества, запасов, 
конфиденциальной коммерческой документации с целью обо
гащения, наживы или получения конкурентных преимуществ. 

Защита от угроз и угрозы есть явления, в к о т о р ы х 
участвуют две противоположные стороны со своими эконо
мическими интересами, целями и путями их достижения . 
В качестве одного из игроков (игрока И) определим пред
приятие как коллектив , и м е ю щ и й некоторые общие инте
ресы (цели) . В качестве другого игрока (игрока I) — кри
минальную структуру, и м е ю щ у ю свои интересы (цели). Если 
интерес одной стороны состоит в защите от угроз , в созда
нии условий для эффективной производственной и хозяй
ственной деятельности, то интерес другой — прямо проти
воположен — хищения и дезорганизация (дестабилизация) 
работы предприятия. 

Конфликт между этими двумя сторонами является ан
тагонистическим и может моделироваться антагонистиче
ской игрой, исход (результат) которой оценивается веще
ственным числом. Значение исхода одна из сторон стре
мится максимизировать (игрок I), а другая (игрок II) — 
минимизировать. Отсюда в ы и г р ы ш (в самом широком смыс
ле) одной из сторон в таком конфликте составляет проиг
р ы ш противоположной стороны. 
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Реализацию общей игровой ситуации рассмотрим на при
мере гипотетического предприятия. На этом предприятии 
имеются три склада готовой продукции, которые находятся 
на разных его территориях . Предприятие не имеет возмож
ности приобретения средств защиты этих складов от посяга
тельств криминальных структур . Поэтому оно прибегает к 
услугам специализированной охранной организации. Пусть 
рассчитаны прогнозируемые затраты (с,) на содержание спе
циализированной с л у ж б ы (подразделения), оснащенной тех
ническими средствами, и известны из предыдущих опытов 
объемы ущербов , причиняемых хищениями (табл. 132). 

Таблица 132 

Виды 
(объекты) угроз 

Прогнозируемые затраты и ущерб 
предприятия, млн руб. 

Виды 
(объекты) угроз от хищения 

со склада 
№ 1 

от хищения 
со склада 

№ 2 

от хищения 
со склада 

№ 3 

Хищение со склада № 1 3 4 + 20 = 24 5 + 20 = 25 

Хищение со склада № 2 3 + 15= 18 4 5 + 15 = 20 

Хищение со склада № 3 3 + 10 = 13 4+ 10= 14 5 
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90 • 7 /13 ~ 48 дней; охрана склада № 2 — 90 • 5 / 1 3 * 35 дней; 
охрана склада №3 — 90 • 1 /13 * 7 дней. Соответственно, вы
деляемые предприятием денежные средства на охрану всех 
складов составят 3 • 7 /13 + 4 • 5 /13 + 5 • 1/13 я 3,54 млн руб. , 
которые распределяются на охранные мероприятия по каж
дому из складов : склад № 1 — 3 • 7 / 1 3 « 1,62 млн руб . ; 
склад № 2 — 4 • 5 /13 ~ 1,54 млн руб. ; склад № 3 — 5 • 1/13 » 
« 0,38 млн руб . 

Отклонения от оптимальных стратегий, как предприя
тия, так и криминаль ных структур , приводят к убыткам 
той и другой с т о р о н ы . 
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Тогда платежная матрица примет вид: 
(1Ь 150 150") 

н = 120 60 120 . 
^100 100 5 0 , 

420 

Их р е ш е н и е м б у д у т о п т и м а л ь н ы е в е к т о р ы и цена э т и х 
и г р : 

X* = ( 4 / 9 ; 5 / 9 ; 0); Y* = ( 2 / 3 ; 1 / 3 ; 0); v = 100 т ы с . руб . 

Таким образом, игрок II (предприятие) должен с веро
ятностью 2:3 защищать склад готовой продукции , с веро
ятностью 1:3 — второй объект (первый склад материаль
ных ресурсов) и не защищать — третий объект (второй 
склад материальных ресурсов) вовсе . Игрок I должен с ве
роятностью 4 :9 у г р о ж а т ь складу готовой п р о д у к ц и и , с ве
роятностью 5:9 — второму объекту (первому складу мате
риальных ресурсов) и не угрожать третьему объекту (вто
рому складу материальных ресурсов ) . 

На первый взгляд, оптимальная стратегия игрока I вы
глядит несколько странной, так как она не рекомендует 
криминальной структуре угрожать третьему о б ъ е к т у , к о 
торый не з а щ и щ а е т с я игроком И. Однако ничего удиви
тельного здесь на самом деле нет, так как значение игры 
равно ценности незащищаемого объекта (i> = Ъ3 = 100) , и 
поэтому в результате применения своей оптимальной стра
тегии игрок I гарантирует себе математическое ожидание 
в ы и г р ы ш а , равное ценности третьего объекта . В с у щ н о с т и , 
этот склад как раз п о т о м у и не защищается , что нападаю
щему невыгодно тратить на него усилия . В соответствии с 
решением игры предприятие выбирает для реализации пер
вую стратегию. П р и этой стратегии вероятность необходи
мости з а щ и т ы склада готовой продукции составляет 2 : 3 , 
или 6 6 , 6 % . Таким образом, из решения игр м о ж н о предло
ж и т ь конкретные рекомендации по организации защиты 
объектов данного предприятия: при плановом периоде, рав
ном 30 дням, склад готовой продукции защищается 20 дней, 
а первый склад материальных ресурсов — 10 дней. 

18 3 
МОДЕЛЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ОБЪЕКТОВ З А Щ И Т Ы В У С Л О В И Я Х 
Н Е З А В И С И М О С Т И У Щ Е Р Б О В 

Здесь будем рассматривать основные производственные 
подразделения п р о м ы ш л е н н о г о предприятия: поточные и 
автоматические линии , гибкие производственные системы 
и другие производства, в к о т о р ы х их звенья (блоки) техно 
логически взаимосвязаны. В ы х о д из строя (отказ) одного 
из звеньев приводит к прекращению производственной дея
тельности всего объекта . Отказ одного из звеньев объекта 
возможен не только по техническим причинам, но и по 
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где у;/и = pj (j = hn% 

Пусть технологическая структура предприятия включа
ет пять технологически взаимосвязанных агрегатов, выход 
из строя одного из которых вследствие возможного повреж
дения приводит к простою всей производственной системы. 
Для предотвращения в о з м о ж н ы х повреждений и простоев 
производственной системы необходимо , чтобы перед нача
лом работы агрегаты были проверены на исправность. Рас-
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Оптимальное решение для игрока II соответствует век
тору Y* = ( 5 / 9 ; 3 / 9 ; 1 / 9 ; 0; 0) и цене этой игры v = 2 / 9 . 

« Ф и з и ч е с к а я » интерпретация м о ж е т быть такой : 30 х 
х 5 / 9 = 1 6 ; 30 • 3 / 9 = 10 дней и 30 1 /9 = 3 дня в течение 
месяца з а щ и щ а ю т с я соответственно агрегаты 1, 2 и 3. 

Денежные средства или материально-технические ре
с у р с ы , или то и другое , могут быть распределены пропор
ционально выделяемым ресурсам на защиту производствен
ной с и с т е м ы . 

18 .4 . 
МОДЕЛЬ Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я Р А Б О Т 

С Л У Ж Б Ы Б Е З О П А С Н О С Т И 
П Р Е Д П Р И Я Т И Я 

Задачей с л у ж б ы безопасности предприятия является не 
только организация защиты (обороны) его зон (объектов) 
от криминальных акций, но и организация поиска воз
м о ж н ы х вариантов нападений. 

П у с т ь на предприятии и м е ю т с я п зон (объектов) воз
м о ж н о г о нападения криминальных структур с целью их 
ограбления. Предполагается, что в одной из зон (объектов) 
организована криминальная группа. Для ее выявления в 
организационной структуре предприятия предусмотрено 
специальное подразделение из L человек, о снащенных со 
временными техническими средствами. Численность под
разделения делима, максимально возможное число таких 
подгрупп равно L. Если в группу входит по / человек, то 
число таких подгрупп равно г = L/1. Для общности рас
суждений будем считать , что число т а к и х подгрупп соот
ветствует г. Эти подгруппы службы безопасности могут быть 
распределены по зонам (объектам) з а щ и т ы различным об
разом. Например, все г подгрупп могут действовать в пер
вой зоне (объекте) или в первую зону (объект) м о ж н о по 
слать (г - 1) подгруппу, во в т о р у ю зону (объект) — одну 
подгруппу , в остальные — ни одной и т. д. 

Очевидно, что вероятность обнаружения криминальной 
структуры одной подгруппой в ;'-й зоне (объекте) зависит 
от многих условий, х а р а к т е р и з у ю щ и х эту зону (объект ) . 
Обозначим эту вероятность через Wj и будем считать , что 
обнаружение действия криминальной структуры каждой 
подгруппой с л у ж б ы безопасности я в л я ю т с я независимыми 
с о б ы т и я м и . 

Обычно противоборствующие стороны располагают ап
риорной информацией о значениях Wj(j = 1,п), и поэтому 
каждая из них м о ж е т определить вероятность обнаруже
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Таблица 133 

Стратегии 
игрока I 

Стратегии игрока II 
(конкурентная 

структура) Стратегии 
игрока I 

Стратегии игрока II 
(конкурентная 

структура) Стратегии 
игрока I 

1 2 3 

Стратегии 
игрока I 

1 2 3 

1 = (3, 0 , 0) 0 , 8 7 5 0 0 6 = (0, 2 , 1) 0 0 , 5 1 0 0 , 2 0 0 

2 = (0, 3 , 0) 0 0 , 6 5 7 0 7 = (1 , 2 , 0) 0 , 5 0 0 0 , 5 1 0 0 

3 = (0, 0, 3) 0 0 0 , 4 8 8 8 = (1, 0, 2) 0 , 5 0 0 0 0 , 3 6 0 

4 = (2, 1, 0) 0 , 7 5 0 0 , 3 0 0 0 9 = (0, 1, 2) 0 0 , 3 0 0 0 , 3 6 0 

5 = (2, 0, 1) 0 , 7 5 0 0 0 , 2 0 0 10 = (1, 1, 1) 0 , 5 0 0 0 , 3 0 0 0 , 2 0 0 Ч А С Т Ь Т Р Е Т Ь Я 

м о ж е т быть разделено, например , на три группы — чис
ленностью по 2 человека. Вероятность обнаружения кри
минальной структуры одной группой с л у ж б ы безопасности 
задается э к с п е р т н ы м и о ц е н к а м и п а р а м е т р о в W\ = 0 , 5 ; 
w2 = 0 , 3 ; w3 = 0 ,2 . 

Рассматриваемую с и т у а ц и ю распределения п о и с к о в ы х 
усилий м о ж н о систематизировать (табл. 133) . 

Оптимальные стратегии игроков определятся: 

X* = (0 ; 0 ; 0 , 3 8 ; 0 , 3 2 ; 0 ; 0 , 3 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ) ; 
У* = ( 0 , 1 5 ; 0 , 3 1 ; 0 ,54 ) ; цена игры v = 0 , 2 6 5 . 

Таким образом, с вероятностью 0 ,38 в третьей зоне осу
ществляют поиск три подразделения; с вероятностью 0 ,32 
в первой зоне о с у щ е с т в л я ю т поиск два подразделения и во 
второй зоне — одно подразделение и, наконец, с вероятно
с т ь ю 0,3 во второй зоне о с у щ е с т в л я ю т поиск два подразде
ления и в третьей зоне — одно подразделение. В с в о ю оче
редь, криминальная структура с вероятностью 0 ,15 выби
рает для х и щ е н и я первую зону, с вероятностью 0 ,31 — 
в т о р у ю зону и с вероятностью 0 ,54 — третью. В результате 
вероятность обнаружения криминальной структуры будет 
равна 0 , 2 6 5 . Если считать период планирования равным 
30 дням, то о существляют п о и с к : 30 • 0 ,38 = 12 дней три 
подразделения в третьей зоне ; 30 • 0 ,32 = 9 дней два под
разделения в первой зоне и одно подразделение во второй 
зоне; 30 • 0,3 = 9 дней два подразделения во второй зоне и 
одно подразделение в третьей зоне . 

Отклонение предприятия от приведенного оптимально
го распределения групп с л у ж б ы безопасности м о ж е т умень
шить эту вероятность , а отклонение криминальной струк
туры от оптимального выбора склада для осуществления 
з л о у м ы ш л е н н ы х действий м о ж е т привести к увеличению 
этой вероятности. 

П Р И К Л А Д Н Ы Е 

М О Д Е Л И 

М Е Н Е Д Ж М Е Н Т А 

Гений мыслит и создает. Человек обыкновенный приво
дит в исполнение. Дурак пользуется и не благодарит. 

К . П р у т к о в 
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ГЛАВА 19 

МОДЕЛИ ТОПЛИВНО-
ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО КОМПЛЕКСА 

Нужно иметь храбрость поверить в свои убеждения, 
иначе самое интересное, что могло прийти вам в голо
ву, заберут другие. 

Н. В и н е р 

Два человека хотят купить корову. Говорит первый второму: 
бели ты дашь л\не 2/3 твоих денег, то я смогу ЗАПЛАТИТЬ 

ее цену. А второй отвечдет первому: Ддй мне 3/4 твоих 
денег, ТОГДА и я здплдчу ее цену. Сколько у КАЖДОГО ИЗ НИХ 
денег, если коровд стоит 24 РУБЛЯ? _ 

СТАрНННАЯ ЗАДАЧА 
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430 

Технологические способы 

Про
дукт 

Соотношения видов топлива, % ки
сло
род, 
м3/т 

Про
дукт обо

зна
чения 

до
мен
ный 
газ 

кок
совый 

газ 

при
родный 

газ 
кокс уголь мазут 

ки
сло
род, 
м3/т 

Хп 45 45 10 
Xl2 100 
Xl3 18 75 7 
Xl4 100 

Р= 1 
Xl5 4 40 40 16 

Р= 1 
Xl6 40 60 
Xn 70 30 
Xlfi 18 75 7 30 
Xl9 20 50 30 

Xno 100 30 
X21 9 5 86 
X22 5 27 68 

р = 2 X23 6 47 47 
X24 6 11 66 17 
X25 7 32 61 137 
X31 90 10 
X32 80 20 

Р = 3 X33 60 40 Р = 3 
X34 40 60 
X35 90 10 
X36 80 20 
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где Aipg — годовой расход i  r o энергоресурса при производ

стве всего заданного годового объема рго продукта только 

по £ му « с п о с о б у » ; Kpg — капитальные в л о ж е н и я , необхо

д и м ы е для производства всего заданного годового объема 

рго продукта только по gму « с п о с о б у » . 

Определенным недостатком данной модели является пред

положение о прямо пропорциональном уменьшении показа

телей U.pg, Aipg, Kpg при уменьшении значений неизвестных 

xpg от 1 до 0. Однако этот недостаток м о ж е т быть уменьшен 

путем проведения последовательных итеративных расчетов, 

при которых значения указанных в ы ш е показателей после

довательно приближают к реальным в зависимости от най

денных оптимальных значений неизвестных. 

19 3 

М О Д Е Л И О П Т И М И З А Ц И И 

У Р О В Н Я Э Л Е К Т Р И Ф И К А Ц И И 

Оптимальный уровень электрификации представляет 

собой наилучшее с т очки зрения некоторого критерия отно

шение объема используемой электроэнергии к объему по

требления всех топливноэнергетических ресурсов. Оптималь

ный уровень электрификации может быть определен в ре

зультате оптимизации топливноэнергетического баланса 

страны, региона или предприятия путем расчета указанного 

выше соотношения . Однако, вопервых, в этих задачах зара

нее задаются верхние пределы возможного объема исполь

зования электроэнергии и других топливноэнергетических 

ресурсов и таким образом в определенной мере уровень 

электрификации получается заданным; во вторых , в таких 

моделях о б ы ч н о невозможно в значительной мере учесть 

фактор научнотехнического прогресса , что для указанной 

задачи имеет первостепенное значение. 

С учетом разнонаправленности и неоднозначности влия

ния электрификации на научнотехнический прогресс в раз

личных отраслях производства очевидно , данную задачу 

следует ставить к а к отраслевую. П о с л е д у ю щ и е действия — 

объединение оптимальных уровней электропотребления по 

отраслям (или по видам технологий) и получение заданного 

для задачи оптимизации топливноэнергетического балан

са значения верхнего предела использования электроэнер

гии. Таким образом, рассматриваемая задача является пер

вичной по о т н о ш е н и ю к задаче оптимизации топливноэнер

гетического баланса. 

Рассмотрим одну из моделей определения оптимально

го уровня электрификации на примере машиностроитель

432 1 5  2 9 1 7 
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Это означает, что к а ж д ы й причал будет простаивать 

2 0 % времени. Для уменьшения времени простоя судов ре

шено порт расширить . При этом необходимо рассмотреть 

увеличение плотности потока судов X в порт , исходя из 

тенденции развития судоходства в этом районе , а т а к ж е 

увеличение скорости движения судов и т. д. Пусть для при

мера плотность захода судов в порт сохраняется прежней. 

Сколько н у ж н о иметь причалов в порту , чтобы существен

но у м е н ь ш и т ь ч и с л о о ж и д а ю щ и х разгрузки судов и время 

их п р о с т о я ? Для решения этого вопроса проделаем весь 

комплекс расчетов для числа причалов п = 5, 6, 7, 8. 

Результаты расчетов приведены в таблице 1 3 5 . 

Таблица 135 

Характери
стики 

Число причалов Характери
стики 5 6 7 8 

Ро 0 , 0 1 3 0 , 0 1 7 0 , 0 1 8 0 , 0 1 8 2 

71 0 , 5 5 5 0 , 2 9 0 , 1 3 6 0 , 0 5 8 

Тож (суток) 3 ,3 0 , 8 7 0 , 2 7 0 ,09 

Мож (суток) 11 ,1 1,74 0 , 4 2 0 , 1 2 

м 1 2 , 6 4 , 4 2 3 ,76 

No 1 2 3 3 ,96 

Кп 0 , 2 0 , 3 0 , 4 3 0 , 4 8 

А н а л и з и р у я результаты расчетов , к о т о р ы е приведены в 

таблице 1 3 5 , м о ж н о сделать вывод о т о м , что увеличением 

числа причалов сл = 5 д о п = 6 удается существенно сни

зить время о ж и д а н и я судов (почти в 4 раза) , а число судов , 

о ж и д а ю щ и х разгрузки, — в 6,4 раза. Дальнейшее увели

чение числа причалов приводит к у м е н ь ш е н и ю значения 

toyK и М , но сами эти величины у ж е достаточно малы. 

Ч т о б ы принять окончательное решение , целесообразно про

делать элементарный экономический анализ. Пусть про

стой к а ж д о г о судна в течение суток о б х о д и т с я государству 

Яож = 1 0 0 ед. с т о и м о с т и . В то же время м е с я ч н ы й простой 

причала порта изза несвоевременного прихода судов о б х о 

дится государству qoyK = 1 0 0 0 ед. с тоимости . Стоимость ме

сячной эксплуатации причала q n = 1000 ед. стоимости . При

веденные и с х о д н ы е данные по стоимости о т н ю д ь не претен

дуют на действительное соответствие реально существующим 

издержкам в работе конкретного порта , а взяты л и ш ь для 

иллюстрации порядка проведения расчетов . Для проведе

ния э к о н о м и ч е с к о г о анализа воспользуемся формулой , по 

4 3 8 

Таблица 136 

Характеристики 
Число причалов 

Характеристики 
5 6 7 8 

(~ж (суток) 3 ,3 0 ,87 0 ,27 0 ,09 

А.£ож<?ож 6 6 0 0 1 7 4 0 5 4 0 180 

Кп 0 , 2 0 ,3 0 , 4 3 0 ,48 

ТЩп 5 0 0 0 6 0 0 0 7 0 0 0 8 0 0 0 

Кп nqn 1 0 0 0 1 8 0 0 ЗОЮ 3 8 4 0 

Сумма издержек 1 2 6 0 0 9 5 4 0 1 0 5 5 0 1 2 0 2 0 
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Еп(ах + а 2 ) = 

а, = 
X, 

а 9 = 
440 

Пример 2. В одном из районов большого города работа
ет автозаправочная станция. Естественно, что появление 
клиентов в автозаправочной станции случайно и взаимоне-
зависимо. П о э т о м у м о ж н о считать , что они образуют пуас
соновский поток . Однако клиенты могут быть разбиты на 
два вида. Одни из н и х , застав все колонки занятыми, ста
новятся в очередь и о ж и д а ю т . Другие , наоборот , не могут 
ждать, они спешат и , если все колонки у ж е заняты обслу
живанием, уходят . Пусть клиенты первого вида составля
ют поток п л о т н о с т ь ю Xi = 10 клиентов в час , а второго 
вида — Х 2 = 2 клиента в час . Время , которое необходимо 
для обслуживания клиента, случайно . Оно зависит от объе 
ма обслуживания и м н о г и х других причин. В среднем на 
к а ж д у ю машину необходимо 15 мин , т . е . средняя плот
ность обслуживания м а ш и н ы равна р = 4 ш т . в час . На 
автозаправочной станции работают л = 4 к о л о н о к . 

Требуется оценить работу автозаправочной станции . 
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9. Среднее время ожидания для машин первого вида: 
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^ = 3 караванам в день. Требуется оценить работу порта, 
если каждая из барж каравана м о ж е т разгружаться на 
любом из свободных причалов . 

Р е ш е н и е . Так как н е получено формульных зависи
мостей для определения параметров функционирования си
стемы массового обслуживания с ожиданием при поступле
нии в нее групп требований, вероятность состояний систе
мы определяется рекуррентными зависимостями. В нашем 
примере они получаются в таком виде: 

-ЗР 0 + 2Pi = О, 

Откуда 

Соответственно остальные значения р; приведены в таб
лице 139 . 

Таблица 138 
к 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

Ро 
1 1,5 1,88 1,72 1,37 0 , 9 3 0 , 5 8 0 , 2 7 0 , 0 7 

Таблица 139 
к 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

Pk 0 , 1 0 7 0 ,16 0 , 2 0 0 , 1 8 0 , 1 5 0 , 1 0 0 , 0 6 0 , 0 3 0 ,01 
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19.7 . 
О Б О Б Щ Е Н Н А Я Л И Н Е Й Н А Я МОДЕЛЬ 

П Л А Н И Р О В А Н И Я 
М А Т Е Р И А Л Ь Н Ы Х ПОТОКОВ 

Производство топлива на Н П З включает в себя следую
щ и е технологические п р о ц е с с ы : первичную переработку 
нефти, при которой из нефти выделяют бензин, керосин, 
дизельное топливо , мазут ; риформинг у з к и х фракций бен
зина, крекинг , гидроочистку дизельного топлива, фракцио
нирование газов и др . 

Основные товарные продукты — бензин, дизельное топ
ливо и мазут — получают путем смешения из нескольких 
компонентов . Керосин получают на установках первичной 
переработки без п о с л е д у ю щ е г о смешения . 
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отклонению от ГОСТ, тогда как остальные параметры, как 
правило, автоматически укладываются в допуск . Для каж
дой группы топлив м о ж н о выделить основные параметры 
(критичные к рецептуре) , которые и рассматриваются как 
ограничения в задаче смешения . 

Котельные топлива (КТ) выпускаются двух видов: обыч
ные КТ нескольких марок и экспортные . Основными пара
метрами для о б ы ч н ы х КТ являются : условная вязкость 
при определенной температуре , содержание серы и меха
нических примесей , температура в с п ы ш к и . Для экспорт
ных К Т , кроме этих параметров, вводятся температура за
стывания и плотность . 

В качестве основных параметров дизельных топлив (ДТ) 
принимаются : содержание серы, температура в с п ы ш к и в 
закрытом тигле , температура застывания, плотность , ки
нематическая вязкость , температура отгона 1 0 % и 5 0 % - й 
смеси и температура конца кипения , определяемая по вы
кипанию 9 6 % или 9 8 % - й смеси . 

Задачей оптимального с м е ш е н и я КТ и ДТ является 
подбор такого с о о т н о ш е н и я м е ж д у и м е ю щ и м и с я к о м п о 
нентами, при к о т о р о м получается т о в а р н ы й продукт с до 
п у с т и м ы м и по ГОСТ значениями о с н о в н ы х параметров и 
м и н и м и з и р у е т с я ( м а к с и м и з и р у е т с я ) заданный критерий 
о п т и м и з а ц и и . П р и этом у ч и т ы в а ю т с я ограничения на за
пасы к о м п о н е н т о в при с м е ш и в а н и и в резервуарах или на 
д о п у с т и м ы е р а с х о д ы при использовании а в т о м а т и ч е с к и х 
станций с м е ш е н и я и на план в ы п у с к а г о т о в ы х п р о д у к т о в . 

Обычно желательно максимизировать использование 
базовых компонентов , что приводит к наибольшему эконо
мическому эффекту . В этом случае в качестве критерия 
оптимальности принимается максимум общего расхода ба
зовых компонентов . Если компоненты существенно отли
чаются по себестоимости , то ставится задача нахождения 
оптимального рецепта, обеспечивающего минимальную се
бестоимость либо максимальную прибыль от реализации 
готовой п р о д у к ц и и . 

Перейдем к строгой формулировке математической мо
дели компаундирования КТ и ДТ. 

Используем модель смесительной операции 

Xt = щу, i = 1, п; 

где Xi — масса i - r o сырьевого компонента ; у — масса товар
ного продукта ; п — число компонентов . Переменную и, 
м о ж н о рассматривать как долю i - r o компонента в товарном 
продукте . 

4 4 8 4 4 9 
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Ф у н к ц и я температуры застывания t3(Ui, t3i) в данном 
случае является нелинейной, поэтому задача расчета ре
цепта ДТ является задачей нелинейного программирова
ния с линейным критерием. 

19.9 . 
З А Д А Ч А О П Е Р А Т И В Н О Г О У П Р А В Л Е Н И Я 

ПРИГОТОВЛЕНИЕМ БЕНЗИНОВ 
Задача приготовления бензинов ставится аналогично 

задаче приготовления котельных и дизельных топлив . От
личия связаны с качественными показателями, определя
ю щ и м и м н о ж е с т в о д о п у с т и м ы х рецептов. В качестве ос 
новных параметров для бензинов выбираются : pi — плот
ность смеси при температуре t, °С, т / м 3 ; s — содержание 
серы в смеси , %; фракционный состав, определяемый: 
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мые на основе многолетнего опыта технологов , такие , на
пример, как предельное содержание определенных к о м п о 
нентов. 

В качестве критерия оптимальности работы производ
ства, как у ж е указывалось в случае КТ и Д Т , могут быть 
приняты максимизация прибыли, минимизация суммар
ных издержек при ограничениях по плану выпуска , мак
симизация в ы п у с к а отдельных г о т о в ы х продуктов и т . д . 
Переменные ut, z входят в л ю б о й из перечисленных крите
риев линейно . Например , если принять в качестве крите
рия F м и н и м у м себестоимости смеси , получим: 

л 

Р = Е С ' " / + С э 2 ' 
t=l 

где Cj — цена (или себестоимость) компонента ; с э — цена 
этиловой ж и д к о с т и в пересчете на ТЭС. 

В ы ш е задача смешения бензина была сформулирована 
для относительных количеств щ компонентов . При линей
ных ограничениях не представляет затруднений переход к 
задаче для а б с о л ю т н ы х значений расходов компонентов 
x t = щу, где у — количество смеси . 

19 .10 . 
О П Т И М А Л Ь Н О Е Р А З Д Е Л Е Н И Е Н Е Ф Т И 

При первичной переработке нефти происходит разделе
ние смеси с непрерывным фракционным составом (нефти) 
на ряд целевых продуктов (бензин, керосин , дизельное топ
ливо и мазут ) . 

На показатели качества каждого продукта заданы огра
ничения, к о т о р ы е сводятся к ограничениям на фракцион
ный состав . В пределах заданных ограничений распределе
ние фракций м е ж д у целевыми продуктами неоднозначно и 
среди в о з м о ж н ы х распределений м о ж н о выбрать такое , к о 
торое максимизирует (или минимизирует ) некоторый эко 
номический критерий , например выпуск продуктов в стои
мостном в ы р а ж е н и и . 

Состав смеси с непрерывными фракциями предполага
ется известным в виде суммарной характеристики, так на
зываемой кривой истинных температур кипения (ИТК) не
фти. Характеристики ИТК нефти получаются путем сумми
рования характеристик отдельных продуктов. При разделении 
смеси с непрерывным фракционным составом необходимо 
учитывать следующие ограничения: по условиям матери
ального баланса по фракциям, по четкости разделения и 
показателям качествам продуктов . 
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по плану выпуска , максимизация в ы п у с к а определенных 
г о т о в ы х продуктов и т. д. 

Рассмотрим несколько вариантов постановки задачи 
календарного планирования. 

1 . Для заданного графика поставок сырьевых компо
нентов с заданными усредненными (или прогнозируемы
ми) качественными показателями при определенных пла
н о в ы х заданиях на выпуск г о т о в ы х продуктов по времен
н ы м интервалам планирования определить оптимальные 
(по заданному критерию) с оотношения количеств вовлекае
м ы х в производство каждого готового продукта компонен
тов и в ы п у с к а е м ы х готовых продуктов на каждом интерва
ле планирования. 

2 . Для заданного графика поставок сырьевых к о м п о 
нентов с заданными усредненными (или прогнозируемы
ми) качественными показателями при плановых заданиях 
на в ы п у с к г о т о в ы х продуктов , отнесенных на конец перио
да планирования, определить оптимальные соотношения 
количеств вовлекаемых в производство каждого готового 
продукта компонентов и распределение плановых заданий 
по интервалам планирования. 

3 . Для заданного в ы п у с к а г о т о в ы х продуктов на каж
дом временном интервале при определенных качественных 
показателях сырьевых компонентов определить оптималь
ный график поставок компонентов по интервалам плани
рования. 

В качестве примера рассмотрим задачу планирования 
выпуска трех марок бензинов, приготовляемых из восьми 
сырьевых компонентов . Период планирования разбит на 
четыре временных интервала. 

В качестве о с н о в н ы х параметров , х а р а к т е р и з у ю щ и х 
марки бензинов, будем рассматривать октановое число и 
содержание серы. Соответствующие предельные значения 
октанового числа и содержания серы, а т а к ж е отпускные 
цены (условные) каждой из марок бензинов указаны в таб
лице 1 4 0 . 

Значения октановых чисел, содержание серы в исход
н ы х компонентах и их себестоимость представлены в таб
лице 1 4 1 . Предполагается, что эти значения являются ус
редненными и не изменяются на протяжении всего перио
да планирования. 

В таблице 142 даны графики поступления исходных 
компонентов в период каждого из четырех временных ин
тервалов. Предполагается, что начальные запасы компо
нентов равны нулю . 

Таблица 140 

Показатели 
качества 

Марка бензина Показатели 
качества 1 2 3 

Октановое число 76 72 58 

Содержание серы, % 0,14 0,14 0,30 

Цена, руб./т 33 29 23 

Таблица 141 

Показатель Компонент 
качества 1 2 3 4 5 6 7 8 

Октановое число 49 70 83 75 58 62 72 45 

Содержание серы, % 0,05 1,00 0,40 0,05 0,05 0,02 0,02 0,02 

Себестоимость, руб./т 15 28 29 30 20 23 27 16 

Таблица 142 

Интервалы 
Компонент 

Интервалы 
1 2 3 4 5 6 7 8 

I 1410 2200 860 910 - 500 2020 -
II 920 1120 800 900 - 550 2060 36 

III 1240 1140 910 - 430 480 2580 42 

ГУ 1450 970 840 - - 520 3350 37 

Объем 
емкостей, т 1500 2000 1000 1500 1000 1000 2000 1000 

Таблица 143 

М
ар

ка
 

бе
нз

ин
а Компоненты 

О
бщ

ее
 

ко
ли

че


ст
во

, т
 

М
ар

ка
 

бе
нз

ин
а 

1 2 3 4 5 6 7 8 

О
бщ

ее
 

ко
ли

че


ст
во

, т
 

1 - - 2172 1810 - - 3348,5 - 7330 

2 - 813,6 471,4 - 254,2 - 6661,5 - 8200 

3 5020 2730 766,6 - 2050 1150 11890 

Верхние ограничения на объемы емкостного парка для 
каждого из компонентов приведены в последней строке 
таблицы 140 . 

Решение задачи т е к у щ е г о планирования для всего пла
нируемого периода по критерию максимизации прибыли 
приведено в таблице 1 4 3 . 
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Таблица 144 

К
о

м
п

о
н

е
н

т
 

Марка бензина Оста
ток в 
емко
стях, т 

Марка бензина Оста
ток в 
емко
стях, т 

К
о

м
п

о
н

е
н

т
 

1 2 3 

Оста
ток в 
емко
стях, т 1 2 3 

Оста
ток в 
емко
стях, т 

К
о

м
п

о
н

е
н

т
 

I интервал II интервал 

1 - - 1410,0 0 - - 920,0 0 

2 - 149,8 751,4 1299,0  218,8 643,7 1556,5 

3 498,3 27,2  334,5 - 176,8 - 957,7 

4 415,3 - - 494,7  -  1394,7 

5 - - - 0 -  0 

6 500,0 0  130.8 399,2 0 

7 7(18.3 1132,2 119,5 0 - 1800,0 259,0 0 

8 - - - 0  - 360,0 0 

О б щ е е к о л и ч е с т в о 

1681,9 1309,2 2780,9 - 2346,4 2582,8 

I I I интервал IV интервал 

1 - .  1240,0 0 - 268,7 1181,3 0 

2 - - 820,7 1875,8 - 308,0 648,0 1889,8 

3 1673,4 - 194,3 0 - 617,9 222,0 0 

4 1394,7 - - 0 - - - 0 

5 - - 430,0 0 -  - 0 

6 - - 480,0 0 - - 520,0 0 

7 2580,0  - 0 - 3349,8  0 

8 - - 420,0 0 - - 370,0 0 

Общее к о л и ч е с т в о 

5648,1 - 3585,0  45 444,4 2941,3 

Согласно этому решению (табл. 144) , необходимо выпу

стить бензина марки 1 — 7 3 3 0 т, 2 — 8 2 0 0 т и 3 — 11 

8 9 0 т . Прибыль при этом достигает 104 4 3 0 руб . 

Решение задачи, представленное в таблице 142 , суще

ственно отличается от равномерного по интервалам I  I V . 
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19 .12 . 

О П Т И М А Л Ь Н О Е СМЕШЕНИЕ 

К О Т Е Л Ь Н Ы Х И М О Т О Р Н Ы Х Т О П Л И В 

С У Ч Е Т О М С Т А Р Е Н И Я 

Сформулируем задачу оптимального с м е ш е н и я котель

н ы х и м о т о р н ы х топлив с учетом старения, т. е. изменения 

во времени свойств топлив . 

При смешении компонентов необходимо учитывать ог

раничения на следующие параметры топлива: плотность, 

содержание серы, температуру застывания, кинематическую 

вязкость, фракционный состав, температуру в с п ы ш к и . 

Зависимости для расчета всех показателей, кроме тем

пературы застывания , имеют малые погрешности , и их 

будем считать детерминированными. Это ограничения на 

вязкость , плотность , содержание серы, отгон при 250°С. 

Ограничение на отгон при 250°С имеет с л е д у ю щ и й вид: 

i=i 

где Cj — отгон при 250°С, %; j — индекс компонента ; с с м — 

требуемое значение параметра смеси; Xj — количество /  го 

компонента в с м е с и ; п — число компонентов смеси . 

Наиболее с у щ е с т в е н н ы м и являются погрешности рас

чета температур застывания на момент приготовления и 2 и 

через месяц после приготовления о^ При решении задачи 

оптимального с м е ш е н и я для получения д о с т о в е р н ы х ре

зультатов необходимо учитывать стохастический характер 

связи между этими параметрами и составом смеси . 

Зависимости для температур застывания и х , и 2 и расче

ты оптимального смешения приведем для смеси трех ком

понентов: мазута — xlt дизельного топлива AT — х2, ди

зельного топлива ВТ — xs. Зависимости для температур 

застывания и м е ю т с л е д у ю щ и й вид: 

з 
и1 = а10 +]Sm]a1j(tj)Xj + < г с м 3 0 ; 

1 

з 

u2 = а20 +Yja2j(tj)xj + Z,2 < *см, 

1 

где tj — температура застывания ;'го компонента; tCM, £см30 — 

предельно допустимые значения температур застывания 

смеси на момент приготовления и через 30 дней ; cty (tj) — 

линейные или квадратичные зависимости; ^ i , ^ 2 — случай

ные погрешности , распределенные нормально , с дисперси

ями o f , а 2 , и коэффициентами корреляции р. 



Таблица 145 

и ti ts Ol 02 P tc» *CM30 

23 23 6 3,5 3 0,56 5 5 

ОНО an ai:> Ctl3 out 0LS1 GU3 

6,5 6,36 33,81 2,75 9,3 3,93 29,83 7,2 

Пример численных значений коэффициентов и пара

метров распределения £ ь £ 2 приведен в таблице 1 4 5 . Здесь 

приняты линейные зависимости Gty(f/). 

Значения h[, h^, F0
r для численного примера приведе

ны в таблице 1 4 6 . Для упрощения задачи другие ограниче

ния , кроме температур застывания, не у ч и т ы в а ю т с я . 

Таблица 146 

Строка 
i 

Столбцы матрицы Вид 
огра
ниче
ния 

Правая 
часть 

ограниче
ний 

Строка 
i 1 2 3 4 б 

Вид 
огра
ниче
ния 

Правая 
часть 

ограниче
ний 

Строка 
i 

Х2 ХЗ U i U2 

Вид 
огра
ниче
ния 

Правая 
часть 

ограниче
ний 

1 6,36 33,81 2,75 3,5 = 1,5 

2 3,93 29,83 7,2 3 = 4,3 

3 1 1 1 = 1 

4 0,328 0,0443 > Ро0,446 

5 0,21 0,0749 Ро0,4887 

6 0,1025 0,1025 > Ро0,583 

7 0,284 0,114 > Ро0,379 

8 0,17 0,17 > Ро0,41 

9 0,0749 0,21 > Ро0,4887 

10 0,214 0,214 > Ро0,128 

11 0,114 0,284 > Ро0,379 

12 0,0443 0,328 Ро0,446 

ГЛАВА 20 

МОДЕЛИ 

МЕТАЛЛУРГИЧЕСКОГО 

ПРОИЗВОДСТВА 

Сами по себе идеи ценны, но всякая идея — в конце 

концов только идея. Задача в том, чтобы реализовать 

ее практически. 

Г. Форд 

Некто купил вещь, ЗАПЛАТИВ ЗА нее 157 руклей 50 копеек, 

кевых монет и пол

Стлринндя задача 

причем платил одинаковым числом рувлевых монет и пол

тинников. Сколько выло полтинников? 

2 0 . 1 . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ С О С Т А В А 

Д О М Е Н Н О Й Ш И Х Т Ы 

Варианты подготовки ш и х т ы при выплавке чугуна обус

ловлены использованием различных видов агломерата, ока

т ы ш е й , железной р у д ы , скрапа, известняка и кокса в за

валке. Состав доменной ш и х т ы отражает возможности снаб

жения металлургического предприятия , технологические 

требования доменного процесса , необходимый х и м и ч е с к и й 

состав чугуна. 

Предпочтительный вариант состава ш и х т ы соответствует 

минимуму с у м м а р н ы х затрат на стоимость ш и х т ы и вы

плавку чугуна при условии выполнения планового задания 

по производительности доменной печи. 

Для математической ф о р м у л и р о в к и задачи вводятся 

следующие обозначения: Xj — расход у'го компонента ш и х 

т ы ; ац — с о д е р ж а н и е i  r o х и м и ч е с к о г о элемента в 1 т у'го 

компонента ; у } — у с л о в н ы й в ы х о д чугуна на 1 т у'го к о м 

понента ; N — план в ы п у с к а чугуна ; G ; — выделенные 

заводу ресурсы у'го к о м п о н е н т а ; U t и V t с оответственно 

минимально и максимально д о п у с т и м о е содержание i  r o 

х и м и ч е с к о г о элемента ( с еры, фосфора , к р е м н и я , марган

ца, углерода) в ч у г у н е ; Cj — цена у'го к о м п о н е н т а ; dj — 

расходы по переделу в расчете на 1 т у'го к о м п о н е н т а при 

выплавке чугуна . 

Оптимизационная задача расчета состава доменной ш и х 

ты формируется как определение совокупности величин х]У 

м и н и м и з и р у ю щ и х оценку : 

I = У ( С : +d:)Xj, 

1 6  " 1 7 465 



466 

ского состава чугуна и компонентов ш и х т ы , а т а к ж е неза
висимость удельных расходов по переделу от состава ш и х 
т ы . Эти предположения у п р о щ а ю т решение задачи, но од
новременно с н и ж а ю т соответствие модели реальному про 
цессу . П о в ы ш е н и е качества модели достигается введением 
нелинейных функциональных зависимостей, которые доста
точно х о р о ш о отработаны в теории доменного производ
ства. Они базируются на тепловом и материальном балан
сах доменной плавки и п о з в о л я ю т определить время на
хождения материала в печи , х и м и ч е с к и й состав чугуна и 
шлака. Однако при этом модель расчета состава ш и х т ы 
становится нелинейной и требует привлечения более с л о ж 
ных методов поиска оптимального решения . 

20 .2 . 
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е С О С Т А В А 

А Г Л О М Е Р А Ц И О Н Н О Й Ш И Х Т Ы 

Расчет агломерационной ш и х т ы в общем случае явля
ется с л о ж н о й оптимизационной задачей. Объясняется это 
необходимостью учета зависимостей параметров процесса 
спекания агломерата и состава доменной ш и х т ы от х и м и 
ческого состава и качества агломерационной ш и х т ы . На
пример , вертикальная скорость спекания зависит от грану
лометрического состава ш и х т ы . Крупные руды спекаются 
с наибольшей с к о р о с т ь ю и обеспечивают в ы с о к у ю произво 
дительность агломашин. Тонкие концентраты глубокого 
обогащения спекаются значительно медленнее, но более 
выгодны для доменного производства . Добавление в агло-
ш и х т у извести способствует интенсификации процесса спе
кания. Кроме того , ряд коэффициентов , используемых при 
расчете а г л о ш и х т ы , в значительной степени определяется 
в о з м о ж н ы м и п о с л е д у ю щ и м и изменениями х и м и ч е с к о г о с о 
става при выплавке чугуна . 

Локальная задача расчета а г л о ш и х т ы учитывает расхо 
ды только на стоимость материалов и связана с определени
ем совокупности величин x s — количество i - ro компонента 
на 100 кг ш и х т ы . В ее состав входят железорудные состав
ляющие ( i b тг), марганцевая руда (i — п + 1), флюс (i = п + 2), 
колошниковая пыль (i = п + 3) , известь (i = п + 4) , окали
на (i = п + 5) и к о к с (i = п + 6) . Общая сумма определяе
м ы х неизвестных д о л ж н а равняться 100 кг : 

= 1 0 0 . 
I 

Ресурсы предприятия по отдельным видам ш и х т ы G t 

учитываются ограничением: 
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£ * ; P / ( l 0 0 ( l - u ? 2 ° ) ) < G , . , 

.н,о 

а к 
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Таблица 149 

Годы Исходные 
данные 

/ II Потреб
ность в 

продукции 
Годы Исходные 

данные № 1 № 2 № 3 №4 

Потреб
ность в 

продукции 

1992 

Продукция, тыс. т: 

1992 1-го вида 100 150 250 400 400 1992 

2-го вида 300 380 200 250 480 

1995 
1-го вида 350 490 420 600 800 

1995 
2-го вида 550 650 385 490 950 

1992 Расход лимитируемого 
ресурса, тыс. т. 

200 280 205 340 500* 

1995 
Расход лимитируемого 
ресурса, тыс. т. 440 550 400 510 950* 

Приведенные затраты на 
объем 1995 г., млн руб. 200 240 180 250 

* Максимальное количество ресурсов 

массу метала по интервалу размеров от 0 до l k при опти
мальном положении размера lk-\. По этой таблице м о ж н о 
установить оптимальный размерный ряд для л ю б о г о числа 
членов . 

Н а п р и м е р , для размерного ряда из ш е с т и членов бу
дем иметь : 1 в = 1 0 , 1 5 = 9 (из этапа вычислений 6) , / 4 = 8 
(из этапа 5) , 13 = 7 (из этапа 4 ) , 12 = 5 (из этапа 3 ) , 1Х = 3 
(из этапа 2) . А н а л о г и ч н о м о ж н о сформировать размерный 
ряд на любое число членов от 1 до 10 . 

2 0 . 6 . 
Ф О Р М И Р О В А Н И Е Г Р А Ф И К А 

В Ы П У С К А П Р О Ф И Л Е Р А З М Е Р О В 
П Р О К А Т А Н А С Т А Н Е 

На основании месячной программы в прокатном цехе 
составляется план-график в ы п у с к а профилеразмеров про 
ката. Л у ч ш и й его вариант обеспечивает минимум потерь от 
задержки сроков выполнения заказов , простоев стана, про -
леживания заготовки и готового проката , снижения каче
ства проката. 

М а т е м а т и ч е с к у ю ф о р м а л и з а ц и ю задачи р а с с м о т р и м 
применительно к с о р т о п р о к а т н о м у стану , используя в ка
честве неизвестной в е л и ч и н ы у п — номер партии проката , 
планируемой в последовательности выпуска на месте с 
номером п . Система ограничений н а с о в о к у п н о с т ь у п у ч и 
т ы в а е т ц е л о ч и с л е н н о с т ь п е р е м е н н ы х , н е п о в т о р я е м о с т ь 
партий в графике , н а л и ч н ы й фонд рабочего времени отде
л о ч н ы х агрегатов: 
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или т о л щ и н ы , у м е н ь ш е н и ю ш и р и н ы и т . п . ) - При наличии 
нескольких параметров вводится их приоритет . 

В некоторых практических случаях формирование плана-
графика в ы п у с к а профилеразмеров проката базируется на 
минимизации времени непроизводительных простоев ста
на. Рассмотрим пример такой ситуации . Пусть ритм выда
чи металла из печи равен г, а ритм прокатки s. Если s < г, 
то работа нагревательного участка сдерживает работу ста
на. Однако если в момент подхода первой заготовки к окну 
выдачи из печи стан остановлен на перестройку , то заго
товка дополнительно подогревается и после перестройки 
м о ж е т выдаваться с р и т м о м s . Ч и с л о ш т у к заготовки , к о 
торое м о ж н о выдать р и т м о м s : 

п = т / ( г - s ) , 

где т — время перестройки стана. 
Эвристический алгоритм ф о р м и р о в а н и я очередности 

в ы п у с к а профилеразмеров базируется на правиле: первая 
партия д о л ж н а иметь г < s, вторая s < г (число ш т у к заго
товки во второй партии определяется длительностью пере
с тройки стана м е ж д у первой и второй партиями) , третья 
г < s и т . д. 

20 .7 . 
В Ы Б О Р Р А З М Е Р О В З А Г О Т О В К И 

Размеры заготовки в л и я ю т на производительность ста
на, степень использования с и л о в ы х возможностей клетей и 
площади пода нагревательных печей, расход металла и тру
доемкость вспомогательных работ . В соответствии с про 
граммой в ы п у с к а проката в ы б и р а ю т : для о б ж и м н ы х ста
нов — типоразмеры слитков , для тол сто л и с т о в ы х станов — 
размеры слябов , для станов холодной прокатки — ширину 
и т о л щ и н у подката, для с о р т о в ы х станов — размеры заго
товки и т. д. Совокупность задач выбора размеров заготов
ки м о ж н о разделить на три группы: подбор предпочтитель
ного размера заготовки для индивидуального размера гото 
вого проката , подбор сортамента заготовки для программы 
в ы п у с к а проката на стане, подбор размеров заготовки в 
цепочке последовательно ф у н к ц и о н и р у ю щ и х станов. 

В ы б о р размера поперечного сечения заготовки для инди
видуального размера проката направлен на распределение 
работы деформации между последовательными станами. 
Повышение размеров заготовки влечет за собой рост эксплуа
тационных расходов на чистовом стане. Одновременно сни
жается себестоимость заготовки, так как на предшествую-
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заготовки kro типоразмера, планируемого для использова

ния при выпуске iго типоразмера проката. Совокупность 

о г р а н и ч и в а ю щ и х условий на значения xih включает соот

ношения : г х  , ^ 

Ydxik=Xi,i = l, 2, 3, 

^xik<Y,k = l, 2, 3 , . . . , / V , 

Первое соотношение учитывает ограниченность фонда 

рабочего времени стана величиной Т, второе — выполне

ние планового задания по в ы п у с к у проката в количестве X, 

третье — ограниченность потребления заготовки kro типо 

размера величиной Yk. 

Оценивается вариант сортамента заготовки показателем: 

I = ZZ(c***ft +
 axik I** + Aikxik) + 

k i 

где ck — себестоимость заготовки kro типоразмера; a — 

т е к у щ и е расходы цеха на единицу времени работы стана; 

Aik — удельные потери металла в виде обрези и угара при 

выпуске i  r o типоразмера проката из заготовки kro вида; 

В — вспомогательные расходы с м е ж н ы х прокатных цехов 

на один типоразмер заготовки, включенный в специализа

ц и ю станов . 

В алгоритме решения задачи в ы д е л я ю т три этапа: зада

ние набора типоразмеров заготовки, расчет величин qik и 

Ам, определение xik по процедуре линейного программиро

вания. Рассмотрев варианты состава типоразмеров заготов

к и , м о ж н о по значениям показателя I выбрать предпочти

тельный сортамент заготовки. 

20 .8 . 

СОСТАВЛЕНИЕ Г Р А Ф И К А 

П Р О В Е Д Е Н И Я Р Е М О Н Т О В 

О С Н О В Н Ы Х Ц Е Х О В 

Составляя график плановопредупредительных ремон

тов на очередной плановый период, принимают во внима

ние нормативные сроки ремонта оборудования и наличие 

т р у д о в ы х ресурсов по ремонтным профессиям. Для основ

ных агрегатов введем желаемый срок остановки на ремонт zt. 

Если при составлении совместного графика р е м о н т н ы х ра

бот будут получены иные сроки начала ремонтов х г , то 

для агрегата это приведет к д о п о л н и т е л ь н ы м потерям 

Остановка на ремонт ранее планового срока связана с недо

использованием рабочего ресурса оборудования. Более по 

здняя остановка м о ж е т повлечь за собой внезапные ава

рийные неисправности агрегата. Величина потерь опреде

ляется по с о о т н о ш е н и ю : 

M*t ~ z t ) = 

ai(xi  2 , ) при х, > 2,.; 

[yiixi zt) при x,. < zt, 

где a* и ji — потери цеха при расхождении на 1 ч планово

го и фактического сроков начала ремонтных работ на iм 

агрегате. 

Общезаводской график проведения р е м о н т н ы х работ 

составляется с учетом наличных трудовых ресурсов на пла

нируемый период по к а ж д о й из специальностей ремонт

н ы х рабочих : 

£ Ф * ( * ^ , Т ) < 7 ; ( Т ) , 

где Tk(x) — трудовой ресурс по kй профессии на сутки т; 

q>ik — потребность в трудовых ресурсах для i  r o ремонта. 

Определяется <pih началом ремонта и нормативными затра

тами на период ремонта tro агрегата. В простейшем случае 

Ф,„ представляется в виде: 

|т,А при х ; < т < х, + ф ! 0 ) ; 

V* = I п «п 
[0 при Xj > т, т > Xj + ф) ' . 

Оцениваются варианты общезаводского графика прове

дения ремонтных работ суммой потерь изза отклонения 

планового начала ремонта от предпочтительного срока и 

оплаты трудовых затрат: 

1 = Z^  x f . ) + pZmaxZ9i*(T)
i i 1 k 

Расчет величин X; на ЭВМ происходит в два этапа. На 

первом п р и н и м а ю т с я x t = 2,. В этом случае равна н у л ю 

первая с о с т а в л я ю щ а я функционала , но завышается вели

чина второй с о с т а в л я ю щ е й . На втором этапе проводится 

анализ начального р е ш е н и я и в ы я в л я ю т с я с у т к и , харак

теризующиеся наибольшим напряжением трудовых затрат. 

Для р е м о н т н ы х работ , запланированных на эти с у т к и , 

анализируют возможность сдвига начального момента. Про 

стым перебором определяется агрегат, сдвиг сроков ре

монта к о т о р о г о дает уменьшение трудовой н а п р я ж е н н о с 

ти при меньшем возрастании первой с о с т а в л я ю щ е й ф у н к 

ционала . Если суммарная величина оценки в результате 

у м е н ь ш и т с я , то полученное решение принимается вместо 

486 487 



начального и вычислительная процедура п о в т о р я е т с я . Та
кая ц и к л и ч е с к а я с х е м а п о в т о р я е т с я , пока не будет вырав-
нена относительная загрузка по профессиям либо сдвиг 
начальных м о м е н т о в начала р е м о н т н ы х работ не будет 
давать общего у м е н ь ш е н и я о ц е н к и решения . 

20 .9 . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ Д Л И Т Е Л Ь Н О С Т И 

М Е Ж Р Е М О Н Т Н Ы Х ПЕРИОДОВ 

Ремонтные работы, п р о в о д и м ы е в металлургических 
ц е х а х , делятся на планово-предупредительные и капиталь
ные . Время м е ж д у последовательными капитальными ре
монтами называется ремонтным циклом . Он характеризу
ется общей длительностью, количеством планово-предуп
редительных ремонтов, вошедших в цикл, и временем между 
п о с л е д у ю щ и м и планово-предупредительными ремонтами. 

Оптимизация ремонтного цикла предполагает опреде
ление хп и хк — времени между последовательными планово-
предупредительными и капитальными ремонтами. Длитель
ность межремонтного п р о м е ж у т к а времени выбирается ис
ходя из s — затрат на проведение планового ремонта, у — 
затрат на устранение последствий аварийной остановки р(х), 
изменение эксплуатационных затрат во времени с / т . Учи
тывая , что ремонтный цикл включает в себя два вида ра
бот , для величин s, у, р, с указываем индекс п, если речь 
идет о планово-предупредительном ремонте , и индекс k — 
для капитального ремонта . 

Общие затраты на весь цикл ремонтных работ : 

I = U. J L + Р ( Х п ) У п + (1 - p(T n )) S n 1^L + 

I Т * ) Х п 

+ ck±- + p(xk)yk +(1-p(xk))sk. 

Распределение вероятности аварийной остановки обо
рудования в большинстве практических случаев описыва
ется пуассоновским законом 

р(х) = 1-1~х\ 
Минимизация ф у н к ц и и / по величинам х п и x k позволя

ет определить с труктуру ремонтного цикла. Если предпо
л о ж и т ь , что к о м п л е к с ы планово-предупредительных и ка
питальных ремонтов независимы, то оптимальные значе
ния х п и x k м о ж н о определить из уравнений: 

М т . - 8 a ) f ^ =sn/x2
n, 

Из этих уравнений видно, что чем больше превышение 
расходов по устранению аварийной остановки оборудования 
над затратами на проведение планового ремонта, тем меньше 
продолжительность оптимального межремонтного периода. 

В общем случае затраты на проведение планово-предуп
редительных ремонтов зависят от времени, прошедшего 
после последнего капитального ремонта, а вероятностей 
проявления к р у п н ы х (капитальных) аварийных неисправ
ностей — от периодичности проведения планово-предупре
дительных ремонтов : 

s„ = s i ° > - t W 1 > ; 

где т — это номер очередного планово-предупредительно
го ремонта после предшествующего капитального ремонта. 
Подставив расчетные выражения для s„ и \ k в экономиче 
с к у ю оценку ремонтного цикла, получим: 

,(0) _ v , s(l) x n + x h 

2Т„ 

_Х(0)_Х(1)Ь. 

Значения х п и xk, обеспечивающие минимум величины 
1", могут быть определены как решение системы двух нели
нейных уравнений: 

Ж. = о, ^ = о, 
дхп дхк 

к о т о р ы е решают с использованием ЭВМ. Полученные вели
чины х п и x k принимаются в качестве характеристик ремонт
ного цикла. 

20 .10 . 
Р А С Ч Е Т ПОТРЕБНОГО П Р Е Д П Р И Я Т И Ю 

К О Л И Ч Е С Т В А 
Т Р А Н С П О Р Т Н Ы Х СРЕДСТВ 

При определении числа единиц о б с л у ж и в а ю щ е г о обо
рудования металлургических цехов используют соотноше
ние п = TX/TQ, где Ti — необходимый фонд времени для 
выполнения планового объема работ либо объем работы; 
Т 0 — фонд рабочего времени единицы оборудования в пла
новом периоде либо его производительность. Однако подоб
ное расчетное соотношение не учитывает возникающих на 
практике колебаний длительности работ и производственных 
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помех при транспортировке материалов. В результате рас

четное число необходимого предприятию количества транс

портных средств оказывается заниженным. Привлечение 

методов теории массового обслуживания повышает обосно

ванность решений при выборе состава оборудования. 

Проиллюстрируем это на примере задачи выбора необ

ходимого количества составов с изложницами для стале

плавильного цеха . Будем считать , что статистическое зна

чение длительности цикла занятости составов распределе

но по показательному закону, т. е . вероятность превышения 

длительности цикла значения t равняется 

P(t) =1Гы, 

где 1/и — средняя длительность цикла обработки состава с 

изложницами. 

Последовательность моментов окончания плавок на пе

чах сталеплавильного цеха будем считать « п р о с т е й ш и м » 

статистическим п о т о к о м . Для такого потока вероятность 

появления k о к о н ч е н н ы х плавок за время t равняется 

В теории массового обслуживания для систем с «про 

с т е й ш и м » потоком заявок и показательным законом рас

пределения времени обслуживания получены следующие 

прикладные результаты: 

Ш математическое ожидание числа сталеплавильных пе

чей , о ж и д а ю щ и х разливки металла: 

п=£и(к)П h . 

п\ \uj - XIпх>У 

Ш среднее время задержки разливки металла: 

Т = Pl/(nu  X); 

Ш среднее количество свободных составов : 

где п — число составов с и з л о ж н и ц а м и на предприятии; ро 

и pi — вспомогательные величины, равные: 

Ро = 1 / 
о 1 + y i l • 

Pi = 
иРо 

(п  1 )  X) чи 
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Отсюда следует, что предпочтительная цена продукции 
составит : 
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ГЛАВА 21 

МОДЕЛИ 
МАШИНОСТРОИТЕЛЬНОГО 

ПРОИЗВОДСТВА 

В техническом прогрессе участвуют три основных 
элемента: знания, энергия и материал. 

Дж. Томпсон 

Крестьянин .иенял зайцев на кур: крал за всяких двух зайцев 
по три курицы. Каждая курица снесла яйца — третью масть 
от числа всех куриц. Крестьянин, продавая яйца, крал за 
каждые 9 яиц по столько копеек, сколько каждая курица снесла 
яиц, и выручил 72 копейки. Сколько выло кур и сколько зайцев? 

Старинная задача 

kpr 

4 9 4 4 9 5 



Целевой функцией являются приведенные затраты, свя
занные с созданием или реконструкцией объединений от
расли и с перевозками между объединениями отрасли коо
перированной продукции. Первое слагаемое характеризует 
затраты на создание или реконструкцию объединений, вто
рое — на перевозки кооперированной продукции между вновь 
создаваемыми или реконструируемыми объединениями от
расли, третье — на перевозки продукции между существую
щ и м и объединениями и остальными объединениями. 

Выполнение ограничений обеспечивает удовлетворение 
потребности каждого объединения в необходимой продук
ции ; показывает , что вся производимая продукция с у щ е 
с т в у ю щ и м и или реконструируемыми и вновь создаваемы
ми объединениями потребляется объединениями отрасли; 
определяет возможное потребление ресурсов вновь создавае
м ы м и объединениями; показывает , что из множества вари
антов создания или реконструкции каждого объединения 
м о ж е т быть выбрано не больше одного варианта. 

Сформулированная задача — многоиндексная , частич
но целочисленная, транспортно-производственная. 

В о з м о ж е н другой подход к определению производствен
ной с т р у к т у р ы предприятия, о снованный на т о м , что но
менклатура и объем производимой продукции объединени
ем, а т а к ж е номенклатура и объем поставляемой объедине
н и ю и отправляемой им продукции установлен заранее. 
В этом случае возникают задачи определения состава цехов 
и х о з я й с т в производственного назначения; их специализа
ции и кооперирования, обеспечивающих минимальные при
веденные затраты, которые связаны с производством про
д у к ц и и и кооперированием производственных подразделе
ний в рамках предприятия. Этот подход к определению 
п р о и з в о д с т в е н н о й с т р у к т у р ы п р е д п р и я т и я существенно 
п р о щ е , но для их осуществления требуются разработки 
м н о г и х вариантов структур и выбор наилучшего из н и х . 

21 .2 . 
ОСВОЕНИЕ НОВОЙ Т Е Х Н И К И 

Для процесса освоения новой техники требуется целе
направленное планирование. Основными требованиями к 
этому процессу следует считать освоение производства из
делий в ы с ш е й категории качества с обеспечением плано
вой себестоимости , с оответствующей уровню серийного их 
выпуска ; оптимальные сроки освоения ; минимальные за
траты т р у д о в ы х , материальных и финансовых ресурсов на 
подготовку производства. 
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т = — 
щ к 

I 

о = о - т 
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т 

в противном случае: 
/' = 1, р; s = 1, гх, з = г 2 + 1 , г 3 п} > xjs > 0, 

В этих формулах р — число наименований отливок , 
подлежащих изготовлению в течение месяца ; Г\-гЛ — чис
ло видов групп оборудования, плавильных агрегатов, про
фессий о сновных рабочих и видов ш и х т о в ы х материалов 
соответственно; 0 3 ; m i n и 0 , ф — опережение запуска мини
мально допустимое и фактическое по у-му наименованию 
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Задание 1. Пусть имеется два станка и пять деталей, 

каждая из которых требует токарной и фрезерной обработ

ки. Нормы времени обработки деталей заданы в таблице 154. 

В каком порядке н у ж н о обрабатывать детали, чтобы 

общее время занятости участка было минимальным? 

Р е ш е н и е . Б  Д  А  Г  В . 

Задание 2. Пусть имеется три станка и пять деталей, 

каждая из к о т о р ы х требует токарной , фрезерной и шлифо

Таблица 154 Таблица 155 

Норма времени Норма времени 

Деталь Станок 
1 

Станок 
2 

Деталь Станок 
1 

Станок 
2 

Станок 
3 

А 11 5 А 4 3 11 

Б 7 14 Б 5 2 8 

В 5 3 В 6 4 7 

Г 10 3 Г 8 1 9 

д 13 8 Д 7 2 5 

вальной обработки. Н о р м ы времени обработки деталей за

даны в таблице 1 5 5 . 

В каком порядке н у ж н о обрабатывать детали, чтобы 

общее время занятости участка было минимальным? 

21 8 

О П Т И М А Л Ь Н А Я П Л А Н И Р О В К А 

О Б О Р У Д О В А Н И Я 

При планировке рабочего места (оборудования) необхо 

димо стремиться к обеспечению наибольшей прямоточно 

сти и кратчайших маршрутов движения предметов труда , 

рационального использования производственной площади. 

Расстановка оборудования влияет на размеры транс

портных расходов , себестоимость продукции , инвестиций, 

степень прямоточности , непрерывности и ритмичности про

изводства, уровень организации труда. 

В общем виде задача оптимальной планировки оборудо 

вания формулируется следующим образом. 

Пусть известны N, — программа выпуска предметов гго 

наименования в планируемом периоде; g t — масса предмета 

£го наименования; варианты размещения оборудования по 

площадкам. Предмет каждого наименования обрабатывает

ся по рабочим местам в последовательности, определенной 

заранее разработанной м а р ш р у т н о й технологией . Все пред

меты начинают свое д в и ж е н и е и з кладовой « К » и в эту ж е 
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Рис. 64 

кладовую возвращаются после за

вершения обработки . При этом 

для изготовления предмета мо

жет потребоваться несколько вит

ков (оборотов) транспортного кон

вейера. 

На рисунке 64 показана пла

нировка поточной линии (цеха с 

технологическими участками) . 

Если на участке (поточной линии) обрабатываются пред

мет А с м а р ш р у т о м К  Ф  Ш  С  Т  К и предмет Б с маршру

том К  С  Т  Ф  Ш  К , то для полной обработки предмета А 

потребуется один оборот , предмета Б — два оборота кон

вейера. 

П о э т о м у в зависимости от расположения рабочего мес

та меняется о б щ и й грузооборот линии. Таким образом, ми

нимизируемая функция имеет вид: 

m 

№ = Lk£Nt •*,•*(«), 

i=l 

где L A — полная длина тягового элемента конвейера, м ; 

— число витков (оборотов) конвейера , необходимых 

для полного изготовления i  r o наименования предмета при 

ям варианте планировки { xt(n) = 1, 2, ...}. 

Эта задача м о ж е т быть решена по с л е д у ю щ е м у алго

р и т м у . 

Ш а г 1 (предварительный) . Составляют матрицу взаи

мосвязи пары рабочих мест G = {gcd}, элементы которой 

измеряются общей массой продукции , перевозимой непо

средственно от сго к d-му рабочему месту . 

m 

i=i 

где (picd показывает дискретность связи м е ж д у см и dм 

рабочими местами при обработке предмета i  r o наименова

ния: 

1 — если есть связь м е ж д у см 

= \ и d-м рабочими местами; 

0 — если нет связи. 

Решение начинается с предположения , что рабочее ме

сто С\ — кладовая ( « К » ) установлено. На к а ж д о м шаге оп

ределяется местоположение только одного рабочего места. 

Ш а г 2 . Определяют рабочее место , устанавливаемое до 

или после рабочего места С\. 

510 

S4i = 

Nigi 

Очередность обработки по четырем рабочим местам 

i Nigi 

К(1) Т(2) Ф(3) С(4) Ш(5) К(1) 

1 20 1 5 2 4 3 6 

2 4 1 - 3 2 4 5 

3 4 1 2 - 4 3 5 

4 8 1 2 3 4 5 6 
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Таблица 157 

/ 
00 12 2 0 4 со 

20 00 2 со 4 
00 00 со 8 2 4 
4 20 4 со 8 

, 1 2 со со 24 00 

Р е ш е н и е . Н а основе и с х о д н ы х параметров составля
ют матрицу силы взаимосвязи рабочих мест : 

G = 

СЛОВАРЬ 

Агрегирование — преобразование 
модели в модель с меньшим числом 
переменных или ограничений — аг
регированную модель, дающую при
ближенное по сравнению с исход
ной описание изучаемого объекта. 

Алгоритм — формализованная 
последовательность действий по ре
шению задачи. 

Алгоритм кратчайшего пути 
позволяет найти кратчайший путь 
в сети. 

Алгоритм максимального пото
ка — позволяет определить путь с 
максимальной пропускной способ
ностью. 

Аппроксимация — приближен
ное выражение математических объ
ектов через более простые объекты, 
например, сведение задачи выпук
лого программирования к кусочно-
линейной задаче путем аппроксима
ции целевой функции и ограничений 
кусочно-линейными функциями. 

Базисное решение — допусти
мое решение задачи линейного про
граммирования, находящееся в вер
шине области допустимых решений. 

Балансовый метод — метод вза
имоувязки потребностей и ресурсов. 

Блочное программирование — 
методы решения задач оптимиза
ции, которые можно представить 
как систему взаимосвязанных под
задач-блоков. 

Вектор правых частей ограни
чений отражает запасы ресурсов. 

Венгерский метод — метод ре
шения комбинаторных задач. 

Вероятность — численная мера 
возможности события. 

Выпуклое программирование — 
методы решения задач на опреде
ление минимума выпуклой или 
максимума вогнутой функции, за
данной на выпуклом замкнутом 
множестве. 

Граничные условия — предель
но допустимые значения пере
менных. 

Двойственные оценки опреде
ляют дефицитность используемых 
ресурсов и показывают, насколь
ко возрастает максимальное зна
чение целевой функции прямой 
задачи при увеличении количества 
соответствующего ресурса на еди
ницу. 

Дерево — многоуровневая ие
рархическая система, в которой все 
вершины распределены по несколь
ким уровням. 

Детерминированные величи
ны — исходные данные, заданные 
определенными величинами. 

Динамическое программирова
ние — методы решения задач, в ко
торых процесс нахождения реше
ния является многоэтапным. 

Дисперсия характеризует раз
брос значений случайной величины. 

Дисциплина очереди описыва
ет порядок обслуживания требова
ний в системе. 

Дополнительные переменные — 
разность между располагаемым ре
сурсом и необходимым, т. е. резер
вы каждого вида ресурсов. 
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Допустимый план — решение, 
удовлетворяющее системе ограни
чений, но не обязательно опти
мальное. 

Достоверное событие — собы
тие, которое непременно должно 
произойти. 

Дробно-линейное программиро
вание — методы решения задач, в 
которых целевая функция — отно
шение двух линейных функций, а 
функции, определяющие область 
возможных изменений перемен
ных, также линейны. 

Задача выбора вариантов — за
дача, показывающая, как выбрать 
наилучший вариант из имеющих
ся (выбор жениха в задаче о раз
борчивой невесте). 

Задача о диете заключается в 
определении рациона, удовлетво
ряющего потребностям в питатель
ных веществах при минимальной 
стоимости. 

Задача коммивояжера состоит в 
отыскании наилучшего маршрута 
для коммивояжера, который дол
жен объехать заданные города и вер
нуться назад за кратчайший срок 
или с наименьшими затратами. 

Задача о назначениях показы
вает, как распределить кандидатов 
по вакансиям наилучшим образом. 

Задача о раскрое — как раскро
ить листы с минимальными затра
тами. 

Задача о рюкзаке — задача о 
наилучшем использовании ограни
ченного объема. 

Задача оптимизации — задача, 
решение которой сводится к нахож
дению максимума или минимума 
целевой функции. 

Закон распределения показыва
ет, какова вероятность появления 
каждого возможного значения слу
чайной величины или каким об
разом суммарная вероятность по
явления случайной величины, рав
ная единице, распределена между 
ее возможными значениями. 

Игра — формализованная мо
дель конфликтной ситуации. 

Игра с нулевой суммой — ан
тагонистическая игра, в которой 

один из игроков выигрывает ров
но столько, сколько проигрывает 
другой. 

Игрок — участник игровой мо
дели. 

Игры с природой — игра, в ко
торой между участниками отсут
ствует антагонизм (например в про
цессе работы предприятий и тор
говых посредников). 

Имитационное моделирование — 
моделирование случайных величин. 

Итерация — этап реализации 
алгоритма, отличающийся от его 
других этапов (кроме начального и 
конечного) лишь значениями пере
менных величин, но не составом 
процедур обработки информации. 

Канал обслуживания — устрой
ство для обслуживания требований 
в очереди. 

Квадратичное программирова
ние — задачи, в которых требует
ся найти максимум (или минимум) 
квадратичной функции при усло
вии, что ее переменные удовлетво
ряют некоторой системе линейных 
неравенств и (или) линейных урав
нений. 

Количественные системы для 
бизнеса — набор программ, с помо
щью которых можно «проигрывать» 
различные варианты решения эко
номических и производственных 
задач, выявлять оптимальные из 
них и анализировать полученные 
результаты, используя различные 
методы. 

Конечный узел, сток — конечная 
вершина сети или состояние, кото
рым завершается комплекс работ. 

Корреляционный анализ изучает 
взаимосвязи между переменными. 

Коэффициент вариабельности 
показывает относительное значение 
разброса случайной величины. 

Коэффициент корреляции опре
деляет тесноту связи. 

Коэффициент полных затрат — 
показывает, какое количество про
дукции одной отрасли нужно про
извести, чтобы с учетом прямых и 
косвенных затрат этой продукции 
получить единицу конечной про
дукции другой отрасли. 

Коэффициент прямых затрат 
показывает, какое количество про
дукции одной отрасли необходимо, 
учитывая только прямые затраты, 
для производства единицы продук
ции другой отрасли. 

Коэффициенты линейных ог
раничений — нормы расхода ре
сурсов. 

Критический путь — путь в сети 
наибольшей продолжительности. 

Линейное программирование — 
методы решения задач, в которых 
ограничения и целевая функция 
линейны. 

Линейно-независимые уравне
ния — уравнения, которые не мо
гут быть получены умножением, 
делением, сложением, вычитанием 
исходных уравнений. 

Линейные зависимости — зави
симости, в которые переменные 
входят в первой степени и в кото
рых нет их произведения. 

Магистраль — траектория эко
номического роста, на которой про
порции экономических показате
лей неизменны, а сами показатели 
растут с постоянным максимально 
возможным темпом. 

Марковский процесс — случай
ный процесс, отличающийся тем, 
что при известном настоящем бу
дущее не зависит от прошлого. 

Математика — наука о количе
ственных отношениях и простран
ственных формах действительного 
мира. 

Математическое ожидание ха
рактеризует среднее значение слу
чайной величины. 

Межотраслевой баланс отража
ет производство и распределение 
валового национального продукта 
в отраслевом разрезе, межотрасле
вые производственные связи, ис
пользование материальных и тру
довых ресурсов, создание и распре
деление национального дохода. 

Межпродуктовый баланс исполь
зуется для обеспечения полной вза
имоувязки планов производства 
группы взаимосвязанных предпри
ятий либо группы цехов одного 
предприятия. 

Метод аппроксимации Фоге
ля — метод решения транспорт
ной задачи. 

Метод ветвей и границ — метод 
решения задачи о назначениях. 

Метод критического пути — ме
тод решения сетевых задач, в ко
торых продолжительности работ — 
детерминированные величины. 

Метод Монте-Карло — метод 
решения задач моделированием слу
чайных величин (метод статисти
ческих испытаний). 

Метод оценки и проверки пла
нов — метод решения сетевых за
дач, в которых продолжительности 
работ заданы тремя оценками: пес
симистической, оптимистической и 
наиболее вероятной. 

Метод потенциалов — метод ре
шения транспортной задачи. 

Метод рекуррентных соотно
шений Беллмана — основной ме
тод динамического программиро
вания, в основе которого лежит 
следующий принцип оптималь
ности: если управление процесса 
оптимально, то оно будет опти
мальным и для процесса, остаю
щегося после осуществления пер
вого шага. 

Метод северо-западного угла — 
метод решения транспортной за
дачи. 

Механизм обслуживания харак
теризуется продолжительностью 
процедур обслуживания и количе
ством одновременно обслуживае
мых требований в системе массо
вого обслуживания. 

Механизм очереди — правило 
постановки требования в очередь 
в системе массового обслужи
вания. 

Многоканальная система — си
стема массового обслуживания, в 
которой обслуживающие приборы 
функционируют параллельно. 

Многофазная система — систе
ма массового обслуживания, в ко
торой требования проходят после
довательную обработку на несколь
ких приборах. 

Модель — условное представле
ние действительности. 
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Начальный узел, источник — 
начальная вершина сети или со
стояние, с которого начинается 
комплекс работ. 

Невозможное событие — собы
тие, которое не может произойти 
(появление двух тузов при вытас
кивании одной карты). 

Нелинейное программирова
ние — методы решения задач, в 
которых зависимости между пере
менными в целевой функции и (или) 
в ограничениях нелинейны. 

Нелинейные зависимости — за
висимости, в которые входят пере
менные не первой степени или есть 
произведение переменных. 

Непрерывные величины могут 
принимать в заданном интервале 
любые значения. 

Несовместные события — собы
тия, исключающие друг друга. 

Ограничение — неравенства, ус
танавливающие зависимости для 
ресурсов. 

Одноканальная система — сис
тема массового обслуживания, в ко
торой один обслуживающий прибор. 

Оптимальное решение — вари
ант, для которого принятый крите
рий принимает наилучшее решение. 

Оптимальность по Парето — 
«следует считать, что любое изме
нение, которое никому не причи
няет убытков и которое приносит 
некоторым людям пользу по их соб
ственной оценке, является улучше
нием». 

Параметрическое программиро
вание — задачи, в которых целе
вая функция или функции, опре
деляющие область возможных из
менений переменных (ограничения 
и граничные условия), либо то и 
другое зависят от некоторых пара
метров. 

Парная игра — игровая модель 
с двумя участниками. 

Переменные — величина, при
нимающая различные значения. 

Платежная матрица — прямо
угольная таблица, в которую сво
дятся возможные исходы игры. 

Принцип оптимальности Бел
лмана — на каждом этапе необхо

димо так распределять ресурс, что
бы, начиная с этого этапа и до кон
ца пропесса распределения, доход 
был максимальным. 

Продолжительность работы — 
время выполнения работы. 

Производственная функция — 
уравнение, устанавливающее связь 
между затратами ресурсов и вы
пуском продукции. 

Распределение начальных со
стояний процесса — вектор веро
ятностей начальных состояний. 

Расстояние между двумя узла
ми — длина дуги на сети. 

Регрессионный анализ обеспечи
вает подбор уравнения по серии ис
ходных данных. 

Резерв времени работы — вели
чина, на которую можно увеличить 
продолжительность выполнения ра
боты без увеличения времени на
ступления конечного события. 

Сепарабельная функция — функ
ция, которую можно представить 
как сумму двух функций, каждая 
из которых есть функция одной пе
ременной. 

Сетевой график — граф с дуга
ми, изображающими связь между 
узлами, в котором дуге соответству
ет выполняемая работа, вершине — 
событие. 

Симплекс-метод — метод реше
ния задач линейного программи
рования. 

Система массового обслужива
ния — система, в которой в слу
чайные моменты времени возника
ют требования на обслуживание и 
имеются устройства для их обслу
живания. 

Системы с групповым обслужи
ванием — системы массового об
служивания, в которых требования 
поступают группами. 

Системы с ограниченной дли
ной очереди — системы массового 
обслуживания, допускающие оче
редь, но с ограниченным числом 
требований. 

Системы с ограниченным вре
менем ожидания — системы мас
сового обслуживания, допускаю
щие очередь, но с ограниченным 

сроком пребывания каждого тре
бования в ней. 

Системы с ожиданием — си
стемы массового обслуживания, в 
которых требование, застав все об
служивающие каналы занятыми, 
ставится в очередь вплоть до осво
бождения любого из обслуживаю
щих каналов. 

Системы с отказами — системы 
массового обслуживания, в кото
рых требования, поступающие в 
момент, когда все каналы обслу
живания заняты, получают отказ 
и утрачиваются. 

Случайная величина — данные, 
которые зависят от ряда случай
ных факторов. 

Случайный ход — результат, по
лучаемый не решением игрока, а 
каким-либо механизмом случайно
го выбора (покупательский спрос, 
задержка с поставкой материалов 
и т. п.). 

Событие — всякий факт, кото
рый в результате опыта может про
изойти или не произойти. 

Сознательный ход — выбор иг
роком одного из возможных вари
антов действия (стратегии) и при
нятие решения о его осуществле
нии. 

Среднеквадратическое отклоне
ние характеризует разброс значе
ний случайной величины. 

Стационарность — постоянство 
во времени характеристик некото
рого процесса. 

Стратегия — правило действий 
в каждой ситуации процесса при
нятия решения. 

Теория игр занимается метода
ми обоснования решений в усло-

. виях неопределенности и риска, 
вырабатывает рекомендации для 

различного поведения игроков в 
конфликтной ситуации. 

Теория управления запасами 
разрабатывает методы вычисления 
уровня производства или запаса, 
обеспечивающего удовлетворение 
будущего спроса с наименьшими 
издержками. 

Теория очередей исследует ве
роятностные модели реальных си
стем обслуживания. 

Транспортная задача — задача 
о наиболее экономном плане пере
возок однородного груза из пункта 
отправления заданной мощностью 
в пункт назначения с заданным 
спросом. 

Устойчивое состояние — равно
весие, стационарность и т. д. 

Целевая функция — критерий 
оптимизации, признак, характери
зующий качество принимаемого 
решения (максимум прибыли, ми
нимум затрат). 

Целочисленное программирова
ние — задачи оптимизации, в ко
торых решение должно быть в це
лых числах. 

Целочисленный многогранник — 
область допустимых решений задачи 
целочисленного программирования. 

Эконометрия — наука, изучаю
щая конкретные количественные 
закономерности и взаимосвязи эко
номических объектов и процессов 
с помощью математических мето
дов и моделей. 

Экономико-математические ме
тоды — название комплекса эконо
мических и математических науч
ных дисциплин, введенное акаде
миком В. С. Немчиновым в начале 
1960-х годов. 

Экстраполяция тенденций — 
прогнозирование временных рядов. 
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