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ВВЕДЕНИЕ 

Коммерческие вычисления используются с появлением то
варно-денежных отношений. В отдельную отрасль знаний они 
выделились в XIX в. под названием «Коммерческая арифметика», 
применение которой не только сопровождает, но и большей час
тью обусловливает каждый торговый акт, каждую финансовую 
операцию. До начала XX в. «Коммерческая арифметика» включа
ла процентные, вексельные вычисления, финансовые операции 
по вкладам и ссудам, операции с ценными бумагами. 

К первым шагам использования математических методов в 
коммерческой деятельности относится работа итальянского ма
тематика Луки Пачоли, который еще в 1494 г. предложил метод 
двойной записи регистрации данных взаимных расчетов между 
торговцами товарами, что является отличительной особенностью 
бухгалтерского учета. Затем появилась работа основателя класси
ческой школы политэкономии Уильяма Петти (1623-1687) «По
литическая арифметика», в которой он высказывал мнения на 
языке чисел, весов, мер. 

Количественный аспект анализа экономических явлений и 
процессов всегда занимал большое место в работах классиков 
отечественной и зарубежной экономики. Французский ученый 
Ф. Кенэ создал «Экономическую таблицу», являющую собой по
пытку представить в форме экономико-математической модели 
процесс воспроизводства общественного продукта как единого 
целого. 

К. Маркс конструировал математические модели в известной 
работе «Капитал», которые описаны в книге «Математические 
методы анализа в торговле. Очерки теории и практики» (под ре
дакцией М. И. Баранова и И. С. Бровикова, 1967 г). П. Лафарг в 
воспоминаниях о Марксе писал, что он считал, что наука только 
тогда достигает совершенства, когда ей удается воспользоваться 
математикой. 

Затем в процессе развития рыночных отношений, например, 
«Коммерческая арифметика» преобразовалась в «Коммерческую 



Введение 

математику», а затем в «Финансовую математику» как одну из со
ставляющих «Коммерческого дела» и «Финансового менеджмента». 

Коммерческая деятельность в том или ином виде сводится к 
решению таких задач: как распорядиться имеющимися ресурса
ми для достижения наибольшей выгоды или какое следует пред
принять действие для получения возможно лучшего финансово
го результата. 

Практика подтверждает, что все созданное, построенное воз
никает вначале в воображении человека в различных вариантах, 
потом из них выбирается один, который воплощается в жизнь. 
Основываясь на своем опыте, интуиции и здравом смысле, люди 
полагали, что принятие х̂ ороших мудрых решений было и остает
ся во многом искусством. Однако стало возможным часть этого 
искусства сделать наукой, базирующейся на математических ме
тодах. Необходимость использования таких методов диктуется 
тем, что последствия принимаемых решений могут касаться 
большого числа людей и быть связаны с огромными затратами. 
Поэтому степень ответственности за принимаемые решения зна
чительно возрастает. Перевод реального мира коммерческой дея
тельности на язык математики позволит получить наиболее точ
ное представление о его существенных свойствах и предсказать 
будущие события. 

Важно заметить, что содержательные и методологические ас
пекты в решении задач ифают не меньшую роль, чем математиче
ские. При этом непонимание самой природы практических задач 
или пренебрежение их качественным содержанием приводит к 
большим трудностям математического характера и, как следствие, 
объясняет основное количество отрицательных результатов. 

Математическая культура специалистов требует приобрете
ния практических навыков по переводу задач коммерческой дея
тельности на математический язык. В этом и состоит одна из 
проблем овладения искусством математического моделирования. 

Целью настоящего учебника является изложение основопо
лагающих понятий и моделей финансово-коммерческих опера
ций, необходимых для решения как учебных, так и практических 
задач коммерческой деятельности. 



ГЛАВА 1 

КОММЕРЧЕСКАЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ 
И МАТЕМАТИКА 

Специалисты в области экономических исследований счита
ют, что дальнейший професс тесно связан с более широким ис
пользованием математических методов и моделей. Если раньше 
доминировал качественный анализ, то теперь выявлены количе
ственные закономерности и построены математические модели 
многих экономических явлений и процессов. В результате на
блюдается более глубокое проникновение в изучаемые процессы, 
в саму природу явлений. Смелые замыслы познания в макро- и 
микромире позволяют получить удивительные результаты. 
Например, некоторые закономерности были найдены чисто ма
тематическим путем, а непосредственное наблюдение не позво
ляло установить даже их присутствие. Поэтому путь математи
ческого моделирования экономических процессов и последова
тельного установления логических причинно-следственных 
связей для обеспечения возможности наблюдения, контроля и 
управления ими есть наиболее эффективное средство для реше
ния различных проблем. Предложенные суждения о математике 
как об орудии исследования в различных сферах человеческой 
деятельности являются результатом оценки потребителя с пози
ций ее полезности и ценности для развития общества в 
будущем. 

Вьщающийся итальянский физик и астроном, один из осно
вателей точного естествознания Галилео Галилей (1564—1642) го
ворил, что «книга природы написана на языке математики». Поч
ти двести лет назад родоначальник немецкой классической фи
лософии Иммануил Кант (1742—1804) утверждал, что «во всякой 
науке столько истины, сколько в ней математики». Наконец, еще 
через сто пятьдесят лет, практически уже в наше время, немецкий 
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математик и логик Давид Гильберт (1862—1943) констатировал: 
«Математика — основа всего точного естествознания». 

Количественный аспект анализа экономических явлений и 
процессов всегда занимал большое место в работах классиков 
отечественной и зарубежной экономики. Например, еще в 1938 г 
французский математик Курно в работе «Исследование матема
тических принципов теории богатства» сформулировал «закон 
спроса». 

Приведенные высказывания великих ученых дают представ
ление о роли и значении математики как в научно-теоретичес
кой, так и предметно-практической деятельности специалистов. 

Математическое моделирование - это теоретико-экспери
ментальный метод познавательно-созидательной деятельности, 
метод исследования и объяснения явлений, процессов и систем 
(объектов-оригиналов) на основе создания новых объектов — ма
тематических моделей. 

Математические методы исследования все больше проника
ют в экономику, экологию, социологию, психологию, коммерче
скую деятельность, маркетинг Сложность количественного 
описания процессов и явлений и построения математических за
кономерностей сильно сдерживает стремление «проверить алгеб
рой гармонию». Это стремление послужило поводом к появле
нию междисциплинарных гибридов в виде математической эко
номики, математической биологии, математической психологии, 
математической лингвистики. 

Коммерческая деятельность связана с постоянным поиском 
наиболее выгодного варианта распределения различного вида ре
сурсов: финансовых, трудовых, товарных, технических и др. В 
настоящее время усложнение взаимосвязей вне и внутри коммер
ческих предприятий, наличие большого числа показателей, фак
торов и ограничений, а также быстрый рост конкуренции не поз
воляют сформировать оптимальный план без применения специ
альных методов. Кроме того, время решения задач обычно 
ограничено, и поэтому не всегда составляется оптимальный 
план. 

10 



1.1. Задачи коммерческой деятельности и методы их решения 

Существующие математические методы и модели позволяют 
решать задачи большей размерности и учитывать широкий 
перечень показателей и факторов влияния, а время решения за
дач значительно сокращается с применением компьютеров. 

1.1. Задачи коммерческой деятельности 
и методы их решения 

Термин «коммерция» в переводе с латинского commercium 
означает торговля, торговые операции, торговые обороты. Это 
послужило поводом к появлению коммерсантов, лиц, осуществ
ляющих коммерческую деятельность, а также таких терминов, 
как «коммерческий риск», «коммерческая тайна», «коммерчес
кий кредит», «коммерческий банк». 

Коммерческая деятельность является неотъемлемой частью 
функционирования современных предприятий в рыночных усло
виях. Она представляет собой совокупность процессов и опера
ций, направленных на совершение купли-продажи товаров и ус
луг с целью удовлетворения покупательского спроса и получения 
прибыли. К основным коммерческим операциям относятся опе
рации по обмену продукции в материально-вещественной фор
ме; по обмену научно-техническими знаниями (патенты, лицен
зии, ноу-хау); по обмену техническими услугами (строительный 
инжиниринг); арендные; по международному туризму; по предо
ставлению консультационных услуг в области информации; по 
обмену кинофильмами и телепрограммами; а также операции то
вародвижения — перевозка грузов; транспортно-экспедиторские 
операции; страхование грузов и их хранение; расчеты между кли
ентами. 

Коммерческая деятельность включает помимо торговли еще 
целый комплекс заготовительной, производственной, строитель
ной, инвестиционной и другой предпринимательской деятельно
сти, направленной в конечном итоге на ее реализацию через ак
ты купли-продажи для получения прибыли. Коммерческая дея
тельность осуществляется преимущественно в сфере товарного 
обращения и распределения среди специализированных коммер
ческих организаций. Коммерческие подразделения производст-
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венных фирм, компаний обеспечивают движение товарно-де
нежных потоков. При этом коммерческая деятельность на про
мышленном предприятии подразделяется на закупочную, свя
занную с материально-техническим снабжением, и сбытовую — 
продвижение готовой продукции потребителям. На входе пред
приятия — обеспечение информацией, капиталом, ресурсами 
через отделы снабжения (запчастями, комплектующими издели
ями) и на выходе — службы сбыта, готовой продукции, услуг, ин
формации. 

С целью повышения качества и конкурентоспособности 
коммерческую деятельность выделяют в отдельное подразделе
ние с финансовой ответственностью перед компанией. Таким 
образом, появились специализированные торговые дистрибью-
торские сети, созданные концернами и корпорациями. В России 
производственные компании ОАО «ГАЗ», «АвтоВАЗ», «КамАЗ», 
«ЛУКойл», «Газпром» создали торговые сбытовые системы с 
дистрибьюторской сетью как в нашей стране, так и за рубежом. 

Таким образом, любые коммерческие службы всегда ориенти
рованы на рынок для успешного решения социальных задач об
щества. Коммерческая деятельность позволяет всем участникам 
коммерческого оборота успешно взаимодействовать на всех эта
пах реализации торговых сделок с учетом взаимной выгоды. 

При этом выделяют задачи предвидения коммерческих рис
ков и просчет возможных исходов, последствий принимаемых 
решений. При принятии коммерческих решений широко ис
пользуются принципы маркетинга. 

Коммерческая деятельность торговых предприятий включает 
изучение спроса на товары, рынков сбыта, выявление и изучение 
источников поступлений и поставщиков товаров, организацию 
рациональных хозяйственных связей с поставщиками, разработ
ку заявок по всему ассортименту товаров, заключение договоров 
на поставку товаров, организацию и ведение учета и контроля за 
выполнением договорных обязательств. 

Коммерческая деятельность формирует организационную 
схему связи предприятий и оживляет операции взаимодействия 
по закупке, продвижению товаров от поставщика до потребителя 
и продаже конкретному покупателю. Она включает предприни-
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мательство, поиск и закупку конкурентоспособного товара, обес
печение его сохранности, транспортировку к месту продажи, 
продажу и гарантийное обслуживание. Таким образом, коммер
ческая деятельность охватывает не только торговую деятель
ность, но и разнообразные виды предпринимательства, связан
ные со сбытом, перепродажей товаров и предоставлением соот
ветствующих услуг. 

В коммерческо-посреднической деятельности задачи-опера
ции разделяются на производственные задачи, связанные с непо
средственным движением грузов, хранением, погрузкой, разфуз-
кой, транспортировкой, фасовкой, подсортировкой, упаковкой, 
и на коммерческие задачи, связанные со сменой форм собствен
ности, определяемые куплей-продажей товаров, а также на зада
чи, связанные с проведением рыночных исследований, оценкой 
инфраструктуры, конкурентов, с формированием рекламы. В на
стоящее время выделяются задачи, связанные с выполнением до
полнительных услуг предпродажного, продажного и послепро
дажного сервиса, обеспечивающих достижение большего ком
мерческого успеха. 

Ключевой фигурой торгово-посреднического бизнеса являет
ся посредник, человек, которому присущи такие качества, как 
компетентность, профессиональные знания, этика делового об
щения, контактность, коммуникабельность, инициативность, 
эрудиция, хороший вкус и т.д. 

в качестве посредников выступают юридические или физи
ческие лица, оптовые предприниматели, агенты, дилеры, дис
трибьюторы, которые выполняют функции объединения произ
водителей товаров, оптовых и розничных потребителей для обме
на товарами, услугами, информацией. 

В целом можно выделить три основные группы задач коммер
ческой деятельности: производство продукции, коммерческое 
посредничество и коммерция (торговля). Коммерческая деятель
ность имеет особенную специфику в оптовой и розничной тор
говле и посреднических структурах. 

Следует заметить, что понятие «коммерция» могут характери
зовать по-разному предприниматели, экономисты, финансисты, 
товароведы, маркетологи, специалисты по рекламе, бухгалтеры, 
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менеджеры. Однако общим для всех является то, что предмет 
коммерции — акты купли-продажи товаров в сфере товарного об
ращения, ориентированные на спрос потребителей, поступление 
их в собственность торгового предприятия для последующей ре
ализации и получение прибыли с наименьшими издержками. 

В процессе формулировки задач коммерческой деятельности 
следует учитывать особо форс-мажорные обстоятельства и реа
лизм коммерческого беспокойства: штрафы, обман, угрозы, во
ровство, фабежи, вымогательства, все что может отразиться на 
конечном результате. Это поможет более объективно изложить 
содержание задачи и осуществить ее конкретную постановку спе
циалистами. Использование арсенала математических методов и 
моделей позволяет разработать оптимальные варианты решений 
задач коммерческой деятельности. 

Например, для формирования плана прикрепления 30 роз
ничных предприятий торговли — заказчиков, получающих по 
одной условной единице продукции, к двум оптовым поставщи
кам мощностью 20 и 10 условных единиц существует около 5 млн 
вариантов прикрепления. Составляя планы со скоростью 1 вари
ант в минуту, экономист за рабочий день разработает 480 вариан
тов, за неделю - 2400, за месяц — 9600, за год — 124 800. Следо
вательно, для решения задачи потребуется около 40 лет! При уве
личении числа потребителей до 50, а мощностей поставщиков 
соответственно до 30 и 20 условных единиц на подобный пере
бор ушло бы около 100 млн лет. Конечно, все варианты переби
рать никто не будет, и, следовательно, план вряд ли будет опти
мальным. 

Специалисты в коммерции должны быть подготовлены к ре
шению следующих профессиональных задач: 

а) коммерческо-организационной деятельности: выбор това
ров и формирование ассортимента, подбор покупателей и по
ставщиков; планирование и организация процессов закупки и 
продаж товаров; организация коммерческих взаиморасчетов; ор
ганизация товародвижения и создание системы стимулирования 
сбыта; управление товарными запасами; 

б) научно-исследовательской деятельности: исследование и 
анализ товарных рынков; исследование ассортимента и конку-
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рентоспособности товара; исследование и моделирование бизнес-
технологий; анализ и оценка эффективности коммерческой дея
тельности; исследование информационно-методического обеспе
чения коммерческой деятельности с целью ее оптимизации; 

в) проектно-аналитическая деятельность: проектирование 
информационного обеспечения коммерческой деятельности; 
прогнозирование конъюнктуры товарных рынков; прогнозиро
вание и проектирование номенклатуры товаров; прогнозирова
ние и разработка стратегии коммерческой деятельности пред
приятия на товарном рынке; проектирование процессов продви
жения и реализации товаров на рынке; прогнозирование 
результатов коммерческой деятельности предприятия коммерче
ской службой. 

В настоящее время множество задач планирования и управле
ния в отраслях народного хозяйства, а также большой объем ча
стных прикладных задач решаются методами математического 
программирования. Наиболее развитыми в области решения оп
тимизационных задач являются методы линейного профамми-
рования. Эти методы позволяют описать с достаточной точнос
тью широкий круг задач коммерческой деятельности, таких как: 
планирование товарооборота; размещение розничной торговой 
сети города; планирование товароснабжения города, района; 
прикрепление торговых предприятий к поставщикам; организа
ция рациональных перевозок товаров (транспортная задача); рас
пределение работников торговли по должностям (задача о назна
чении); организация рациональных закупок продуктов питания 
(задача о диете); распределение товарных потоков; планирование 
капиталовложений; оптимизация межотраслевых связей торгов
ли; замена торгового оборудования; определение ассортимента 
товаров для торговой базы в силу ограниченной площади хране
ния; установление рационального режима работы. В задачах ли
нейного программирования критерий эффективности и функции 
в системе ограничений линейны. 

Если содержательный смысл требует получения решения в 
целых числах, то такая задача является задачей целочисленного 
профаммирования. В задачах параметрического профаммирова-
ния целевая функция или функции, определяющие область воз-
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можных изменений переменных, зависят от некоторых парамет
ров. Если эти функции носят случайный характер, то имеем зада
чу стохастического программирования. Если в задаче математи
ческого профаммирования имеется переменная времени, а кри
терий эффективности выражается через уравнения, 
описывающие протекание операций во времени, то такая задача 
является задачей динамического программирования. 

Использование математических методов в коммерческой дея
тельности связано со сбором необходимой информации коммер
сантом, экономистом, финансистом, затем постановкой задачи 
вместе с математиком. Поскольку многие математические мето
ды уже реализованы на компьютере в виде пакета стандартных 
программ, то доступ к ним обычно прост, автоматизирован и не 
составляет особых трудностей. В этом случае время решения за
дачи определяется в основном лишь временем ввода ее условий в 
компьютер. 

В целом успешному решению задач коммерческой деятельно
сти может способствовать большое разнообразие математических 
методов и моделей линейного, целочисленного и динамического 
программирования, теории игр, теории графов и сетевого моде
лирования, теории массового обслуживания, теории вероятнос
тей и математической статистики, корреляционного и регресси
онного анализа. 

1.2. Понятия о моделях и моделировании 
Базовым началом этого раздела является понятие существо

вания аналогии между предметами или явлениями, которая оп
ределяется как сходство функций или подобие отношений, на
пример пропорциональности. Это понятие связано также с таки
ми терминами, как копия, подобие, имитатор, тождество. 
Создание аналогов, выполняюш[их роль заместителей, в той или 
иной степени копирующих или воспроизводящих оригинал, не
обходимо для исследования, поскольку проведение непосредст
венного эксперимента часто очень дорого или просто невозмож
но. Поэтому создание каких-либо аналогов коммерческой дея
тельности или составляющих ее элементов позволяет удешевить 
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проведение исследования, а по полученным результатам судить 
об оригинале. Описанные процедуры связаны с умением созда
вать так называемые модели, которые являются условным обра
зом вещественным (физическим) или абстрактным (знаковым), 
чего-либо или кого-либо, выполняющих роль заместителей ори
гиналов. 

В простейшем варианте понятие «модель» можно связать с 
представлением какой-либо копии, повторяющей в уменьшен
ном или увеличенном виде с сохранением пропорций, например, 
здания, моста, башни, склада, микрорайона, города, скульптуры. 
Такие модели называют макетами. Макет может отобразить в уве
личенной копии что-то микроскопическое, недоступное обыч
ному восприятию человека, например строение атома, молекулы 
алмаза. Такие модели принято называть материальными, или ве
щественными. Они предназначены для того, чтобы точнее изу
чить, проанализировать, предвидеть то, что человек собирается 
создать, изготовить, построить или переделать. Это позволяет де
шево реализовать замысел. В процессе работы над такой моделью 
можно легко изменять варианты будущего изделия и затем вы
брать лучший, например, на конкурентной основе по каким-ли
бо требованиям. 

Обычно созданию таких моделей предшествуют рисунки, эс
кизы, чертежи, схемы, т.е. различные варианты отображения ма
териальных объектов, подлежащих анализу, которые множество 
раз воспроизводятся на бумаге. В это время интенсивно работает 
воображение, например, у архитектора, скульптора, кинорежис
сера, актера, коммерсанта, бухгалтера, менеджера. Правда, каж
дый из них на бумаге изображает сообразно своему профессио
нальному уровню и принятой в этой профессиональной сфере 
символике варианты какого-либо замысла. Таким образом, фор
мируются абстрактные или материальные модели. Но у человека 
и общества есть потребность в создании не только моделей за
стывших или статических структур, но и процессов в экономике, 
политике, различных отраслях народного хозяйства. Создание 
таких моделей является сложной и интересной задачей. 

В реальной жизни мы постоянно прибегаем к мысленным мо
делям как к средству упрощения действительности в процессе 
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принятия какого-либо решения, правда, иногда очень долго, да
же несколько лет. Так, ахейцам, осаждавшим Трою, понадоби
лось 10 лет, чтобы, наконец, додуматься до оригинального реше
ния, связанного с уловкой на деревянного коня. 

К физическим моделям относятся: скульптура, ифушечные 
автомобили, глобус, планетарий, модели самолетов и другие ма
териальные объекты, заменяющие оригиналы; к абстрактным 
моделям — рисунок, схема, карта, путеводитель, план дома, фо-
тофафия, математические и компьютерные модели. 

Под математической моделью принято понимать совокуп
ность соотношений - уравнений, неравенств, логических усло
вий, операторов и т.п., определяющих характеристики состояний 
объекта моделирования, а через них и выходные значения пара
метров реакции, в зависимости от значений параметров объекта-
оригинала, входных воздействий, начальных и граничных усло
вий, а также времени. 

Математическая модель, как правило, учитывает лишь те свой
ства (атрибуты) объекта-оригинала, которые отражают, определя
ют и представляют интерес с точки зрения целей и задач конкрет
ного исследования. Следовательно, в зависимости от целей моде
лирования при рассмотрении одного и того же объекта-оригинала 
с различных точек зрения и в различных аспектах последний мо
жет иметь различные математические описания и, как следствие, 
быть представлен различными математическими моделями. 

Математическая модель — это формальная система, пред
ставляющая собой конечное собрание символов и правил опери
рования ими в совокупности с интерпретацией свойств опреде
ленного объекта некоторыми отношениями, символами или кон
стантами. 

Как следует из приведенного определения, конечное собра
ние символов (алфавит) и правил оперирования ими («граммати
ка» и «синтаксис» математических выражений) приводят к фор
мированию абстрактных объектов. Такая интерпретация делает 
этот абстрактный объект математической моделью. 

Интерпретация (от лат. interpretation •- разъяснение, толкова
ние, истолкование) определяется как совокупность значений 
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(смыслов), придаваемых каким-либо образом элементам неко
торой системы (теории), например формулам и отдельным 
символам. 

Таким образом, можно утверждать, что интерпретация — это 
установление соответствия между формальной и содержательной 
системами. 

Наши знания об объектах реальной действительности всегда 
относительны, так как они являются отражением тех или иных 
черт реальной действительности с определенной пофешностью, 
поэтому возникает необходимость заменить сам исследуемый 
объект-оригинал его изображением, называемым моделью. Это 
понятие связано с такими терминами, как копия, подобие, ими
татор, тождество, аналог Создание аналогов, выполняющих роль 
заместителей, в той или иной степени копирующих или воспро
изводящих оригинал, необходимо для исследования оригинала, 
поскольку проведение непосредственного эксперимента часто 
очень дорого или просто невозможно. Создание модели позволя
ет удешевить проведение исследования, а затем по полученным 
результатам уже судить об оригинале. Таким образом, моделью 
называется материальный или идеальный объект, который созда
ется для изучения исходного объекта (оригинала) и который от
ражает наиболее важные качества и параметры оригинала. Моде
ли в нашей жизни имеют офомное значение, оказывая сильное 
познавательное действие, и являются средством отражения 
свойств окружающего мира. 

Так, например, образец какого-либо изделия для серийного 
производства или макет будущего здания, садового участка, 
скульптурные изображения (модель бюста, статуи) ускоряют и 
помогают выбрать лучшие решения по их физическому воплоще
нию в жизнь. 

К идеальным (абстрактным) моделям относятся графики 
(рисунок, фавюра, плакат, карикатура, литофафия), фотогра
фия, схема, карта, план дома, математические модели, постро
енные с помощью чисел, функций, уравнений, фафиков и т.д. 
Модели широко применялись и применяются в различных сфе
рах деятельности человека: в науке, технике, искусстве, эконо
мике и т.д. 
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Например, из физики известная формула h = gt^/2, связыва
ющая высоту h свободного падения тела, время / падения и уско
рение свободного падения g, является математической моделью в 
виде уравнения. 

Уже накопился значительный опыт в области моделирования 
в различных сферах деятельности человека. Например, сцена 
театра — модель жизни. В литературе писатель Л. Н. Толстой на 
бумаге мастерски смоделировал различные образы героев во вза
имодействии в самых разных условиях жизни войны и мира. В 
качестве удачного и очень известного модельера в художествен
ной литературе описан образ Шерлока Холмса, поскольку он до
статочно точно воссоздавал и предугадывал поведение персона
жей как в прошлом времени, так и в будущем. К создателям по
добного рода моделей относятся также Нострадамус, Мессинг, 
Ванга. В физике — всемирно известная модель атома Н. Бора, а в 
химии — периодическая система Д. И. Менделеева являются ос
новами для построения других моделей, позволяющих воспроиз
вести и объяснить механизмы развития физико-химических про
цессов в различных материальных конструкциях, например 
функционирование микросхем или взрыва бомб. Примерами 
современных модельеров-знаменитостей, мастерски занимаю
щихся обслуживанием, являются российские и зарубежные 
кутюрье. 

Вся совокупность действий, связанных с построением, ана
лизом и другими операциями, проводимыми с моделями, назы
вается моделированием, алгоритм которого представлен на 
рис. 1.2.1. 

Последовательность моделирования представляет собой ите
рационную процедуру, которая предусматривает и позволяет 
провести коррекцию после каждого этапа и вернуться к любому 
из предшествующих, а затем продолжить анализ. 

Можно вьщелить несколько основных этапов алгоритма эко
номико-математического моделирования. Все начинается с за
мысла. Затем на первом этапе выявляется проблема, формулиру
ются цели и задачи исследования, проводится качественное опи
сание экономического процесса или объекта. На втором этапе 
определяются методы решения, строится математическая модель 
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ЗАМЫСЕЛ 

S 
ВЫЯВЛЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ 

S 
ФОРМУЛИРОВКА ЦЕЛИ 

S 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

TJ 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 

IZ 
ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ 

S 
ИССЛЕДОВАНИЕ ПО МОДЕЛИ 

S 
ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЯ 

S 
ВЫПОЛНЕНИЕ РЕШЕНИЯ 

TJ 
РЕЗУЛЬТАТ 

Рис. 1.2.1. Алгоритм моделирования задач коммерческой деятельности 
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изучаемого объекта, выбираются или разрабатываются методы 
исследования, программируются модели на компьютере, подго
тавливается исходная информация. Далее проверяется пригод
ность машинной модели на основе правильности получаемых с 
ее помощью результатов и оценивается их устойчивость. На тре
тьем, основном, этапе экономико-математического моделирова
ния проводится исследование по модели, реализованной в виде 
компьютерных программ, проводятся расчеты, обрабатываются 
и анализируются полученные результаты и, наконец, принимает
ся оптимальное решение. 

Оптимальное планирование заключается в поиске наилучше
го варианта плана из множества возможных. Наилучшее распре
деление ресурсов осуществляется при сопоставлении вариантов 
плана по выбранному критерию оптимальности, который опре
деляет степень достижения поставленной цели. Такими критери
ями могут быть рентабельность, доход, издержки обращения, то
варооборот и др. В связи с этим оптимальным считается такой 
план, который обеспечивает, например, максимальный доход 
(решение задачи на максимум) или минимум издержек обраще
ния (решение задачи на минимум). 

В целом поиск оптимальных решений можно свести к двум 
основным постановкам задач: получение заданного эффекта при 
минимуме затрат или получение максимального эффекта при за
данных офаниченных ресурсах. 

Механизм экономических отношений в задачах коммерчес
кой деятельности описывается целым рядом взаимосвязанных 
показателей: товарооборот, рентабельность, издержки обраще
ния, ассортимент товаров, площадь торговых залов и подсобных 
помещений, количество и квалификация работников, виды тор
гового оборудования, товарные запасы, система обработки доку
ментов, форма обслуживания покупателей и т.д. На величину 
этих показателей влияют такие факторы, как ритмичность, час
тота и объемы поставок товаров, ассортимент и качество завози
мых товаров, наличие и исправность торгового оборудования, 
количество работающих и др. 

Математические модели в экономике разрабатываются для 
двух целей: лучшего понимания объективной реальности и выра-
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ботки рационального варианта действий и выбора оптимальных 
решений в практической деятельности. 

Моделирование дает лицам, осуществляющим коммерчес
кую деятельность, вспомогательный, удобный, простой, быст
рый, дешевый и эффективный инструмент, особенно с исполь
зованием компьютеров, позволяющий за секунды осуществить 
перебор и сравнение множества вариантов решения и принять 
из них лучшее. 

В известном произведении Ли Якокка «Карьера менеджера» 
автор предлагает следующую основополагающую модель бизнеса: 

Люди => Продукт => Прибыль. 
Для многих сфер деятельности, в том числе и коммерческой, 

может быть использована другая модель: 
Информация => Деньги =» Товар =» Деньги. 

Следует заметить, что эти модели вместе с известной форму
лой Эйнштейна Е = тс^ успешно используются в рекламных це
лях, в коммерческой деятельности. 

Следующей интересной моделью является многоугольник 
конкурентоспособности (рис. 1.2.2), показывающий соотноше
ние различных показателей на плоскости, иногда его называют 
радаром или полигоном по аналогии с экраном радиолокатора. 

По каждой оси для отображения уровня значений каждого из 
исследуемых факторов используется определенный масштаб из
мерений, часто в виде балльных оценок. Изображая на одном ри
сунке многоугольники конкурентоспособности для разных пред
приятий, можно провести анализ уровня их конкурентоспособ
ности по разным факторам. 

Для описания взаимосвязей между результатом, например до
ходом и причинами, влияющими на коммерческую деятельность 
фирмы, и учета множества мнений и факторов, можно использо
вать схемы причинно-следственных связей (рис. 1.2.3). Вариант 
формы построения такой схемы был предложен в 1950 г профес
сором Токийского университета Исикава Каору. В связи с этим 
такие изображения, напоминающие «рыбий скелет», называют 
«схемы Исикава». 
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Большой выбор товаров 

Уровень цен 

Мини-рынок 

Качество товаров 

Отношение 
продавцов 

к покупателям 
Удобная 
раскладка 
товаров 

Время работы Удобный подъезд на а/м 
Рис. 1.2.2. Многоугольник конкурентоспособности 

Для выявления наиболее вероятных или проблемных задач, 
на которых следует сосредоточить усилия фирмы, необходимо 
сравнить несколько факторов, влияющих на интересующий по
казатель коммерческой деятельности. Для этого можно исполь
зовать диаграммы относительной важности, получаемые, напри
мер, методами экспертных оценок. Графики такого вида (рис. 
1.2.4) называют диаграммами Парето, по имени итальянского 
экономиста. 

Различные экономико-математические методы создаются и 
изучаются еще и потому, что проводить непосредственные экспе
рименты с экономикой очень сложно, дорого и часто просто не
возможно, поскольку это может быть связано с большими ущер
бами. 

В современных условиях даже опытный руководитель не все
гда оказывается в состоянии обнаружить и объективно сопоста-
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Факторы 

Скидки 

Реклама 

Инфляция 

Цена 

Исполнители 

Опыт 

Спрос 
Обслуживание 

Инвестиции \ Предложение Маркетолог 

Квалификация 

Технолог 

Глубина 
Ассортимент 

Полнота Мощность _ 

Широта 

Срок службы / Сохранность Качество 

Оборудование Сырье 

Рис, 1.2.3, Схема причинно-следственных связей дохода фирмы 

ВИТЬ преимущества и недостатки различных вариантов решений, 
поэтому управление с использованием моделей может снизить 
уровень вредных последствий. 

Решение задач на моделях дешевле. Небольшие затраты на 
моделирование позволяют имитировать «экономические бури», 
экономить при этом миллионы и миллиарды рублей. Абстракт
ные модели нашли широкое распространение в количественных 
методах анализа, что послужило поводом для применения разно
образных математических методов и появления экономико-ма
тематических моделей, отображающих экономические отноше
ния в коммерческой сфере средствами математического описа-
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100 

h80 

Рис, 1.2.4, Диаграмма Парето 

ния в виде уравнений, неравенств, систем уравнений и нера
венств, матриц, фафиков, сетей, структур, схем и др. 

Моделирование процессов коммерческой деятельности свя
зано с построением специальных моделей, получивших название 
производственных функций, функций потребления и др. Произ
водственной функцией является математическая модель вида 
У '^f(x\,X2, Хз,..., Х/,..., х„), описывающая зависимость, например, 
объема продажи продукции от величины ресурсов разного вида, 
в качестве которых выступают трудовые ресурсы, торговые пло
щади, товарные запасы, рабочее время и др. 

Наиболее типичными производственными функциями явля
ются степенные модели вида 

У = «оПх/, 
/=1 

одним из вариантов которой является производственная функ
ция Кобба-Дугласа: 
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Функцией производственных затрат является модель вида 

которая описывает зависимость затрат какого-либо ресурса Xj, 
например, от объема продажи товаров>'i, >'2' —»Ут всего ассорти
мента. 

В общем виде функции потребления представляют собой 
многофакторную модель связи уровня потребления материаль
ного блага iSи факторов влияния и^, «2, ^З' •••> "л •••' "л' определя
ющих спрос и потребление, что можно записать так: 

5 = / ( W i , W 2 , W3, ..., Wy, ...,W^). 

Шведский экономист Л. Торнквист предложил три вида од-
нофакторных моделей связи объема потребления S (спроса) от 
уровня и - дохода: 

для предметов первой необходимости — 

для менее необходимых предметов -
и-а] 
«4-^2 

ДЛЯ предметов роскоши — 

S^^GQU 
W + «2 

Другим примером модели является связь математических 
символов в задаче (о диете или рациональных смесях) формиро
вания экономного суточного набора продуктов питания, которые 
имеют следующие обозначения: 
Cj - цена 1 кгу-го продукта, руб.; 
Zj - запасу-го продукта, кг; 
q. -« /-е питательное вещество; 
bj - норма суточной потребности в /-м питательном веществе, г; 
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Qy - вес /-Г0 питательного вещества в 1 кг продукта, г; 
Х: ~ весу-го продукта в общем наборе питания, кг; 
С - общие затраты на питание, руб.; 
т — количество питательных веществ; 
п — количество продуктов питания. 

Взаимосвязи между перечисленными показателями задачи 
формально можно записать в обобщенном виде таким образом: 

С =/{с,; Zj\ q{, bi\ q^; x/, пцп}-^ min 

или в виде математических уравнений, неравенств и систем урав
нений, что в сочетании с содержательной частью задачи имеют 
следующий вариант постановки: 

найти оптимальные величины веса каждого продукта пита
ния в общем наборе 

при следующих ограничениях: 
вес каждого питательного вещества в наборе должен быть бо

лее или равен суточной норме потребления человека: 

2qijXj>bi, ism, 
/=l 

причем каждый продукт должен входить в диету и, кроме того, 
его вес не должен превышать величины имеющегося запаса: 

О < Ху < Zp J е т, 

а стоимость набора продуктов при этом должна быть наименьшей: 
п 

С= S CjXi-^min. 
М 

Записанные уравнения и неравенства — совокупность, кото
рая представляет собой экономико-математическую модель зада
чи. Решение этой задачи можно получить с помощью, например, 
методов линейного программирования. 
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Экономико-математическую модель этой же задачи можно 
представить еще и в матричном виде. Например, для поддержа
ния нормальной жизнедеятельности человеку ежедневно необхо
димо потреблять белки, жиры, углеводы, минеральные соли. Ко
личество питательных веществ, содержащихся в 1 кг имеющихся 
продуктов питания, а также их стоимость и нормы суточной по
требности питательных веществ изображены в виде матрицы 
(табл. 1.2.1). 

Таблица 1.2.1 

Питательные 
вещества 

Белки, г 

Жиры, г 

Углеводы, г 

Минераль
ные соли, г 

Цена 1 кг 
продукта, 
руб., Cj 

Вес продукта 
в диете, кг, Xj 

Содержание питательных веществ в 1 кг продуктов 

мясо 

180 

20 

0 

9 

1,9 

Xi = ? 

рыба 

190 

3 

0 

10 

1,0 

Х2 = ? 

моло
ко 

30 

40 

50 

7 

0,28 

Хз = ? 

масло 

70 

865 

6 

12 

3,4 

^4 = ? 

сыр 

260 

310 

20 

60 

2,9 

Х5 = ? 

крупа 

130 

30 

650 

20 

0,5 

^б = ? 

карто
фель 

21 

2 

200 

70 

0,1 

Х7 = ? 

Норма 
в сут
ки в/, 

118 

^^ 
500 

8 

Требуется составить дневной рацион продуктов питания, со
держащий не менее суточной нормы потребности человека в не
обходимых питательных веществах и обеспечивающий мини
мальную общую стоимость продуктов. 

Экономико-математическая формулировка и модель этой за
дачи имеют следующий вид: 

Найти оптимальный вес имеющихся продуктов питания при 
офаничениях, связанных с суточной нормой потребления, запи
санных в виде системы неравенств: 
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180x1 +190x2 +30x3 +70x4+260x5 +130x5 +21x7 >118, 
20x1 +3x2 +40хз +865x4 +310x5 +30хб +2x7 ^56, 
Oxi +0x2 +50хз +6x4 +20x5 +650x6 +200x7 ^500, 
9x1 +10x2 +7x3 +12x4 +60x5 +20хб +70x7 ^8, 
Xi > О, Х2 > О, хз > О, Х4 > о, Х5 > о, Хб > о, Х7 > о, 

решение которой позволяет определить минимум затрат на про
дукты питания 

С= (l,9xi +Х2 + 0,28x3 + 3,4x4 + 2,9x5 + 0,50хб + 0,1x7) -^ ™п. 

Дальнейшим развитием задачи о рациональном питании яв
ляются постановки и решения задач, связанных с товароснабже-
нием и управлением товарными запасами на коммерческих пред
приятиях. 

Задача управления товарными запасами связана с поиском 
ответов на следующие вопросы: кому, когда и в каком объеме за
казывать товары; какой лучший маршрут перевозки товаров; ка
ким транспортом перевозить: автомобильным, железнодорож
ным или воздушным; какая частота и величина поставок товара? 

Основными показателями систем управления товарными за
пасами являются следующие: 

С — издержки обращения; 
Q — затраты на хранение запасов, Q = Ci ZT; 
Ci — затраты на хранение единицы запаса в течение года; 
Z - величина среднего запаса, Z= 0,5S; 
S — размер одной партии поставки; 
Т - плановый период; 
Сз — затраты на завоз, С;^ = к • п; 
к — затраты на завоз одной партии; 
п — число поставок в планируемом периоде, п = Q/S; 
Q — общий объем поставок за плановый период; 
/ — интервал между поставками. 
В качестве критерия эффективности можно принять издерж

ки обращения. 
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Логическую взаимосвязь перечисленных показателей можно 
выразить в виде сетевой модели, представляющей собой древо
видную структуру (рис. 1.2.5), где показатели располагаются в 
соответствии с экономическими механизмами, взаимосвязями 
по уровням значимости на основе использования, например, ме
тода парных сравнений и известных экономико-математических 
моделей. 

Рис 1,2.5. Древовидная модель связи показателей товарных запасов 

На верхнем уровне выделяется критерий эффективности, на 
основании которого целевую функцию в общем виде можно за
писать так: 

С =/(С„ Сз, S, Z, л, t, Q, Г, к, ci) -^ min, 

где показатели Q, Г, С|, Л являются неуправляемыми, а остальные — 
управляемыми, оптимальные значения которых S^, Z^, л ,̂ /^, С̂  
и необходимо определить в задаче. Перечисленные показатели 
коммерческой деятельности находятся в количественной взаи
мосвязи. 

Целевая функция управления однономенклатурными товар
ными запасами может быть записана в виде экономико-матема
тической модели следующим образом: 
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С = ̂  S О 

Решение этой модели заключается в поиске ее экстремума, 
который находится путем двойного дифференцирования по S, 
что позволяет найти модели определения оптимальных показате
лей товарных запасов: 
размера одной поставки — 

5°= 2kQ 
СуТ' 

среднего текущего запаса — 
Г.0 

^ 2 ' 
числа поставок на планируемый период — 

s"' 
интервала между поставками — 

общей величины минимальных издержек • 

С^=ф]сОс^. 

По приведенным уравнениям можно построить графичес
кие модели этих показателей и по ним определить оптимальные 
решения в управлении запасами. Существуют и другие модели 
отображения различных сторон служб коммерческой деятель
ности. 

Все же любая, самая изощренная модель самого простейшего 
объекта есть всегда упрощение, что является известным методо
логическим приемом. Поэтому построение моделей макросистем 
сопряжено с большими трудностями. Несмотря на трудности мо-
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делирования сложнейших глобальных макросистем, все же уче
ными были проведены работы по имитации мировых процессов, 
мировой динамики. Первое поколение компьютерных моделей, 
предназначенных для исследования долгосрочных тенденций ми
рового развития, появилось в начале 1970 г. Эта модель состояла 
из более чем 40 нелинейных уравнений и связывала 5 основных 
переменных: население, промышленное производство, использо
вание невозобновляемых ресурсов, загрязнение среды и произ
водство продовольствия. Моделирование на компьютере, прове
денное в Массачусетском технологическом институте, показало, 
что истощение природных ресурсов вызовет в первой половине 
XXI века замедление роста промышленности и сельского хозяйст
ва, затем резкое падение численности населения и в конечном 
итоге экологическую катастрофу. При допущении в модели воз
можности получения неограниченных ресурсов произойдет чрез
мерное загрязнение окружающей среды и, как следствие, насту
пит экологическая катастрофа. Если допустить, что общество 
сможет найти вариант эффективной охраны природы, то тогда 
рост населения, промышленной и сельскохозяйственной продук
ции будет развиваться до тех пор, пока не исчерпаются резервы 
пахотной земли, что приведет опять к катастрофе. Вследствие та
кого компьютерного моделирования авторы предложили вариант 
глобального равновесия на земле, связанный со стабилизацией 
численности населения планеты и производства на современном 
уровне. Человеческая деятельность в сфере искусства, науки, про
свещения, спорта может развиваться неограниченно, поскольку 
не требует большого расхода невосполнимых ресурсов. 

В современной коммерческой практике последствия прини
маемых решений касаются большого числа людей и связаны со 
значительными затратами трудовых ресурсов, товарных, финан
совых, транспортных, энергетических и других ресурсов. Поэто
му степень ответственности за последствия принимаемых реше
ний многократно возросла, что требует более широкого исполь
зования формальных методов, изложенных в теории принятия 
решений. 

Необходимость выбора действия обусловливается наличием 
противоречий, которыми наполнена коммерческая практика. 
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Противоречие проявляется в виде проблемы, имеющей два со
стояния — существующее и желаемое, причем имеется более од
ного способа достижения желаемого состояния (цели). У ком
мерсантов в такой ситуации есть несколько альтернативных ва
риантов решения и, следовательно, возникает задача выбора. 
Варианты решения различаются своими конечными результата
ми (последствиями, исходами). Последние характеризуют сте
пень достижения поставленной цели. В таких случаях у лица, 
принимающего решение, есть свои представления о достоинст
вах и недостатках отдельных исходов. В реальных условиях пред
ставления о задаче обычно оказывается неполным и нечетким, 
отсутствует целостное восприятие и объективное отношение к 
последствиям. 

Описание задачи выбора исключает, с одной стороны, альтер
нативные варианты решений, а с другой ~ состояние среды, ко
торая может влиять на исход активно, сознательно или пассивно, 
что характеризует своеобразное столкновение, поскольку конеч
ный результат определяется совместными состояниями или дей
ствиями. Такое положение является типичным для коммерчес
кой сферы. 

Вид связи средств и результатов определяет тип зависимости 
альтернатив и исходов от условий: 

1) определенности, когда каждая альтернатива приводит к 
единственному исходу и, следовательно, имеется функциональ
ная однозначная зависимость исходов от альтернатив; 

2) риска (стохастические), когда каждая альтернатива может 
привести к одному из нескольких исходов, каждый из которых 
имеет определенную вероятность появления, т.е. имеется стохас
тическая зависимость исходов от альтернатив; 

3) неопределенности, когда каждая альтернатива может приве
сти к одному из нескольких исходов, причем даже стохастическая 
зависимость исходов от альтернатив отсутствует. 

Субъективная информированность лица, принимающего ре
шение о типе связи, может не совпадать с объективной, что и 
влияет на конечный результат. 

В следующем разделе рассмотрим применение алгоритма мо
делирования к решению задач в коммерческой деятельности. 
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1.3. Математическое моделирование задач 
коммерческой деятельности 

Любая коммерческая ситуация складывается в результате вза
имодействия (поведения) совокупности элементов, составляю
щих организации, предприятия, объединения, концерны и т.д. 
Поведение элементов коммерческих служб зависит от целого ря
да факторов, состояние которых предвидеть не всегда представ
ляется возможным, например конъюнктуры на рынке, спрос на
селения на товары, поставки товаров из смежных отраслей 
народного хозяйства и т.д. Информированность о состоянии, 
действиях отдельных элементов систем влияет на эффективность 
принятых экономических решений, обусловливает необходи
мость и целесообразность построения моделей. Такие модели 
помогают иллюстрировать экономический анализ. Они показы
вают, что рекомендации этого анализа более соответствуют объек
тивным условиям принятия решений, а математическая форму
лировка является удачной базой поиска и принятия управленче
ских решений в коммерческой сфере. 

При выборе решения возможны различные варианты-альтер
нативы, которых существует множество в любой коммерческой 
ситуации. Предпочтительность выбора лучше проводить по ко
личественному критерию, позволяющему сравнивать решения. 
Такой критерий называют показателем эффективности. Он фор
мально отображает цель, которая преследуется в рассматривае
мой ситуации. В соответствии с этим выбранное решение будет в 
наибольшей степени способствовать достижению цели. В качест
ве таких критериев могут выступать показатели: товарооборот, 
прибыль, издержки, доход, рентабельность, производительность 
труда и др. 

Характерными задачами для предпринимателей являются, 
например, выбор типа открываемого предприятия, банка, юри
дического адреса, определение состава учредителей, величины 
уставного фонда, долей взноса учредителями в уставный фонд, 
видов деятельности создаваемого предприятия, выбор генераль
ного директора, главного бухгалтера, поставщиков товаров, парт
неров и др. Таким образом, необходимость заставляет постоянно 
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решать задачи выбора. К сожалению, для правильного решения 
таких задач зачастую нет достаточно полного множества альтер
натив для проведения выбора, что объясняет появление невер
ных решений и, как следствие, приводит к значительному ущер
бу. Например, для решения задачи приобретения автомобиля 
необходимо сформировать список потребительских характерис
тик, выявить множество торгующих организаций, установить по
казатели операции покупки автомобиля, группу людей, с кото
рыми следует провести эту операцию, выбрать день покупки, за
тем осуществить эту операцию на практике. После выполнения 
всей этой работы обнаруживается, что необходимо было еще 
учесть решение, например, задачи «рэкета». В дальнейшем обна
руживается, что выпала из поля зрения задача своевременного 
выбора предприятия по антикоррозийной обработке автомоби
ля и т.д. 

Таким образом, возникающих в процессе работы задач боль
ше, чем представляется вначале, и по каждой из них тоже необхо
димо решать задачу выбора и устанавливать логическую очеред
ность их решения. Другой особенностью при формировании ис
ходной информации для решения задачи выбора является 
отсутствие в представленном множестве именно лучшего вариан
та, который позже, в процессе практической деятельности, мо
жет быть обнаружен. Именно тогда происходит фактическая 
оценка недостающей ранее информации, а проявившиеся ошиб
ки оборачиваются ущербом и зачастую очень большим. Для ре
шения такого класса задач существуют специальные математиче
ские методы и модели. 

Коммерсантам чаще приходится принимать решения в усло
виях неопределенности, снижающих уверенность в действиях. В 
самом деле, трудно предвидеть сложности в работе, касающиеся 
капризов природы, объемов и времени завоза товаров в рознич
ные и оптовые предприятия, работоспособности транспортных 
средств, наличия на местах продавцов, кассиров, товароведов, 
грузчиков, уборщиц, заведующих секциями и др. В таких случаях 
пытаются отыскать наиболее удачный вариант решения исходя 
из собственного опыта, интуиции или советов других лиц. По
добный субъективный подход, когда принятое решение затраги-
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вает интересы большого количества людей, может быть неэффек
тивным даже ущербным. При этом совокупность реализации со
стояний среды не обладает статистической устойчивостью, их 
нельзя отнести к категории случайных величин или функций, но 
принимаемые решения все же необходимо аргументировать и 
лучше обосновывать количественно. 

Принятие решения — это процесс, итогом которого является 
выбор по критерию эффективности одной возможности из мно
жества имеющихся в распоряжении. Качество решения задачи 
зависит от того, насколько полно известны лицу, ответственному 
за принятие решения, допустимые варианты управленческих воз
действий. Поэтому формирование всего множества вариантов 
активного воздействия является важным этапом анализа. 

При постановке задачи учитываются только существенные 
факторы. Они подразделяются на неуправляемые (офаничения) 
и управляемые, оптимальные значения которых необходимо 
найти в результате решения задачи. Поэтому вначале необходимо 
установить, значениями каких характеристик или переменных 
можно варьировать, не игнорируя при этом постоянные факто
ры, поскольку без их учета решения могут быть ошибочны. 

Важно заметить, что для количественного анализа приходит
ся привлекать специалистов различного профиля, что обеспечи
вает больший объем знаний и возможность выявления таких ре
шений, которые не могли быть найдены при узкой профессио
нальной ориентации исследователей. Взаимосвязь критерия 
эффективности F с управляемыми показателями Xj, ^2, Х3, ..., х^, 
..., х„ и неуправляемыми, Ь^, bi, b^, ..., bp ..., 6̂  записывается в 
обобщенном варианте в виде целевой функции: 

F=f(x^, Х2, Хз,..., Xi,..., х„; bi, b2, *з> •••» */» •••» *«) -^ ^ t̂r. 

В оптимизационной задаче оптимальные значения критерия 
соответствуют определению оптимальных значений управляе
мых показателей: 

При такой постановке решения задачи возникает вопрос о 
построении математической модели экономических показате-
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лей, которые позволили бы определить значение критерия эф
фективности. Этому служат математические методы дифферен
цирования, интегрирования, теории игр и статистических реше
ний, линейного и нелинейного программирования, сетевого пла
нирования и управления, теории вероятностей, статистики, 
корреляционного анализа, теории массового обслуживания. 

Рассмотрим общую постановку задач принятия решений в 
различных условиях. 

Модель постановки задач выбора решений 

В теории принятия решений под задачей понимается такая 
задача, которая может быть сформулирована в терминах цели, 
средств достижения цели и результата. Принятие решения - это 
процесс, а итогом его является выбор одной возможности дости
жения цели из имеющихся. Математическая модель этой задачи 
представляет собой формальное описание составляющих ее эле
ментов: цели, средств, результатов, а также способа связи между 
средствами и результатами. Описание средств и результатов мож
но представить в виде двух множеств: множество X, элементы ко
торого X называют альтернативами (из чего выбираем), и множе
ство А, элементы которого называются исходами (к чему прихо
дим). 

Вполне очевидно, что исход определяется двумя факторами: 
выбором альтернативы и состоянием среды, определяемым мно
жеством состояний Y. Тогда каждый исход а есть так называемая 
функция реализации двух аргументов: а = F{x, у),тлсхе Х,уе Y, 
Таким образом, эта функция сопоставляет исход для каждого со
четания альтернативы и состояния среды. Если множества аль
тернатив и состояний среды конечны, т.е. 

Х= (xi, Х2, Хз,..., Xi,..., х,„), Г= (у,, У2, Уз,..., Ур ..., л ) , 

то функцию реализации /^удобно представить в матричном виде 
(табл. 1.3.1). 

Таким образом представляют в форме функции реализации 
задачи принятия решений в условиях определенности, риска и 
неопределенности. Приведенная классификация задач целена-
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Таблица 1.3.1 

F 

^ 

^ш 

Ух 

f{Xi,yi) 
f(X2,y\) 

l^(Xi,yi) 

f(Xm>yi) 

У2 

f'ixi.yi) 
fiX2,y2) 

f(Xi,y2) 

^(Хпг^Ут) 

yj 

Fixi^yj) 
Fix^yj) 

F(Xi,yj) 

Fix^^y) 

Уп 1 
Р(хьУп) 
F(X2.y„) 

fiXi.yJ 

^(х„.Уп)\ 

правленно определяет подбор методов, моделей выбора управ
ленческих решений в коммерческой деятельности. 

Условия принятия решений определяются степенью инфор
мированности лица, принимающего решение, о возможностях 
появления тех или иных состояний среды yeY. Лицо, принима
ющее решение, может точно знать состояние среды, что свиде
тельствует о наличии определенности, или знать вероятность по
явления Pj каждого состояния среды ур что является условием ча
стичной неопределенности. И наконец, если не располагает 
никакой информацией о возможностях появления состояний 
среды, кроме их конечного перечня состояний у^, У2,..., Ур ..., у„, 
то это свидетельствует об условиях полной неопределенности 
(см. гл. 3). 

Рассмотрим построение моделей и методы принятия реше
ний в коммерческой деятельности при различных условиях. 

Модели выбора решений в условиях определенности 

Принятие решений в условиях определенности характеризу
ется детерминированной связью между принятым решением и 
его результатом. Задачи, возникающие в условиях определеннос
ти, называют детерминированными. В таких случаях действуют 
так, как это может быть при совершенной уверенности в сведе
ниях о точности значений факторов, воздействующих на реше
ние. В условиях определенности каждая стратегия ведет к единст
венному исходу, поэтому решение по ее выбору сводится к выбо
ру исхода. Лучшая стратегия та, которая приведет к лучшему 
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исходу, максимальной полезности, минимальным затратам, если 
описание исходов сведено к единственному критерию. В таких 
случаях при численной оценке исходов задача принятия решения 
сводится к нахождению экстремума целевой функции, что и ука
зывает на оптимальность управленческого решения. 

Например, в задаче планирования перевозки товаров из опто
вых предприятий в торговую сеть в качестве альтернатив высту
пают неотрицательные значения компонентов матриц, определя
ющие количество товара, предназначенного для перевозки, при 
соответствующих ограничениях, где решением является план пе
ревозок, а критерием выбора в целевой функции — общая стои
мость перевозок. Задача принятия решений может носить одно 
или многошаговый характер. В таких задачах любой альтернати
ве соответствует вполне определенный исход, полезность кото
рого оценивается некоторым числом. Математической моделью 
задачи принятия решений в условиях определенности с числен
ной оценкой исходов является функция, заданная на множестве 
альтернатив. 

Рассмотрим пример распределения работников коммерчес
кой сферы по операциям. Проведенный хронометраж по затра
там времени t^j каждого из трех коммерсантов m = 3 на выполне
ние трех операций представлен в виде матрицы (табл. 1.3.2). 

Таблица 1.3.2 

Коммерсанты 

Иванов 
Сидоров 
Петров 

Затраты времени ty на выполнение операций, ч 

1 — закупка 

1̂1 = 2 хп = 1 
/21 = 3 Х21 = 0 
/31 = 6 Хз1 = 0 

2 — сбыт 

/ I T ^^ ^ "^12 ^̂^ 

hi = 3 2̂2 = 0 

hi = 1 3̂2 = 1 

3 — перевозка 

% = 2 X23=I 
3̂3 = 5 хзз = 0 

Допустим, если коммерсант / назначен на выполнение опера-
цииу, то Xij = 1, иначе Xij = 0. Решением задачи является матрица 
распределения А" коммерсантов по операциям. 

Для оценки исходов используем в качестве критерия общее 
число человеко-часов Г, необходимых для выполнения всех опе-
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раций. Из условия задачи следует, что каждой стратегии Sf^ соот
ветствует альтернативное сочетание распределения по операци
ям. Количество стратегий определяется числом возможных пере
становок Р„ — п1 = 3\ = 6. Следовательно, мы имеем шесть альтер
нативных стратегий, каждая из которых приводит к исходу, 
определяемому целевой функцией вида 

п п 
Tk = Y.^tijXij-^ тт. 

/=1у=1 

Проведенные вычисления исходов для каждой стратегии 
представлены в виде матрицы исходов (табл. 1.3.3), из которой 
оптимальную стратегию S^ находят по минимальной величине 
общих затрат Т5 = 5 чел.-ч на все операции. 

Таблица 1.3,3 

Стратегии 5*̂  

5"! (л:22=Х22 = л:з1 =1) 

*^2(^12^^23 ~^31 ~ )̂ 
5*3 (Хц =^22 =^33= 1) 

*^4(̂ 13 -̂̂ 21 "^^32" 0 
S^{Xi2-X2\ =^33= 1) 
5*6 (Хц =Х2з=Хз2= 1) 

Исходы Tf^ (чел.-ч) 

7 1 = 4 + 3 + 6 = 1 3 
72 = 2 + 2 + 6 = 10 
Гз = 2 + 3 + 5 = 13 
74 = 4 + 3 + 1 = 8 
75 = 2 + 3 + 5 = 1 0 
7б = 2 + 2 + 1 = 5 

Результаты решения задачи занесены в матрицу распределе
ния (табл. 1.3.3), где значения Xj 1 = Х23 = 3̂2 = 1 указывают на рас
пределение коммерсантов по операциям. 

Сложности решения проблемы коммерческой сферы даже в 
таких условиях определенности могут быть значительно больши
ми, чем кажется на первый взгляд. Они увеличиваются при рас
ширении масштабов задачи, когда растет число альтернативных 
стратегий Sj^. Так, например, в задаче распределения для 10 работ
ников по 10 операциям число стратегий увеличивается до 
Рю = 10! = 3 628 800. Очевидно, все стратегии и исходы в этом 
случае труднообозримы. Однако эту задачу можно легко решить с 
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помощью специальных методов, для чего следует представить ее 
в виде задачи линейного программирования: 

найти такие неотрицательные значения переменных x̂y > О, 
которые бы обеспечили минимум функции цели 

п п 
Tfc = m. tyXy -> min 

при следующих условиях-ограничениях 

I ^ 
Е%=1, i = h 2, 3, ..., п; 
/=1 

и 
^ху=1, / = 1, 2, 3, ..., п; 
у=1 
Xije{0; 1}. 

В такой формулировке решение задачи можно получить, ис
пользуя метод целочисленного линейного программирования. 

Следует заметить, что исход решения в некоторых задачах мо
жет быть исчерпывающе описан двумя показателями, например 
затратами ресурсов и объемом выгоды — прибыли, дохода и т.д. В 
других задачах оценку и сравнение исходов необходимо прово
дить по нескольким показателям, которые могут носить противо
речивый характер, т.е. улучшение одних показателей приводит к 
ухудшению других. Такие задачи называют многокритериальны
ми. В них, как правило, не существует исхода, наилучшего сразу 
по всем показателям, поэтому оптимальное решение чаще всего 
является компромиссным. 

Рассмотрим другой интересный пример моделирования задач 
коммерческой деятельности при задании отношений предпочте
ния на множестве альтернатив. 

При выборе одного решения возможны различные варианты-
альтернативы, которых существует множество в любой коммер
ческой ситуации. Предпочтительность выбора проводят по коли
чественному критерию, позволяющему сравнивать разные реше-
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ния. Такой критерий называют показателем эффективности. Он 
формально отображает цель, которая преследуется в рассматри
ваемой ситуации. В качестве таких критериев могут выступать 
различные показатели: товарооборот, прибыль, издержки, доход, 
рентабельность, производительность труда и др. 

В этом случае при формулировании цели необходимо опреде
лить худший и лучший варианты ее реализации. Одной из харак
теристик цели является связанное с ней предпочтение на множе
стве возможных исходов. Тогда можно построить отношение 
предпочтения этого множества. Выявить предпочтение из мно
жества/! значит указать множество всех пар, для которых а, пред
почтительнее Gj, те. задать отношение предпочтения в явном ви
де. Отношение предпочтения обозначают знаком >, полагая, что 
это есть отношение доминирования, тогда б̂у = 2, при этом bji == О, 
а отношение безразличия — знаком <̂ , тогда b^j = bji = 1. В таком 
случае лицо, выбирающее решение, может провести попарное 
сравнение всех объектов этого множества, указав для каждой па
ры (а̂ , Qj) наличие или отсутствие предпочтения. Например, мож
но осуществить выбор среди напитков: фанта, пепси, компот, 
чай, кофе, или мест будущей работы. Выявленное предпочтение 
можно представить в виде матрицы доминирования ~ безразли
чия на основе субъективного представления. Однако в большин
стве случаев личность в коммерческой сфере является носителем 
интересов какой-либо организации, поэтому выявление предпо
чтений должно базироваться на логических, причинно-следст
венных, а не на личностно-психологических мотивах. 

В практической деятельности приходится рассматривать 
сложные объекты, которые невозможно целостно сопоставить. В 
таких случаях выделяют существенные показатели этих объектов, 
а затем проводят сравнение их значений. При этом первичная 
информация задается в виде таблицы значений показателей, где 
представлены множество сравниваемых объектов а, ^2, ̂ з, ..., а^, 
..., а^, все наименования показателей Pj, Р2, Р^,..., Pj,..., Р̂  и зна
чения этих показателей по каждому объекту/?i(^i), Pi^cii)^ Рз(^з)^ 
...,/?/а,.), . . . , / ? > J . 

для выявления предпочтения необходимо ввести систему ре
шающих правил. Например, если по каждому показателю pjia^) 
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можно вычислить его вес Мр определяющий его значимость, то 
взвешенную сумму этих показателей можно рассматривать как 
суммарную оценку объекта af 

п 
F(ai)=^MjPj(ai). 

/=1 

Тогда можно ввести решающее правило: а^ предпочтительнее 
йр если F(ai) >F(aj). По указанной системе решающих правил от
ношение, выражающее доминирование, определяется построе
нием матрицы попарного сравнения В, элемент которой опреде
ляется таким образом: 

( 1, если Pi равнозначен Р2; 
О, если Pi менее значим, чем Pj, 
2, если Pi доминирует над /̂ 2-

Рассмотрим решение задачи выбора легкового автомобиля 
марки ВАЗ. Прежде всего формируем множество автомобилей, 
которые выпускаются серийно и представлены в продаже: 
ВАЗ-1111, 2110, 2111, 21043, 2115, 21051, 21053, 2106, 21061, 
21063, 2107, 21072, 21074, 2108, 21081, 21083, 2109, 21093, 2199, 
2121 — около 20 моделей. Для анализа ограничим это множество 
только базовыми моделями: ВАЗ-2104, 2105, 2106, 2107, 2108, 
2109, 21099, 2121 (табл. 1.3.4). 

Теперь необходимо сформировать множество показателей, по 
которым можно провести сравнение автомобилей. Выпишем из 
руководства по эксплуатации автомобилей наиболее существен
ные показатели (табл. 1.3.5). 

Сопоставим эти показатели с помощью метода парных срав
нений, а результаты запишем в таблицу 1.3.6. 

После заполнения матрицы элементами сравнения находим 
по строкам суммы баллов по каждому показателю: 

п 

где п — количество показателей, л = 11. 
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Таблица 1.3.4 

Модель 
автомобиля 

ВАЗ-2104 
ВАЗ-2105 
ВАЗ-2106 
ВАЗ-2107 

1 ВАЗ-2108 
1 ВАЗ-2109 
ВАЗ-21099 
ВАЗ-2121 

Р со 

1,294 
1,294 
1,568 
1,451 
1,289 
1,289 
1,499 
1,568 

CJ 

о D 

О S 

69 
69 
80 
77 
65 
64 
75 
80 

(Л 
X 

5 
4115 
4130 
4166 
4145 
4006 
4006 
4205 
3720 

X 

и S 
1020 
955 

1045 
1030 
900 
915 
970 

1150 

сх и, 
w о 
S о 

PQ с( 

18,5 
18 
16 
15 
15 
18 
14 
23 

X S 

2 л S н 
S ^ 
^ 9-л о 

137 
145 
154 
152 
150 
148 
153 
132 

Расход топлива 
на 100 ¥м 

1 
о as 
X 
сх 
7,5 
7,3 
7,7 
7,9 
5,9 
5,7 
5,8 

10,5 

о 

10,2 
10,2 
10,5 
10,7 
8,2 
7,8 
7,9 

13,1 

[,Л 

10,2 
10,2 
10,7 
10,9 
8,4 
8,6 
8,6 

13,4 

1984 
1979 
1975 
1982 
1984 
1987 
1988 

Таблица 1.3.5 

Показатель 

Вместимость 
Снаряженная масса 
Дорожный просвет 
Максимальная скорость 
Время разгона до 100 км/ч 
Расход топлива на 100 км 
Мощность 
Емкость топливного бака 
Рабочий объем двигателя 
Число цилиндров 
Длина 
Цена 

Обозна
чение 

Чм 
См 
Дп 

Умах 
Тр 
Рт 
М 
Еб 
Ро 
Чц 
Дл 
Ц 

Единица 
измерения 

чел. 
кг 
мм 

км/ч 
с 
л 

л.с. 
л 
л 

шт. 
мм 

долл. 

Показатели ВАЗ 

2106 

5 
1035 
170 
154 
16 

7,7 
80 
39 

1,57 
4 

4165 
6000 

2105 

5 
955 
170 
145 
18 

7,3 
69 
39 
1,3 

4 
4130 
5700 
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и. 
с. 
Дп 
V, 

Тр 
Рт 
м 
Е5 

Ро 
Чц 

'Дл 

X 
1 
? 
0 
2 
2 
2 
2 
0 
2 
0 
0 

<-м 

0 
] 
0 
2 
1 
2 
2 
0 
2 
0 
0 

Дп 

? 
? 
1 
2 
2 
2 
2 
0 
2 
2 
0 

VM 

0 
0 
0 
1 
2 
2 
2 
0 
2 
0 
0 

' р 

0 
1 
0 
0 
1 
2 
1 
0 
2 
0 
0 

Глава 1. Коммерческая деятельность 

Рт 

0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 

м 
0 
0 
0 
0 
1 
2 
1 
0 
0 
0 
0 

Еб 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
1 
2 
2 
0 

Ро 

0 
0 
0 
0 
0 
2 
2 
0 
1 
0 
0 

% 

2 
2 
0 
2 
2 
2 
2 
0 
2 
1 
0 

^ математика 

Таблица 1.3.6 

Дл 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
1 

^1 

9 
12 
5 

13 
15 
21 
18 
3 

17 
7 
1 

М-
0,0743 
0,0992 
0,0413 
0,1074 
0,123 
0,173 
0,148 
0,025 
0,140 
0,057 
0,008 

Ri\ 

7 
6 
9 
5 
4 
1 
2 

10 
3 
8 

И 

Правильность заполнения матрицы определяется равенством 

/=1 

Затем определяем вес показателей по формуле 

Следует заметить, что 
12Г 

SM,=1,0. 
/=l 

Приоритет показателей распределяется по рангу, который 
пропорционален значению коэффициента веса: чем больше его 
значение, тем выше ранг, причем наибольшему значению Л/, со
ответствует Л; = 1. На этом основании ранжированный перечень 
потребительских характеристик автомобиля будет иметь следую
щий вид: 
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1.3. Математическое моделирование задач... 

1. Р̂  - расход топлива на 100 км, л; 6. С„ - снаряженная масса, кг; 
2. М - мощность двигателя, л.с; 7. Ч ,̂ - вместимость, чел.; 
3. Ро - рабочий объем двигателя, л; 8. Чц - число цилиндров, шт.; 

- время разгона до 100 км/ч, с; 9. Дп - дорожный просвет, км; 4 Т 
5. V̂ ax ~ максимальная скорость, 

км/ч; 
10. Еб — емкость топливного бака, л; 
И. Дл-длина, мм. 

Предварительный анализ показателей, проведенных в табл. 
1.4, указывает на необходимость вернуться к более четкой форму
лировке цели, например определить назначение применения ав
томобиля. Так, автомобиль ВАЗ-2121 («Нива»), очень удобный в 
условиях бездорожья сельской местности, для города менее ком
фортен, чем другие автомобили. ВАЗ-2104 («Универсал») тоже 
имеет свои особенности, которые некоторых покупателей не уст
раивают. Кроме того, ВАЗ-2107, 2108, 2109, особенно ВАЗ-21099, 
2110 — самые угоняемые автомобили, поэтому в перечне для ана
лиза оставлены модели ВАЗ-2105 и 2106. Для проведения выбора 
введем балльную оценку показателей, например Ц, Р ,̂ М, Р ,̂ Тр, 
F̂ ax- Предположим, что чем лучше качественное содержание по
казателя, тем выше балл. Тогда, используя данные табл. 1.3.4, 
можно построить следующую матрицу балльных оценок показа
телей (табл. 1.3.7). 

Таблица 1.3.7 

п 
V 
Тр 
Ро 
м 
Рт 

1 
9000 
125 
23 

1100 
65 

10,5 

2 
8000 
140 
18 

1289 
70 
7,7 

3 
7500 
145 
16 

1294 
75 
7,3 

4 
6000 
150 
15 

1451 
77 
5,8 

5 
5800 
155 
14 

1568 
80 
5,7 

Л/, 
0,16 
0,09 1 

0,104 
0,118 
0,125 i 
0,145 

На основе данных табл. 1.3.7 можно определить значения ин-
тефальных оценок автомобилей без учета цены: 
/•(2105) = 0,1074 • 3 + 0,123 • 2 + 0,14 • 3 + 0,148 • 2 + 1,173 • 3 = 1,8; 
/•(2106) = 0,1074 • 5 + 0,123 • 3 + 0,14 • 5 + 0,148 • 5 + 1,173 • 2 = 2,692. 
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Глава 1. Коммерческая деятельность и математика 

Поскольку /^(2106) > /^(2105), следует покупать автомобиль 
ВАЗ-2106. 

Можно воспользоваться и другой системой решающих пра
вил. Считаем, что, например, автомобиль ^j доминирует над ̂ 2» 
если: 

1) число показателей, по которым автомобиль а^ лучше aj 
больше, чем число показателей, по которым автомобиль а2 лучше 
автомобиля «i; 

2) для автомобиля aj ни один из показателей не принимает 
наименьшего (наихудшего) значения. 

При использовании этой системы решающих правил, учиты
вая балльную оценку и попарно сравнивая указанный перечень 
характеристик, получим следующую матрицу: 

а 
2105 

2106 

2105 

0 
1 

2106 

0 
0 

Е 
0 
1 

В соответствии с этими правилами выбор приходится тоже на 
автомобиль ВАЗ-2106. 

Следующим шагом можно ввести сравнение по критерию 
«цена/качество», для чего надо исключить показатель «цена» из 
метода парных сравнений, что позволит вычислить показатель 
«качество». 

Если предположить, что интегральные оценки отображают 
качество автомобилей, то выбор можно проводить по отношению 
цена/качество: 

mm О/ = mm 
5800 ^ 6000^ 
1,832' 2,692 = min(3166; 2229) = 2229->ВАЗ-2106. 

После обсуждения решения задачи на площадке предпродаж
ной подготовки можно установить еще дополнительный пере
чень характеристик операции приобретения автомобиля: про
должительность операции, возможность страховки, обеспечен
ность рынка запасными частями, ремонтопригодность, наличие 
оперативной ремонтной службы, затраты на доводку купленного 
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1.3. Математическое моделирование задач... 

автомобиля, вероятность угона, наличие гаража, год начала вы
пуска марки модели автомобиля, совокупные годовые затраты, 
затраты на выбор лучшего автомобиля в магазине, сезон, месяц 
года покупки, затраты на операцию, наличие модели хронологи
ческой последовательности выполнения операции (предусмот
рительность), цена, модель истории стоимостных и временных 
затрат по обслуживанию автомобиля на 100 км пробега, диагнос
тика и советы в момент обращения. Используя метод парных 
сравнений, проводим ранжирование этих показателей: 

— вероятность угона; 
— цена, руб.; 
— наличие гаража; 
— совокупность годовых затрат; 
— наличие оперативной ремонтной службы; 
— обеспеченность рынка запасными частями; 
— затраты на доводку купленного автомобиля; 
— ремонтопригодность; 
— затраты на выбор автомобиля; 
— затраты на операцию; 
— возможность страховки; 

12. Мод - наличие модели выполнения операции; 
13. Сдз — сезон, время года покупки; 
14. Гз — год начала выпуска модели автомобиля; 
15. Топ "" продолжительность операции. 
На основе полученных результатов можно провести более ар

гументированное обоснование выбора решения. 
По аналогии можно моделировать и другие задачи выбора ре

шений в коммерческой деятельности. 

Контрольные вопросы 

1. Что такое аналогия? 
2. Каково определение терминов «модель» и «экономико-ма

тематическая модель»? 
3. Приведите примеры моделей из различных сфер деятельно

сти человека. 
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Глава 1. Коммерческая деятельность и математика 

4. Какие примеры видов изображения моделей вы можете 
привести? 

5. Каких вы знаете модельеров? 
6. Каково определение термина «моделирование»? 
7. Каково определение терминов «цель», «критерий», «управ

ление»? 
8. Зачем нужен алгоритм моделирования? 
9. Каковы этапы алгоритма моделирования? 

Задачи 
Проведите моделирование процесса выбора товара на основе 

следующих данных: 
1. Швейцарские механические мужские наручные часы 

Фирма 

Breitling 

Buchercr 

Longines 

Omega 

Rado 

Tissot 

Ка
либр, 

MM 

36,0; 
5,4 

29,6; 
3,58 

32,0; 
3,85 

27,2; 
3,16 

23,5; 
3,2 

34,2; 
4,2 1 

Число 
1 функ-

цио-
наль-
ных 
кам
ней 

31 

25 

27 

37 

25 

25 

Точ
ность 
хода, 
с/сут

ки 

±0,2 

±2,8 

-0 ,8 

0,05 

±2 

±1,5 

Время 
непре
рыв
ной 

рабо
ты, 
ч 

42 

38 

42 

48 

40 

42 

Водо-
непро-
ницае-
мость, 

м 

100 

30 

30 

100 

200 

150 

Дополнительно, шт. 

' ци
фер
блат 

3 

1 

1 

1 

1 

1 

шкалы 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

функ
ции 

1 

0 

1 

0 

2 

0 

Цена, 
долл. 

320 

210 

230 

260 

350 

350 

50 



1.3. Математическое моделирование задач... 

2. Микроволновые печи 

Фирма 

Moulinex 

Panasonic 

Samsung 

8Ьаф 

Whirlpool 

Объ
ем, л 

27 

36 

17 

24 

27 

Мощ
ность, 

кВт 

0,9 

0,8 

0,8 

0,85 

1,0 

Гриль 

+ 

-ь 

— 

— 

+ 

Кон
век
ция 

Есть 

Есть 

Нет 

Есть 

Есть 

Покрытие 

Нержавею
щая сталь 

Керамичес
кое 

Термостой
кое 

Нержавею
щая сталь 

Нержавею
щая сталь 

Управле
ние 

Сенсор
ное 

Сенсор
ное 

Механи
ческое 

Сенсор
ное 

Сенсор
ное 

Цена, 1 
долл. 

540 

820 

149 

445 

399 

3. Холодильники 

Страна-
изгото
витель 

Россия 

Таиланд 

Южная 
Корея 

Испания 

Южная 
Корея 

Южная 
Корея 

Швеция 

Модель 

Stinol 

ЗЬаф 

Samsung 

Bosch 

LG 

Daewoo 

Electrolux 

Вес, 
кг 

78 

69 

56 

52 

69 

71 

75 

Га
ран
тия, 
лет 

3 

1 

2 

2 

1 

1 

2 

Срок 
служ

бы, 
лет 

15 

10 

10 

10 

10 

7 

15 

Габариты, 
смхсмхсм 

185x60x60 

170x60x70 

160x60x65 

155x55x60 

170x60x63 

175x75x75 

175x60x60 

Объем 
камер 

моро
зиль
ной, 

л 

80 

96 

93 

54 

ПО 

138 

127 

холо
диль
ной, 

л 

235 

270 

280 

194 

230 

280 

186 

Цена, 
долл. 

310 

750 

450 

410 1 

600 

840 1 
680 1 
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4. Трубки сотового телефона 

Модель 

Ericson 
А1018 

Ericson 
T18s 

Motorola 
V3188 

Motorola 
V3688 

Nokia 
6150 

Nokia 
8850 

Весе 
бата
реей, 

г 

163 

146 

218 

83 

142 

91 

Габариты 
ВхШхГ, 

мм 

130x49x27 

105x49x24 

139x48x25 

82x43x26 

129x47x28 

110x44x17 

Режим не
прерывных 
разговоров, 

ч 

3,5 

4 

6 

3 

2 ч 30 мин 

2 ч - 3 ч 
20 мин 

Режим 
ожида

ния, 
ч 

100 

100 

50 

100 

60-270 

50-150 

Наличие 
меню на 
русском 
языке 

Нет 

Нет 

Нет 

Есть 

Есть 

Есть 

Количе
ство 

строк в 
дисплее 

3 

3 

4 

7 

5 

5 

Цена 
МТС, 
долл. 

162 

342 

131 

630 

328 

840 

5. Составьте матрицу оценки потребительских характеристик 
автомобилей, выпускаемых на Волжском автозаводе (ВАЗ). 

6. Определите перечень потребительских характеристик авто
мобилей ВАЗ, используя информацию о их продаже. 

7. Составьте перечень потребительских характеристик фирм, 
торгующих автомобилями, и проведите операцию выбора одной 
из них. 

8. Проведите сравнение предлагаемых к постройке или про
даже вариантов деревянных бань на основе рекламных сообще
ний, например из газеты «Экстра-М», по следующим характери
стикам: пожаробезопасность, вентилируемость, время получения 
температуры 70°С воздуха, а затем воды, функциональные воз
можности, стоимость, время постройки или установки бани «под 
ключ», штрафные санкции по пунктам договора, наличие удов
летворенных покупателей фирмы. 

9. Сформируйте перечень туристских фирм по наличию тура 
в какую-либо страну, например Египет, затем составьте перечень 
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характеристик этих фирм и тура, проведите 
фирмы по реализации поездки в Египет (см. п, 

10. Стиральные машины 

операцию выбора 
,6.5). 

Показатели 

1. Цена, руб. 

2. Загрузка, кг 

3. Количество программ 

4. Число оборотов при отжи
ме 

5. Габариты, см 

6. Потребляемая мощность, 
кВт • ч 

7. Среднее время стирки, ч 

8. Эксплуатационные затра
ты на 1 стирку, руб. 

9. Количество стирок в год 

10. Затраты на ремонт, руб. 
1-й год 
2-й год 
3-й год 
4-й год 
5-й год 

11. Итого затраты на ремонт, 
руб. 

1-й год 
2-й год 
3-й год 
4-й год 
5-й год 

12. Сумма затрат на 1 стирку, 
1 руб. i 

1-й год 
2-й год 
3-й год 
4-й год 
5-й год 

Indesit 

7020 

5 

8 

400 

85x60x51 

2,2 

2,3 

5,36 

100 

100 
200 
200 

1000 
100 

100 
300 
500 

1500 
1600 

6,36 
6,86 
7,02 
9,11 
8,56 

Siemens 

7254 

4,5 

И 

800 

85x60x53 

2,3 

2,3 

5,36 

150 

100 
200 
200 

1000 
100 

100 
300 
500 

1500 
1600 

6,02 
5,36 
6,47 
7,86 
7,49 

Bosch 

13754 

' 6 

18 

1000 

85x60x59 

2,2 

2,2 

5,36 

75 

100 
200 
200 

1000 
100 

100 
300 
500 

1500 
1600 

6,39 
7,36 
7,58 

10,36 
9,62 

Вятка 

5720 

5 

6 

400 1 
85x80x601 

2,5 

2,5 

7,64 1 
100 

50 
100 
200 
500 
300 

50 
150 
350 
850 

1150 

8,14 
8,39 
8,8 

9,76 
9,94 
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11. Фотоаппараты 

Характеристика 

Цена, у.е. 

Страна-изготови
тель 

Гарантийный 
срок, мес. 

Габариты: шири
на X высота X тол
щина, мм 

Масса 
без батареек, г 

Защита объектива 

Ресурс 1 комплек
та батареек, 
24-кадр. пленки 

Фокусное расстоя
ние, мм 

Минимальная 
дистанция, м 

Диапазон вьщерж-
ки, с: 

со вспышкой 
без вспышки 

Диапазон диа
фрагмы 

Видоискатель 

Диа1пазон чувстви
тельности 

OLYMPUS 
LT-1QD 

1220 

Китай 

6 

117x67x38 

200 

Чехол 

20 

35 

0,35 

единый 
1/500-1/15 

3,5-16 

Станд. 

50-32000 

PENTAXEs-
pio Mini 

1078 

Филиппины 

12 

107x58x35 

155 

Крышка 

30 

32 

0,3 

1/4001/50 
1/400-2 

3,5-16 

Уменьш. 

25-32000 

YASHICA 
Т5 

1023 

Япония 

12 

118x64,5x35 

190 

Шторки 

20 

35 

0,35 

1/700-1/60 
1/700-1 

3,5-15,5 

Станд. + 
уменьш. 

50-3200 

PRACTICA 
Р 90AF 
Mini II 

601 

Германия 

6 

116,5х63,5х 
х40,8 

182 

Стекло 

15 

29 

0,5 I 

единый 
1/250-1/4 

4,5-н/д 1 
Станд. 

100/200; 4001 



ГЛАВА 2 

МЕТОДЫ И МОДЕЛИ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

В настоящее время множество задач планирования и управле
ния в отраслях народного хозяйства, а также большой объем ча
стных прикладных задач решаются методами математического 
программирования. Наиболее развитыми в области решения оп
тимизационных задач являются методы линейного программи
рования. Эти методы позволяют описать с достаточной точнос
тью широкий круг задач коммерческой деятельности, таких, как: 
планирование товарооборота; размещение розничной торговой 
сети города; планирование товароснабжения города, района; 
прикрепление торговых предприятий к поставщикам; организа
ция рациональных перевозок товаров (транспортная задача); рас
пределение работников торговли по должностям (задача о назна
чении); организация рациональных закупок продуктов питания 
(задача о диете); распределение ресурсов; планирование капита
ловложений; оптимизация межотраслевых связей; замена торго
вого оборудования; определение оптимального ассортимента то
варов в условиях ограниченной площади; установление рацио
нального режима работы. 

В задачах линейного программирования критерий эффектив
ности и функции в системе ограничений линейны. 

Если содержательный смысл требует получения решения в 
целых числах, то такая задача является задачей целочисленного 
профаммирования. 

Если в задаче математического программирования имеется 
переменная времени, а критерий эффективности выражается че
рез уравнения, описывающие течение операций во времени, то 
такая задача является задачей динамического программирования. 

Во многих экономических моделях зависимости между посто
янными и переменными факторами можно считать линейными. 
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Использование методов математического программирования 
в коммерческой деятельности связано со сбором необходимой 
информации коммерсантом, экономистом, финансистом, затем 
постановкой задачи вместе с математиком. Поскольку методы ма
тематического профаммирования уже реализованы на компьюте
ре в виде пакета стандартных программ, то доступ к ним обычно 
прост, автоматизирован и не составляет особых трудностей. 

2.1. Общая задача линейного программирования 
Постановка задачи коммерческой деятельности может быть 

представлена в виде математической модели линейного програм
мирования, если целевая функция может быть представлена в ви
де линейной формы, а связь с ограниченными ресурсами описы
вается посредством линейных уравнений или неравенств. Кроме 
того, вводится дополнительное ограничение — значения пере
менных должны быть неотрицательны, поскольку они представ
ляют такие величины, как товарооборот, время работы, затраты и 
другие экономические показатели. 

В целом экономико-математическая формулировка и модель 
общей задачи линейного программирования (ОЗЛП) имеют следу
ющий вид: 

найти максимальное (минимальное) значение линейной це
левой функции 

F(X) = i cj -xj ~> max(min) (2.2.1) 

при условиях-ограничениях: 
n 
^aij'Xj<bi, i = lk; (2.2.2) 

T, ̂ ii'^f -^iy i = k-\-l,m, k<m; (2.2.3) 
y=l _ 
xy>0, 7=1,/; l<n, (2.2.4) 

где a у, bj, Cj — заданные постоянные величины. 
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Стандартной задачей линейного программирования называется 
задача, которая состоит в определении максимального (мини
мального) значения целевой функции (2.2.1) при выполнении ус
ловий (2.2.2) — нетривиальных и (2.2.4) — тривиальных. 

Канонической (или основной) задачей линейного программиро
вания называется задача, которая состоит в определении макси
мального значения целевой функции (2.2.1) при выполнении ус
ловий (2.2.3) и (2.2.4). 

Для перехода от стандартной формы записи задачи линейно
го программирования к канонической необходимо 01раничение 
- неравенство исходной задачи линейного программирования, 
имеющее вид «<», преобразуется в офаничение — равенство с до
бавлением к левой части дополнительной неотрицательной пере
менной. Ограничение — неравенство вида «>» преобразуется в 
ограничение — равенство вычитанием из левой части дополни
тельной неотрицательной переменной. 

В системе из т линейных уравнений с п переменными базис
ными (основными) называются любые т переменные, если соот
ветствующий им определитель матрицы коэффициентов отличен 
от нуля, а остальные (п-т) переменные называются свободными 
(неосновными). 

В базисном решении все {п—т) свободные переменные равны 
нулю. 

Допустимое базисное решение {опорный план) содержит только 
неотрицательные переменные, среди которых свободные равны 
нулю. 

Допустимое базисное решение является невырожденным, если 
все базисные переменные строго положительны, и вырожденным — 
в противном случае. 

Оптимальное решение задачи линейного программирования 
совпадает с одним из ее допустимых базисных решений. 

Совокупность чисел А'= (xj, ̂ 2,..., х^), удовлетворяющих три
виальным и нетривиальным ограничениям задачи, называется 
допустимым решением (или в экономических задачах — планом). 
Совокупность допустимых решений формирует область допусти
мых решений (ОДР), 

ПланХ* = (х *, Х2*,..., X*), при котором целевая функция зада
чи принимает экстремальное значение, называется оптимальным. 
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В случае, когда требуется найти минимум функции 
F(X) = (ci^i + С2Х2 + ... + CfjXfj), можно перейти к нахождению мак
симума функции Fi(X) = — F(X) = — (cjXi + С2Х2 + ... + c^„)> так как 
min F{X) = —F^{X), тогда полученное решение целевой функции 
следует записать с обратным знаком. 

Контрольные вопросы 

1. Каковы особенности задач линейного программирования? 
2. Какое решение системы линейных уравнений является 

планом? 
3. Что называют планом ОЗЛП, опорным планом, оптималь

ным планом? 
4. Какой опорный план называется вырожденным, невырож

денным? 
5. Как привести к канонической форме ОЗЛП: а) если требует

ся найти минимум линейной функции цели; б) если функциональ
ные ограничения заданы в виде неравенств разного вида > и <? 

2.2. Постановка задач 
коммерческой деятельности 

Рассмотрим примеры задач коммерческой деятельности, по
строения экономико-математических моделей, преобразования 
их к общей и канонической задаче линейного профаммирования. 

2.2.1. Коммерческая деятельность предприятия 

Коммерческому отделу поручили проанализировать совмест
ную деятельность подразделений фабрики по изготовлению и 
продаже двух видов краски для внутренних (В) и наружных (Н) 
работ, которая поступает в продажу по цене 3 тыс. руб. и 2 тыс. 
руб. за 1 т. Для производства красок используют два вида сырья 
А и В, максимально возможные суточные запасы которых состав
ляют 3 т и 4 т. Расходы сырья на производство 1 т красок приве
дены в табл. 2.2.1. 
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Таблица 2.2,1 

Сырье 

А 
В 

Цена 1 т, тыс. руб. 

Расход сырья на 1 т краски, т 

наружных 
работ, Н 

0,5 
1,0 
2 

внутренних 
работ, В 

1,0 
0,5 
3 

Запасы сырья, т 

3 
4 

Изучение конъюнктуры спроса на рынке сбыта показало, что 
суточный спрос на краску для внутренних работ никогда не пре
вышал спроса на краску для наружных работ более чем на 1,5 т, а 
спрос на краску для внутренних работ никогда не превышал 2 т в 
сутки. Какое количество краски каждого вида необходимо произ
водить, чтобы доход от ее реализации был максимальным? 

Кроме того, известно, что план фабрики должен предусмот
реть обязательный выпуск красок, производство которых не опу
скалось ниже 0,25 т, для красок для наружных работ и ниже 0,5 т — 
для красок для внутренних работ. 

Построение экономико-математической модели задачи 

Поскольку в задаче необходимо определить объемы произ
водства для продажи краски, то суточные объемы производства 
красок для наружных и внутре1нних работ обозначим х^ и х^ тонн 
соответственно. 

Критерием, по которому определяется степень достижения 
поставленной цели, является доход от продажи краски, который 
должен быть максимально возможным. На этом основании целе
вую функцию можно записать таким образом: 

F(X) = (2x„ + Зхз) -^ max. 

Решение любой задачи осуществляется в рамках ограничен
ных ресурсов. В данном случае необходимо учесть ограничения 
на расход сырья, запасы которого на фабрике небесконечны, а 
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также ограничения на спрос краски. Математически эти офани-
чения можно записать следующим образом: 

0,5JC„ -Н ХВ < 3 — запасы сырья А, 
х„ + 0,5Хв < 4 ~ запасы сырья В, 
Хв - Хн < 1,5 ~ соотношение спроса на краски, 
Хв < 2 - максимальная величина спроса на краску В. 

Объемы производства и соответственно продажи краски не 
могут принимать отрицательных значений. В связи с этим необ
ходимо записать тривиальное условие неотрицательности пере
менных: х„ > 0; Хв > 0. 

Таким образом, в целом экономико-математическую модель 
задачи можно представить в таком виде. 

Определить суточные объемы производства красок — вектор 

^ ~ V-̂ H» -^B/J 

который при заданных условиях-ограничениях 

0,5хн+Хв<3; 
х„+0,5хв<4; 

Хв<2; 
д:„>0,25; 

обеспечивает максимальный доход от продажи краски в соответ
ствии с целевой функцией 

F{X) = (2Хн 4- ЗХв) -^ max. 

Полученная модель является задачей линейного программи
рования, так как все входящие в нее функции линейны. Решение 
задачи такого класса возможно с использованием либо геометри
ческого, либо алгебраического симплексного методов, которые 
рассмотрены ниже в п. 2.3.1 и 2.3.2. 
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2.2.2. Планирование товарооборота 

Коммерческое предприятие реализует товары нескольких 
групп: Aj(j = 1, п). Для реализации этих товаров используются ре
сурсы с ограниченным объемом: bi — рабочее время (чел.-ч); Z>2 -
площадь залов (м^); Ь^ - издержки обращения (руб.). Известны 
нормы расхода каждого вида ресурса на реализацию единицыу-й 
группы товара — ay(i=' 1,3;у = 1, л). Доход от продажи в расчете 
на единицу товара составляет Cj. 

Необходимо составить оптимальный план товарооборота по 
критерию максимума дохода (или по другому критерию — мини
мум издержек обращения). 

Построение экономико-математической модели задачи 

Известно, что величина дохода линейно связана с объемом 
продажи товаров Xj. В связи с этим целевую функцию можно за
писать в виде 

F(X) = CiXi + С2Х2 + ... + CfjX„ -^ max. 

Очевидно, что объем продажи товаров не может быть отрица
тельной величиной. ПоэтомуХу>0,У= 1, п. 

Учитывая нормы затрат ресурсов и их объемы, запишем огра
ничения в виде системы: 

и 
'ZaijX<bi; 
У=1 
и 
I a2jXj 
у=1 
п 

М 

xj>0. 

^h; 

Решение задачи можно получить с помощью симплексного 
метода, рассмотренного ниже в п. 2.3.2. 
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2.2.3. Производственная задача 

Предприятие изготавливает несколько видов продукции, рас
ходуя на это изготовление различные виды сырья. Запасы сырья 
ограничены. Доход, получаемый от реализации каждого вида 
продукции, различен. Необходимо составить такой план выпуска 
продукции, при котором доход предприятия был бы максималь
ным. 

Для изготовления п видов продукции Ру(1 <j < п) использует
ся т видов сырья -̂ Д1 < / < w). 

Запасы сырья составляют АД/ = 1, /w). Нормативы затрат сы
рья на изготовление единицы продукции составляют a^j. Доход, 
получаемый от реализации единицы продукцииу-го вида, состав
ляет/),, (/= 1, п). 

Необходимо составить такой план выпуска продукции, при 
котором доход от ее реализации будет максимальным. 

Построение экономико-математической модели задачи 

Обозначим Xj количество единиц продукции у-го вида 
(/ = 1, п), запланированных к производству. Тогда целевая функ
ция будет иметь вид: 

_ п 
F{X)^ S /)у-xy-^max. 

п 
Для изготовления всей продукции потребуется X ̂ tj '^j еди-

ниц сырья /-Г0 вида. Поскольку его количество офаничено вели
чиной bi, получаем неравенство 

^ aij-xj<bj, / = l,w. 

Учитывая нормативы затрат и ограничения на ресурсы, запи
шем систему неравенств: 
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taij'Xj<bi; 

п 
la2j-xj<l>2; 

У=1 _ 
xy >0, y = l,«. 

Рассмотрим примеры построения экономико-математичес
ких моделей. 

Пример 1. Построить экономико-математическую модель оп
ределения структуры выпуска первых и вторых блюд предприя
тия общественного питания при заданном квартальном плане то
варооборота 270 тыс. руб. и получении максимального дохода на 
основе данных, приведенных в табл. 2.2.2. 

Таблица 2.2.2 

Ресурсы 

Затраты труда на 
производство, 
чел.-ч 

Затраты труда на 
обслуживание, 
чел.-ч 

Издержки произ
водства и обраще
ния, руб. 

1 Доход, руб. 

Товарооборот, руб. 

Плано
вый 

фонд 
ресурсов 

78 000 

130 000 

16 300 

270 000 

Нормативные затраты ресурсов на 100 блюд 

1-е 
блюда 

3,4 

2,1 

4,3 

1,3 

25 

2-е 
мясные 

5,0 

5,2 

6,9 

2,0 

37 

2-е 
рыбные 

38,0 

5,1 

6,7 

1,5 

23 

2-е мо
лочные 

2,6 

2,8 

26 

0,3 

22 

2-е 
прочие 

23 

3 1 

4,1 

1,7 

20 1 
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Экономико-математическая модель задачи имеет следующий 
вид. 

Найти такое количество выпускаемых блюд — вектор 

которое при заданных ограничениях по использованию ресурсов, 
представленных в виде системы линейных неравенств 

3,4x1 +5x2 + 38x3 + 2,6x4 + 23x5 < 78 000, 
2,1X1 +5,2x2 +5,1хз +2,8x4 +3x5 < 130 000, 
4,3x1 +6,9x2+6,7x3+26x4 +4,1x5 < 16 300, 
25x1 + 37x2 + 23хз + 22x4 + 20x5 ^ 270 000, 
х,>0; у =1,5 

обеспечивает максимум дохода в соответствии с целевой функци
ей вида 

F{X) = (l,3xi + 2x2 + Ь5хз + 0,3x4 + 1,7x5) -^ ^ах. 

Пример 2. Построить экономико-математическую модель оп
ределения структуры выпуска блюд на предприятии обществен
ного питания, обеспечивающую максимальный доход на основе 
заданных объемов, ресурсов и нормативов затрат продуктов на 
первые и вторые блюда, представленных в табл. 2.2.3. 

Таблица 2.2.3 

Ресурсы 

Мясо, кг 
Рыба, кг 
Овощи, кг 

1 Мука, крупа, кг 
Молоко, л 
Доход, руб. 

Плано
вый 

фонд 
ресурсов 

40 000 
25 000 
27 000 
20 000 
50 000 

Нормативные затраты ресурсов на 100 блюд 

1-е 
блюда 

4,0 
2,5 
3,2 
2,1 
6,5 
1,3 

2-е 
мясные 

8,0 
-

2,0 
2,6 
-

2,0 

2-е 
рыбные 

— 
10 
3,0 
2,3 
-
1,5 

2-е мо
лочные 

— 
-
— 
— 
21 
0,3 

2-е \ 
прочие 

3,8 
~ 

4,6 
2,8 
-
1,7 
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Экономико-математическая модель задачи имеет следующий 
вид. 

Найти такое количество выпускаемых блюд - арифметичес
кий вектор __ 

л = (Xj, Х2, ..., Х5), 

который при заданных ограничениях 
[4x1 + 8x2 + 0̂ 3 + 0x4 + 3,8x5 < 4000, 
2,5x1 + 0x2 +10^3 + 0̂ 4 + 0x5 < 25 000, 
3,2x1 +2x2 +3хз +0x4 +4,6x5 < 27 000, 
12,1x1 +2,6x2 +2,3x3 +0x4+2,8x5 <20 000, 
6,5x1 + 0x2 + Ол:з + 0x4 + 0̂ 5 < 50 000, 

[xj >0; у = 1,5 

обеспечивает максимум дохода в соответствии с целевой функ
цией 

FiX) = (l,3xi + 2x2 + 1»5хз + 0,3x4 + 1,7x5) -» max. 

2.2.4. Формирование рациональных смесей 

В коммерческой деятельности возникают задачи, связанные с 
осуществлением рациональных закупок продуктов, обеспечива
ющих необходимый рацион питания для поддержания нормаль
ной жизнедеятельности человека, или формирование диетичес
кого питания в больницах, или задачи составления кормовых 
смесей на животноводческих фермах. 

Задачи о рациональном питании решаются в условиях огра
ниченного ассортимента, товарных запасов, стоимости, суточ
ных норм потребления питательных веществ и их содержания в 
продуктах. Причем из всех возможных вариантов необходимо 
выбрать самый дешевый. 

Построение экономико-математической модели задачи 
Допустим, имеется набор продуктов: мясо, рыба, молоко, са

хар, яйца, картофель, овощи, фрукты, хлеб, мука по ценам соот-
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ветственно Cj, С2,..., Су,..., с„, причем запасы этих продуктов огра
ничены величинами: а^, а2,..., ар ..., а^. 

Содержание питательных веществ — белков, жиров, углево
дов, витаминов и минеральных солей — в 1 кг каждого продукта 
известны и составляют соответственно gfj(i = l,m;J = 1, w). 

Кроме того, известны нормы суточной потребности человека 
в каждом питательном веществе: Aj, b2,..., b^,..., Ь^„, 

Необходимо определить количество закупаемых продуктов 
jcj, Х2, ..., Xj, ..., х„, которое обеспечит потребность в питательных 
веществах каждого вида и будет иметь минимальную стоимость. 
Так как содержание питательных веществ в рационе должно быть 
не менее 6i, b2, ..., b^, то получим систему линейных ограниче
ний: 

к 1̂ 1 +^12^2 +... + giyXy +.., + qi^Xn>bi, 

дцхх +^/2^2 ^,., + qijXj +.., + qinXn>bi, 

Кроме того, количество каждого продукта в рационе не может 
быть величиной отрицательной, а размер закупок ограничен за
пасами. 

0<X,<fli, 0<X2<fl2, - . 0<X,.<fl,, ..., 0<X^<fl,. 

Общая стоимость рациона запишется в виде линейной целе
вой функции: 

F{X) = CjXj -f- 2̂̂ 2 + ... + CjXj + ... + Cfpc„ -^ min. 

Пример 1. Для поддержания нормальной жизнедеятельности 
человеку ежедневно необходимо потреблять 118 г белков, 56 г 
жиров, 500 г углеводов, 8 г минеральных солей. Количество пита
тельных веществ, содержащихся в 1 кг имеющихся в магазине 
продуктов питания, а также их стоимость приведены в табл. 2.2.4. 
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Таблица 2.2.4 

Питательные 
вещества 

Белки, г 

Жиры, г 

Углеводы, г 

Минераль
ные соли, г 

Стоимость 
1 кг продук
та, руб. 

Количество 
продукта в 
рационе, кг 

Содержание питательных веществ 
в 1 кг продуктов, Qy 

мясо 

180 

20 

0 

9 

1,9 

х,-1 

рыба 

190 

3 

0 

10 

1,0 

Х2 = ? 

моло
ко 
30 

40 

50 

7 

0,28 

Хз = ? 

масло 

70 

865 

6 

12 

3,4 

Х4 = ? 

сыр 

260 

310 

20 

60 

2,9 

^5 = ? 

крупа 

130 

30 

650 

20 

0,56 

^б = ? 

карто
фель 

21 

2 

200 

70 

0,1 

Х7 = ? 

Нормы 
суточной 
потреб
ности 

bi=m 

2̂ = 56 

Z?3 = 5 0 0 

Ẑ 4 = 8 

Требуется составить суточный рацион, содержащий не менее 
суточной потребности человека в необходимых питательных ве
ществах и обеспечивающий минимальную общую стоимость 
продуктов. 

Экономико-математическую модель задачи можно сформи
ровать так. 

Найти оптимальное количество закупаемых продуктов пита
ния — векторЛ^= (xj, Х2,..., x-j), связанных с суточной нормой по
требления системой линейных неравенств: 

180x1 +190x2 +30хз +10x4 +260x5 +130хб +27x7 > 118, 
20x1 +3^2 +40x3+865x4 +310x5 +30хб +2x7 >56, 
50хз +6x4 +20x5 +650x6 +200x7 >500, 
9x1 + 10x2 + 7:̂ 3 +12^4 + 6ОХ5 + 20хб + IOX7 ^ 8, 
Xi>0 , Х2>0, Хз>0, Х4>0, Х5>0, Хб>0, Х7>0, 
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обеспечивающих минимум затрат на покупку продуктов пита
ния: 

F{X) = l,9xi + Х2 + 0,28хз + 3,4̂ 4 + 2,9JC5 + 0,56хб + 0,1̂ 7 -> min. 

Решение этой задачи на компьютере состоит из ввода опе
ратором в компьютер данных, обращения к стандартной про
грамме, вывода на печать результатов решения задачи, однако 
экономическое пояснение результатов дает человек. 

2.2.5. Перевозка грузов 

в современных условиях большие транспортные расходы свя
заны с простоями в ожидании обслуживания на погрузочно-раз-
грузочных работах, порожними пробегами, встречными и нера
циональными перевозками, затратами на бензин, техническое 
обслуживание и заработную плату водителей. В связи с этим не
обходимо решать задачи оптимального планирования перевозок 
грузов в коммерческой деятельности из пунктов отправления 
(баз, станций, фабрик, совхозов, заводов) в пункты назначения 
(магазины, склады) методами, позволяющими оптимизировать 
план по какому-либо экономическому показателю, например 
финансовых затрат или времени на перевозку грузов. 

Для решения подобного рода задач в линейном программиро
вании существуют специально разработанные методы, а задачи 
такого рода называются транспортными задачами. 

Построение экономико-математической модели задачи 
Имеется т пунктов отправления (поставщиков) грузов: 

^\^ -̂ 2» ^3' •••> А" •••> /̂и> 

на которых сосредоточены запасы какого-либо однородного гру
за в объемах соответственно: 

а^, 02, а^,..., Д/,..., а^. 

Величины а^ определяют максимально возможные размеры 
вывоза фуза с пунктов отправления. Суммарный запас груза по-
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ставщиков составляет 2 /̂ Кроме того, имеется п пунктов на-
значения: 

В \ , ^2> ^ 3 ' •••' ^р •••» ^т 

которые подали заявки на поставку грузов в объемах соответст
венно: 

Ь \ , bi, *з> •••» */> •••> *«• 

п 
Суммарная величина заявок составляет X bj. Стоимость пе-

у=1 
ревозки одной единицы груза от поставщика А^ к потребителю Bj 
обозначим через c^j (транспортный тариф), образующих матрицу 
транспортных издержек С. В качестве критерия оптимальности 
выбираем суммарные издержки по перевозке грузов. 

Тогда транспортная задача формулируется следующим обра
зом: необходимо составить оптимальный план, т.е. найти такие 
значения объема перевозок грузов || x^j || от поставщиков А^ к по
требителям Bj, чтобы вывести все грузы от поставщиков; удовле
творить заявки каждого потребителя и обеспечить минимальные 
транспортные расходы на перевозку груза. 

Все исходные данные транспортной задачи можно записать в 
виде табл. 2.2.5, которая называется транспортной: СтХ, 

Задача заключается в определении плана перевозок - матри
цы X(i— l,m;j - 1, п), которая удовлетворяет следующим усло
виям: 

т 

Xij>0, i = Um; J = l,n 
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Таблица 2.2.5 

Пункты 
отправления 

Лх 

Лг 

Ai 

^т 

Заявки bj 

Пункты назначения 

^1 

Си 

^21 
^21 

^/2 

Хц 

h 

Вг 

Си 
хп 

ХЦ 

ха 

Xi2 

Ьг 

Bi 

Ху 

Ху 

Xij 

mj 

bj 

Вп 

Х\п 

Х\п 

Xin 

Хщп 

ь„ 

Запасы 

«1 

^2 

Oi 

От 1 

\ ^4 
п \ 

j=i \ | 

И обеспечивает минимальное значение целевой функции 
_ т п 

F{^) = Z S Сц • X;; -> min. 

в таком виде экономико-математическая постановка транс
портной задачи считается законченной, а ее решение изложено 
ниже в разд. 2.6. 

Транспортная задача может быть решена на компьютере, по
скольку математические методы, как правило, реализованы в ви
де специальных программ. 

2.2.6. Задача о назначениях 

В коммерческой сфере возникают задачи, связанные с необ
ходимостью выбора такого варианта распределения ресурсов: 
трудовых, товарных, финансовых, энергетических, материаль-
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ных, природных и других по некоторым объектам - магазинам, 
городам, предприятиям, цехам и т.п., который обеспечил бы ми
нимальные затраты денег, времени или максимальные прибыль и 
доход и минимальные издержки. 

Так, например, всегда актуальной является проблема форми
рования трудового коллектива. 

Известно, что один и тот же работник может выполнять раз
личные функции с разной производительностью в зависимости 
от опыта работы, квалификации, индивидуальных особенностей. 
Поэтому возникает задача о назначениях, предполагающая такое 
распределение работников по должностям, при котором произ
водительность труда в коллективе была бы максимальной. 

Построение экономико-математической модели задачи 

На коммерческом предприятии имеется т работников: 

каждый из которых должен выполнять одну Bj из имеющихся п 
видов работ: 

Bi, ̂ 2, 5з,..., Bj,..., В^, 

Для каждого работника А^ на рабочем месте Bj рассчитывается 
производительность труда ĉy. Необходимо определить, кого и на 
какую работу следует назначить, чтобы добиться максимальной 
или минимальной стоимости назначения суммарной производи
тельности при условии, что каждый работник может быть назна
чен только на одну работу. 

Обозначим Ху назначение /-го работника нау-ю работу. Коли
чество работников т равно количеству работ, поэтому Ху может 
принимать только два целочисленных значения: 1, если /-й ра
ботник назначен на выполнениеу-й работы; О, если не назначен. 
При назначении /-го работника нау-ю работу производитель
ность или стоимость назначения равна СцХу. Необходимо постро
ить квадратную матрицу распределения по должностям X, кото
рая обеспечивает максимальное или минимальное значение ли
нейной функции цели 
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_ т п 
FW = S Е Су ' Ху -> max(min) 

при ограничениях 

7=1 
m 

/=1 
Xye{0; 1). 

Задача о назначениях является частным случаем транспорт
ной задачи, поэтому для ее решения можно воспользоваться лю
бым алгоритмом линейного программирования, однако более 
эффективным является венгерский метод. 

2.2.7. Формирование торговой сети 

в регионе расположены населенные пункты, численность 
жителей которых, а также расстояние между ними, стоимость по
ездок известны. Кроме того, задано множество типовых проектов 
предприятий общественного питания. Необходимо найти опти
мальный план размещения предприятий общественного питания 
в регионе, обеспечивающий минимальные приведенные затраты 
на их строительство, эксплуатацию и на поездки населения меж
ду населенными пунктами. 

Построение экономико-математической модели задачи 

Введем обозначения показателей, которые относятся к содер
жанию задачи: 
п - количество населенных пунктов; 
J — номер населенного пункта;У = 1, «; 
Nj - численность населения у-го населенного пункта; 
Гл - расстояние между пунктами / иу; 
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/ — индекс пункта размещения предприятия общественного пи
тания (/= I, т); 

Qj — количество типовых вариантов предприятий для у-го пункта; 
q — номер типового предприятия общественного питания д= l,Q; 
Bj — спрос населения ву-м населенном пункте на продукцию об

щественного питания; 
b — норма обеспеченности продукцией общественного питания 

одного человека; 
Лдоп — максимально допустимый радиус передвижения населения; 
Ху — численность населения/-го пункта, обслуживаемого предпри

ятием /-Г0 пункта; 
Xig — типовой вариант д предприятия общественного питания /-го 

пункта; 
с^д — текущие затраты для х,̂ ; 
р^д — единовременные затраты для х^^; 
Cfj — затраты на поездку одного жителя из пункта / в пункту; 
£„ — нормативный коэффициент эффективности капитальных 

вложений. 

В качестве критерия оптимальности принимаем приведенные 
затраты С на строительство, эксплуатацию и на поездки населе
ния. Тогда формальная запись задачи представляет такой вид: 
найти такие типовые варианты Х/̂  предприятий общественного 
питания для каждого /-го пункта и x^j численности населенияу-го 
пункта, обслуживаемого предприятиями /-го пункта, обеспечива
ющие минимум затрат в соответствии с целевой функцией вида 

т т п 
Cq^Y. (Cig + E^Pig)Xig + S S (Cy • xy)-^ min 

/=1 /=1 у=1 

при следующих условиях-ограничениях: 
предложение продукции общественного питания, предостав

ляемое населению района предприятиями общественного пита-
нияу-го пункта, должно соответствовать мощности предприятия: 

п 
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потребность населенияу-го пункта в продукции, обеспечива
емой предприятиями района, должна быть удовлетворена: 

т 
^(b'Xy)<Bj, J = ln; 

расстояние оту-го пункта расселения до /-го пункта размеще
ния предприятия не должно превышать допустимого радиуса об
служивания Г/у < Лдоп. Кроме того, существуют ограничения на пе
ременные x^j > 0. 

Решение этой задачи проводят путем последовательного под
бора типовых мощностей предприятий торговли или обществен
ного питания Xj^ в модели и определении величин затрат для каж
дого варианта. 

2.2.8. Выбор портфеля ценных бумаг 

При инвестировании денежных средств в ценные бумаги: ак
ции, облигации, валюты, вексели, возникают задачи оптимиза
ции. Обычно денежные средства вкладывают в несколько видов 
ценных бумаг, которые образуют портфель активов. 

Доходность портфеля характеризуется средневзвешенной до
ходностью его составляющих, которая для портфеля из двух ак
тивов рассчитывается следующим образом: 

где Д — общая доходность портфеля; 
IV^ - удельный вес актива А; 
Дд - доходность актива А; 
Wi, — удельный вес актива В\ 
JXb - доходность актива В. 

Будущая стоимость ценных бумаг (в отличие от текущей) не 
определена, зависит от большого количества различных факто
ров. Количественная мера этой неопределенности называется 
риском. При этом методы линейного программирования можно 
использовать для контроля систематического риска при форми
ровании портфеля активов. 
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Допустим, имеется множество активов .4̂  (/ = 1, т), а ожидае
мые доходы для них соответственно равны Д̂ . Доли каждого из 
этих активов в портфеле соответственно равны И̂  и являются пе
ременными, которые могут корректироваться. Риск портфеля R 
определяется как средневзвешенная величина рисков активов г̂ . 

Цель процедуры оптимизации заключается в максимизации 
дохода по портфелю при заданном ограничении уровня риска 
портфеля. 

Построение экономико-математической модели задачи 
Определим оптимальные пропорции (веса) каждого из акти

вов, которые приведут к максимальному ожидаемому доходу при 
условии заданного максимального уровня риска. Эта задача мо
жет быть сформулирована следующим образом. 

Ограничения: 
первое ограничение связано с тем, что: 
1) риск R портфеля не должен превышать Лдо̂ ,; 
2) в каждый актив обязательно должны быть проведены поло

жительные инвестиции; 
3) все средства должны быть полностью инвестированы. Та

ким образом, ограничения имеют следующий вид: 
т 

/=1 

где все активы могут иметь только неотрицательные веса О < И̂ . < 1; 
причем S Ŵ- = I поскольку средства должны быть полностью 

/=1 
инвестированы. 

Все офаничения линейны и представлены в виде равенств и 
неравенств. Целевая функция имеет вид: 

т 
Д=Е^^^-Д/->тах. 

/=1 

Поскольку доход по каждому активу предопределен, то в це
левой функции могут изменяться только веса. 
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2.2.9. Построение кольцевых маршрутов 

Коммерческая деятельность обычно связана с командировка
ми, поездками по городам для заключения сделок. Расстояния 
между любой парой множества из п городов известны и составля
ют a^j (/ = 1,т;У = I, n,i ^J), Если прямого маршрута между горо
дами / и у не существует, то допускают, что а у = ©о. 

Коммерсант, выезжая из какого-либо города, должен посе
тить все города, побывав в каждом из них один и только один раз, 
и вернуться в исходный город. Необходимо определить такую по
следовательность объезда городов, при которой длина маршрута 
была бы наименьшей. 

Экономико-математическая постановка этой задачи может 
быть представлена как задача целочисленного линейного про
граммирования. Переменные определим следующим образом: 
Xfj = 1, если коммивояжер переезжает из города / в городу (/ = 1, т; 
у = 1, А2, / =5̂ у); в противном случае х^ =0. 

Задача заключается в определении матрицы целых неотрица
тельных значений переменных x̂ y, минимизирующих целевую 
функцию вида 

т п 
F(x) = 'Zl(aij'Xy)-^mm, (l<i<m); (1<у<л) 

/ У 
при ограничениях: 

1) для въезда в городу только один раз: 
т 
^Ху=1, 1 = 1 т; 

2) для выезда из города / только один раз: 
п 
Ъху=\, J = l,n. 
М 

В такой постановке задача коммивояжера представляет собой 
задачу целочисленного линейного профаммирования. Действи
тельно, условия йу = оо исключают в оптимальном решении зна
чения Ху = 1 как не имеющие смысла, а ограничения требуют: 
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1) чтобы маршрут включал только один въезд в каждый город; 
2) чтобы маршрут включал лишь один выезд из каждого города, а 
целевая функция включала длину маршрута коммивояжера; 
3) чтобы маршрут образовывал контур, проходящий через все го
рода. Таким образом формируется экономный вариант маршрута 
в виде кольца. 

Решение этой задачи строится, например, методом ветвей и 
фаниц целочисленного программирования. 

Контрольные вопросы 

1. Как формулируется общая задача линейного программиро
вания (ОЗЛП)? 

2. Какие задачи коммерческой деятельности можно предста
вить в виде ОЗЛП? 

3. Какие показатели хозяйственной деятельности предприя
тий имеют линейную форму связи? 

4. Какие показатели коммерческой деятельности могут вхо
дить в постановку задач линейного профаммирования? 

5. Приведите пример формализации задачи коммерческой де
ятельности. 

Задачи 

1. Постройте экономико-математическую модель оптимиза
ции плана хозяйственной деятельности предприятия розничной 
торговли, определите объем продажи товаров х^ по каждой товар
ной группе, обеспечивающий максимум прибыли П при задан
ной величине товарооборота Q^ с учетом следующих данных: 

п — количество товарных групп; 
у — номер товарной группы,у = 1, «; 
^ — средняя розничная цена единицы товарау-й группы, руб.; 
Xj - объем продажиу-й товарной группы, руб.; 
Qnj, — плановый объем товарооборота; 
Cj — уровень издержек обращения, % к товарообороту у-й товарной 

группы; 
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Ау - уровень торговой скидки, % к товарообороту у-й товарной 
фуппы; 

S - полезная площадь торговых залов, м ;̂ 
Sj — полезная площадь отдела, в котором продаются товарыу-й то

варной фуппы, м ;̂ 
qf - норматив товарооборотау-й товарной группы на 1 м^ площади 

залов, руб./м^; 
Ь^ — рабочее время продавцов квалификации /, /= 1, L; 
qj —норматив товарооборота по у-й товарной группе на группу 

продавцов квалификации / в единицу времени, руб./ч; 
Ь^ - издержки обращения по статье А, руб.; 
q/^ — плановый норматив издержек обращения по статье А, руб.; 
h — номер статьи издержек обращения, А = 1,Н (h = 1 соответст

вует заработной плате, А = 2 — транспортным расходам и т.д.); 
Н — количество статей издержек обращения; 
Qjwi "" плановый уровень товарооборотау-й товарной группы. 

2. Постройте экономико-математическую модель оптимиза
ции плана хозяйственной деятельности предприятия розничной 
торговли, позволяющую определить товарооборот по каждой то
варной группе Хр обеспечивающий максимальный объем това
рооборота Q при заданной величине прибыли П^^ и условиях за
дачи 1. 

3. Торговое предприятие в течение месяца осуществляет реа
лизацию п товарных группу = 1, л, каждая из которых включает г 
видов товара г = 1, Л. На реализацию товаров г-го вида каждой то
варной у-й группы заданы верхний qj^^^ и нижний qj^^^ пределы 
товарооборота. Предприятию установлен месячный план товаро
оборота Опл ('ТЫС. руб.). 

Постройте экономико-математическую модель, позволяю
щую получить оптимальный месячный план продажи товаров 
^ ^ ll̂ yrll» обеспечивающий максимальную прибыль П при следу
ющих условиях: 

Sj^ - площадь торговых залов на единицу товарооборота в натураль
ном выражении при реализации г вида товара из у-й группы; 

S — производственная площадь торгового предприятия, м ;̂ 
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У — месячный фонд времени работы продавцов квалификации /, 
1= \,L, чел.-ч; 

qjl — норматив товарооборота на группы продавцов квалификации / 
при реализации г-го вида товара изу-й группы в единицу вре
мени; 

Ujy -торговая прибыль от продажи единицыг-го вида товара изу-й 
_ группы, руб.; 
Р/г "" средняя розничная цена г-го вида товара изу-й группы, руб.; 
b — месячный лимит статьи А издержек обращения, А = 1, Я, руб.; 
Qj^ — расходы по статье А издержек обращения на 1 тыс. руб. товаро

оборота по реализации г-го вида товара изу-й группы, руб.; 
Q^ — плановый объем товарооборота. 

4. Торговое предприятие в течение месяца осуществляет про
дажу п товарных групп, каждая из которых включает г видов това
ра г = I, Л. На реализацию товара г-го вида каждой товарнойу-й 
фуппы у = 1, л заданы верхний QJ^^^ и нижний qj^^^ пределы то
варооборота. 

Постройте экономико-математическую модель, позволяю
щую получить оптимальный месячный план продажи х по каждо
му виду товара х^, обеспечивающий при заданной величине тор
говой прибыли Ппл максимальный объем товарооборота Q по ус
ловиям задачи 3. 

5. Постройте экономико-математическую модель организа
ции снабжения товарами предприятий розничной торговой сети 
в городе, обеспечивающую минимум затрат на транспортные 
расходы С по завозу товаров при следующих условиях: 

R — количество наименований товарных позиций; 
г - номер наименования товара, г = 1, /?; 
т — количество розничных торговых предприятий; 
/ - номер розничного торгового предприятия, / = \,т\ 
п — количество оптовых торговых предприятий; 
у - номер оптового торгового предприятия,у = 1, л; 
3jr — запасы г-го товара нау-м оптовом предприятии; 
М,у- объем реализации товара г-го наименования на /-м розничном 

предприятии; 
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S^ — спрос населения на товар г-го вида; 
Cjj^ - стоимость перевозки единицы товара г-го вида изу-го оптово

го торгового предприятия в /-е розничное; 
Хуу — объем перевозок товаров г-го вида из у-го оптового в /-е роз

ничное торговое предприятие. 

6. Постройте экономико-математическую модель организа
ции снабжения товарами предприятий розничной торговли в го
роде, позволяющую получить максимальный доход по условиям 
задачи 5. 

7. Постройте экономико-математическую модель развития 
предприятий розничной торговли сети в регионе, обеспечиваю
щую минимум затрат на поездку жителей из населенных пунктов 
в торговые центры при следующих условиях: 

п — число населенных пунктов; 
] — номер населенного пункта,у = 1, «; 
N^ - численность населенияу-го пункта; 
т — количество торговых центров] 
/ — номер торгового центра, / = 1, т ; 
Qy — затраты на поездку одного жителя из пунктау в пункт / торго

вого центра; 
X^j - численность населенияу-го пункта, обслуживаемого в /-м цен

тре; 
R - количество наименований товарных позиций; 
Ь^ — норма обеспеченности одного жителя товаром г-вида, г = 1, Л; 
М̂у — объем реализации товара г в /-м торговом центре; 
Sj — спрос всего населения N^ в пунктеу на товары. 

8. Постройте экономико-математическую модель развития 
предприятий розничной торговли в регионе, обеспечивающую 
получение максимального дохода по условиям задачи 7. 

9. Постройте экономико-математическую модель размеще
ния предприятий розничной торговли в регионе, имеющем п 
населенных пунктов, среди которых следует выбрать такие т, 
где будут расположены торговые центры, которые представляли 
бы населению соответствующие г товары в объеме Ъ^ и ассорти-
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менте R, соответствующие нормам обеспеченности всего населе
ния региона в целом 5, и при этом средневзвешенные затраты 
времени на поездку Г были бы минимальны с учетом следующих 
данных: 

R — количество наименований товарных позиций; 
г — номер наименования товара, г = 1, Л; 
hj. - норма обеспеченности одного человека товарами г вида; 
} — номер населенного пункта, у = 1, «; 
Л̂  — численность населения ву-м пункте; 
Ân̂jn - минимально допустимая численность населения, обслужива

емая торговым центром; 
/ - номер предприятия розничной торговли, / = 1, /w; 
S - объем спроса на товары всего населения региона; 
t^j — затраты времени на поездку из у-го пункта до /-го торгового 

центра; 
т̂ах " максимально допустимые затраты времени на поездку до тор

гового центра; 
Хц = 1, если /-Й пункт прикреплен к /-му центру, в противополож

ном случае он равен 0. 

10. Постройте экономико-математическую модель размеще
ния предприятий розничной торговли, позволяющую минимизи
ровать транспортные издержки на доставку товаров по условиям 
задачи 9. 

2.3. Методы решения задач 
коммерческой деятельности 

2.3.1. Геометрический метод 

Свойства основной задачи линейного программирования 
связаны со свойствами выпуклых множеств. 

Множество точек называется выпуклым, если оно вместе с 
любыми двумя точками содержит и их произвольную выпуклую 
комбинацию. 

81 



Глава 2. Методы и модели линейного программирования 

Геометрический смысл этого определения состоит в том, что 
множеству вместе с его произвольными точками полностью при
надлежит и прямолинейный отрезок, их соединяющий. Приме
рами выпуклых множеств являются прямолинейный отрезок, по
луплоскость, круг, шар, куб, полупространство и др. 

Угловыми точками выпуклого множества называются точки, 
не являющиеся выпуклой комбинацией двух произвольных точек 
множества. Например, угловыми точками треугольника являют
ся его вершины, круга — точки окружности, которые его офани-
чивают. 

Множество планов основной задачи линейного программи
рования является выпуклым (если оно не пусто). Непустое мно
жество планов называется многогранником решений, а всякая 
угловая точка многогранника решений - вершиной. 

Если основная задача линейного программирования имеет 
оптимальный план, то целевая функция задачи принимает макси
мальное значение в одной из вершин многогранника решений. 
Если максимальное значение достигается более чем в одной вер
шине, то целевая функция принимает его во всякой точке, являю
щейся выпуклой линейной комбинацией этих вершин. 

Непустое множество планов основной задачи линейного про
граммирования образует выпуклый многогранник, каждая вер
шина которого определяет опорный план. Для одного из опор
ных планов (т.е. в одной из вершин многогранника решений) 
значение целевой функции является максимальным (при усло
вии, что функция ограничена сверху на множестве планов). 

Вершину многогранника решений, в которой целевая функ
ция принимает максимальное значение, можно найти достаточ
но просто, если задача в стандартной форме содержит не более 
двух переменных: 

при условиях 

F{X) — (cî i + c-pcj) -> max 

\aiiXi'\-ai2X2<bi, i = hk; 

[xj>0, y = l, 2. 
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Пересечение полуплоскостей, определяемое системой линей
ных неравенств, называется областью решений (ОР) системы, а 
если она удовлетворяет условиям неотрицательности Xj > О, то на
зывается областью допустимых решений (ОДР). 

Если система неравенств совместна, то областью допустимых 
решений задачи является выпуклое множество, которое называ
ется многоугольником решений. Стороны этого многоугольника 
лежат на прямых, уравнения которых получаются из исходной 
системы ограничений заменой знаков неравенств на знаки точ
ных равенств. 

Решение задачи линейного программирования геометричес
ким методом включает следующие этапы. 

1. На плоскости ХхОХ2 строят прямые, уравнения которых по
лучаются в результате замены в ограничениях знаков неравенств 
на знаки точных равенств. 

2. Находят полуплоскости, определяемые каждым из офани-
чений задачи. 

3. Строят многоугольник решений. 
4. Строят вектор 7V(ci, с-^, который указывает направление 

возрастания целевой функции. 
5. Строят начальную прямую целевой функции с^х^ 4- €-^2 ^ О 

и затем передвигают ее параллельно самой себе в направлении 
вектора ^до крайней угловой точки многоугольника решений. В 
результате находят точку, в которой целевая функция принимает 
максимальное значение, либо множество точек с одинаковым 
максимальным значением целевой функции альтернативный оп
тимум, если начальная прямая сливается с одной из сторон мно
гоугольника решений, либо устанавливают неограниченность 
сверху функции на множестве планов {F(X) -^ с»). 

6. Определяют координаты точки максимума функции и вы
числяют значение целевой функции в этой точке. 

Минимальное значение линейной функции цели находится 
путем передвижения начальной прямой c^Xi + С2Х2 = О в направ
лении, противоположном вектору iv(<̂ i» 2̂)-

Пример 1. Найдите максимум и минимум линейной функции 
F(X) = (-2JC, + 4x2) -^ extr 
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при условиях-ограничениях: 
[6x1 - 2x2 < 12; 
-xi +2x2 ~5; 
xj + Х2 ^ 1; 

[х], Х2 > 0. 

Решение. Построим на плоскости X^OXi многоугольник реше
ний (рис. 2.3.1). Для этого в неравенствах системы ограничений и 
условиях неотрицательности переменных знаки неравенств заме
ним на знаки точных равенств. 

А/(-2,4) 

Рис. 2.3.1, Построение многоугольника решений 
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6x1-2x2=12; (1) 
-дс1+2х2=5; (2) 
xi+X2=l; (3) 
XI =0; (4) 
Х2=0. (5) 

Построив прямые системы, найдем соответствующие полу
плоскости и их пересечения. 

Многоугольником решений задачи является пятиугольник 
ABCDE, координаты точек которого удовлетворяют условию не
отрицательности переменных и неравенствам системы ограниче
ний задачи. 

ДляJ^axoждeния точек экстремума построим начальную пря
мую F{X) = —2xi + 4̂ 2 = О и вектор N(—2, 4). Передвигая прямую 
F(X) = О в направлении вектора N, найдем точку С, в которой на
чальная прямая принимает положение опорной прямой. Следо
вательно, в точке С целевая функция имеет максимальное значе
ние. Так как точка С получена в результате пересечения прямых 1 
и 2, то ее координаты удовлетворяют уравнениям этих прямых: 

6xi -2x2 =^2, 
-xi +2x2 =5-

Решив систему уравнений, получим: Xj = 3,4; Х2 = 4,2; откуда 
найдем максимальное значение целевой функции F^^^^^iX) = 
= -2 . 3,4 + 4 . 4,2 = 10. 

По условию задачи начальная прямая параллельна прямой 
(2), так как коэффициенты при переменных Xj, Х2 пропорцио
нальны: —2/-1 = 4/2 = 2. Следовательно, начальная прямая зай
мет положение опорной^ прямой в точках В, С ив любой точке от
резка ВС, в которых F(X) принимает одно и то же максимальное 
значение. Для определения координат точки В решим систему 
двух линейных уравнений: 

- X i + 2X2 - 5 
==>1 

XI = 0 

x i=0 
Х 2 = 2 , 5 
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Максимальное значение целевой функции в точке В равно: 

F{X) = -2 • О + 4 . 2,5 = 10. 

Запишем множество оптимальных решений как линейную 
выпуклую комбинацию углов точек отрезка ВС: 

где 0 < а < 1. 

Подставив координаты угловых точек, получим: 

Xi* = а • 3,4 + (1 - а) • О = 3,4а; 

Х2* = а • 4,2 + (1 - а) • 2,5 = 2,5 + 1,7а. 

Тогда J* = {3,4а; 2,5 + 1,7а}, где О < а < 1. 

Подставляя любые значения а от О до 1, получим координаты 
множества точек отрезка ВС, в каждой из которых целевая функ
ция принимает максимальное значение, равное 10. 

Для нахождения минимального значения целевой функции 
задачи перемещаем^ачальную прямую в направлении, противо
положном вектору 7V(ci, с-^. Начальная прямая займет положение 
опорной прямой в вершине Z), где х^ = 2, Х2 = О, а минимальное 
значение целевой функции равно: 

F, i„W = - 2 . 2 + 4 .0 = -4 . 

Пример 2. Геометрический метод решения задачи линейного 
программирования рассмотрим на примере поставленной задачи 
и построенной модели коммерческой деятельности предприятия, 
представленной в п. 2.2.1. Так как модель имеет только две пере
менные, то данную задачу можно решить геометрическим мето
дом. 

Построим на плоскости JriOyiL2 (рис. 2.3.2) многоугольник до
пустимых решений задачи. Для этого в неравенствах системы ог
раничений знаки неравенств заменим на знаки точных равенств: 
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0,5дс„+Хв<3, (1) 
х„+0,5хв<4, (2) 
X B - X „ < 1 , 5 , (3) 
х^<2, (4)" 
х„>0,25, (5) 
Хв>0,5, (6) 

F{X) = 2х„ + Зх, 

0,5XH+XB=3, (1) 

х„+0,5хв=4, (2) 
х^-х^=1,5, (3) 
Хв=2, (4) 
х„ =0,25, (5) 
Хв=0,5, (6) 

Построив полученные офаничивающие прямые, найдем 
соответствующие полуплоскости допустимых значений перемен
ных, а затем их пересечение (рис. 2.3.2). 

> 

8 -̂  

7 Ч 

6 Ч 

бЧ 

i(4) 2 1 
4(6) У 1 

/ 

/ • 

Щ. 
I l l 

1 2 3 

(5) 

/ ( 3 ) 

L E 

Л ^ ^ ^ 

4 \ 5 6 '̂̂ v,,..̂ ^ 

4 
^ 

^н 

Л/с. 2.5.2. Построение области допустимых решений 
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Направление стрелок от каждой граничной прямой определя
ется путем непосредственной подстановки в неравенство коор
динат произвольно взятой точки, например (0;0), и при удовле
творении данного неравенства направляем стрелки в сторону 
контрольной точки, в противном случае — наоборот. 

Полученная область решений есть многоугольник ABCDEF. 
Угловые точки многоугольника решений имеют следующие 

координаты: А (0,25; 0,5), В (0,25; 1,75), С (0,5; 2), D (2; 2), Е (37з; 
17з),^^(3,75;0,5). 

Для нахождения минимума и максимума_целсвой функции 
строим начальную прямую и вектор-градиент Л̂  (2; 3) (рис. 2.3.3). 
Координатами вектора N являются коэффициенты линейной це
левой функции при переменных х„ и х^. Для построения__графика 
целевой функции задаем произвольное значение F{X). Если 
Г{Х) = О, то прямая проходит через начало координат. Для ее по
строения, полагая л:„ = 1, получрш х^ = —Va» а при Xg = 1, получим 
x„ = -V2 (рис. 2.3.3). Полагая F{X) = 6, таким же образом постро
им линию целевой функции. 

Затем^ля х^ = 0,25 и Xg = 0,5 определяем минимальное значе
ние F^^^{X) = 2. Таким образом построим на графике ряд парал
лельных прямых (рис. 2.3.3), где вектор-градиент N{2\ 3) показы
вает направление роста целевой функции. 

Максимальное значение F(X) будет в точке Е. Так как точка Е 
получена в результате пересечения прямых (1) и (2), то для опре
деления ее координат решим систему уравнений: 

[х„+0,5Хв=4 " / 3 ' в /3 

Максимальное значение целевой функции 

F^jjl) = 2х„ + Зхз = 2 • З7з + 3 • 17з = Ю'/з (тыс. руб.). 

Целевая функция 2х„ + Зх. = I0V3 пересекает ось х^ в точке 
Хв = 3V9. а ось х„ в точке х„ = 5 /3. 
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3 -

2 ^ 

1 -

0,5-

0 1 

С / 

в 

Ч.1 1 1 i V I 1 
0>§ 1 ^ ^ 

F(X) = 0 F(X; 

А/(2; 3) 

t i l l 
2 

( = 2,0 

^ V ^ 

1 l \ l I I I ' 
3 \ . 4 X„ 
F(X) = 6 V 

Puc. 2.3,3. Определение экстремальных значений целевой функции 

Таким образом, суточный объем производства краски для на-
ррсных работ должен быть равен 3 7з т, а для внутренних работ — 
1 /з т. Доход продажи в этом случае будет максимальным и соста
вит lOvs 'Tbic. руб. 

Если бы значения целевой функции на концах отрезка DE 
совпадали, то все его точки определили бы множество альтерна
тивных оптимальных решений. 

Справедливо предположить, что полученное статическое ре
шение устареет еще до момента его реализации, поэтому следует 
предусмотреть динамический характер условий производства и 
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продажи красок. Например, важно знать, как повлияют на опти
мальное решение увеличение или уменьшение спроса, измене
ние рыночных цен или запасов сырья. Поэтому необходимо про
вести анализ модели на чувствительность, определить зоны ус
тойчивого функционирования предприятия на рынке сбыта 
продукции, что и рассмотрено ниже в п. 2.7. 

Контрольные вопросы 
1. Какие задачи решаются геометрическим методом? 
2. Что показывает направление вектора-градиента NUB ка

ких точках области допустимых решений находятся максимум и 
минимум целевой функции? 

3. В каком случае оптимальный план не является единствен
ным? 

Задачи 
Постройте на плоскости область допустимых решений систе

мы линейных неравенств и найдите максимальное и минималь
ное значения линейной функции цели: 

-xi+5x2>0, 

la 

Xi+2x2<14, 
6xi<36, 
2xi+2x2>4, 
-3x1+2^2 < 6, 
Xi>0, X2>0. 

F(X) = 6̂ 1 - 4x2 -^ extr. 

-Xj + X2 > -3 , 
7xi-X2>0, 
3xi + 2x2 - ̂ y 
5xi +X2 ^15, 
Xi>0, X2>0. 

F(X) = -14xi + 2x2 ~> extr. 

2a 

7xi+3x2<21, 
X i - X 2 < 0 , 

16. ^5x1+2x2 >5, 
xi<l 
xi>0, X2>0. 

F(X) = 14xi + 6̂ 2 -> extr. 

4xi+3x2<24, 
X i - X 2 > - 3 , 

26. i3xi -5x2 <6, 
0<xi>3, 
X2>0. 

F{X) = -2xi + 2x2 -> extr. 
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4^1 +д:2 >5, 
4^1 -Х2 ^0, 

За. IXI-3^2 < 6, 
3XI+4JC2<24, 

[xi>0, X2>0. 
F{X) = ~2xj + 6x2 -> extr. 

2xx - ^2 > -4, 
3xi + X2 > 3, 

4a. \xx ~2x2<5, 
4xi+5x2<32, 
jci>0, X2>0. 

F{X) = 3JCI - 1,5̂ 2 -> extr. 

4xi+3x2<24, 
X| -2^2 <3, 

36. i4:ci-3x2>0, 
5x\ +^2 >5, 
Xi>0, X2>0. 

F{X) = -3^1 + 6x2 -> extr. 

Xj + X2 < 4, 
7xi+X2>7, 

46. i^i +5x2 >10, 
3xi+X2<15, 
xi>0, X2>0. 

F(X) = 4xi + 4x2 "^ ^ t̂r. 

5. Фирма производит для автомобилей запасные части типа А 
и В. Фонд рабочего времени составляет 5000 чел.-ч в неделю. Для 
производства одной детали типа А требуется 1 чел.-ч, а для про
изводства одной детали типа В — 2 чел.-ч. Производственная 
мощность позволяет выпускать максимум 2500 деталей типа А и 
2000 деталей типа В в неделю. Для производства деталей типа А 
уходит 2 кг полимерного материала и 5 кг листового материала, а 
для производства одной детали типа В — 4 кг полимерного мате
риала и 4 кг листового металла. Еженедельные запасы каждого 
материала — соответственно 10 и 12 т. Общее число производи
мых деталей в течение одной недели должно составлять не менее 
1500 штук. 

Определите, сколько деталей каждого вида следует произво
дить, чтобы обеспечить максимальный доход от продажи за неде
лю, если доход от продаж одной детали типа А и В составляет со
ответственно 110 и 150 руб. 

6. Туристская фирма в летний сезон обслуживает в среднем 
7500 туристов в месяц и располагает флотилией из двух типов су
дов, характеристики которых представлены в таблице. 

91 



Глава 2. Методы и модели линейного программирования 

Показатели 

i Пассажировместимость, чел. 

Горючее, т 

Экипаж, чел. 

I 

2000 

12 000 

125 

Судно 

II ! 
1000 

7000 

100 

В месяц вьщеляется 60 000 т горючего. Потребность в рабочей 
силе не превышает 600 человек. 

Определите количество судов I и II типа, чтобы обеспечить 
максимальный доход, который составляет от эксплуатации судов 
I типа 20 млн руб., а II типа — 10 млн руб. в месяц. 

7. Фирма производит и продает столы и шкафы из древесины 
хвойных и лиственных пород. Расход каждого вида в кубометрах 
на каждое изделие задан в таблице. 

Стол 

Шкаф 

Запасы древесины, м̂  

Расход древесины, м̂  

хвойные 

0,15 

0,3 

80 

лиственные 

0,2 

0,1 

40 

Цена изделия, 
тыс. руб. 

0,8 

1,5 1 

Определите оптимальное количество столов и шкафов, кото
рое следует поставлять на продажу для получения максимального 
дохода фирмы. 

8. С Курского вокзала Москвы ежедневно отправляются ско
рые и пассажирские поезда. Пассажировместимость и количест
во вагонов железнодорожного депо станции отправления указа
ны в таблице. 
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Тип вагона 

Количество 
вагонов 
в поезде 

скорый 

пассажирский 

Пассажировместимость, чел. 

Парк вагонов 

Багаж
ный 

1 

1 

14 

Почто
вый 

1 

0 

8 

Жест
кий 

8 

5 

58 

90 

Купей
ный 

4 

6 

40 

80 

Мяг
кий 

1 

3 

32 

30 

Определите оптимальное количество пассажирских и скорых 
поездов, обеспечивающих максимальное количество ежедневно 
отправляемых пассажиров с вокзала. 

9. Малое предприятие арендовало мини-пекарню для произ
водства чебуреков и беляшей. Мощность пекарни позволяет вы
пускать в день не более 50 кг продукции. Ежедневный спрос на 
чебуреки не превышает 260 шт., а на беляши — 240 шт. Суточные 
запасы теста и мяса и расходы на производство каждой единицы 
продукции приведены в таблице. 

Мясо 

Тесто 

Цена, руб./шт. 

Расход на производство, кг/шт. 

чебурека 

0,035 

0,065 

5 

беляша 

0,06 

0,03 

4,8 

Суточные 
запасы сырья, 

кг 

21 

22 

Определить оптимальный план ежедневного производства 
чебуреков и беляшей, обеспечивающих максимальную выручку 
от продажи. 

10. Издательский дом «Геоцентр-Медиа» издает два журнала: 
«Автомеханик» и «Инструмент», которые печатаются в трех типо
графиях: «Алмаз-Пресс», «Карелия-Принт» и Hansaprint (Фин
ляндия), где общее количество часов, отведенное для печати, и 
производительность печати одной тысячи экземпляров ограни
чены и представлены в следующей таблице: 
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Типография 

Алмаз-Пресс 

Карелия-Принт 

Hansaprint 

Оптовая цена, 
руб./шт. 

Время печати одной тысячи 
экземпляров 

«Автомеханик» 
2 

4 

6 

16 

«Инструмент» 
14 

6 

4 

12 

Ресурс времени, 
отведенный 

типофафией, ч 

112 

70 

80 

Спрос на журнал «Автомеханик» составляет 12 тыс. экземпля
ров, а на журнал «Инструмент» — не более 7,5 тыс. экземпляров в 
месяц. 

Определите оптимальное количество издаваемых журналов, 
которые обеспечат максимальную выручку от продажи. 

11. Фирма решила открыть на основе технологии производст
ва чешского стекла, фарфора и хрусталя линию по изготовлению 
ваз и графинов и их декорированию. Затраты сырья на производ
ство этой продукции представлены в таблице. 

Сырье 

Кобальт 

Сусальное 
24-каратное 
золото 

Оптовая цена, 
руб./шт. 

Расход сырья на производство 

ваза 
20 

20 

700 

графин 
15 

10 

500 

Поставки сырья 
в неделю, кг 

30 

25 

Определите оптимальный объем выпуска продукции, обеспе
чивающий максимальный доход от продаж, если спрос на вазы не 
превышает 800 шт. в неделю. 

12. Фирма производит одежду для охотников, туристов и ох
ранных структур. Дополнительно фирма решила изготавливать 
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шапки и подстежки из натурального меха. Затраты на производ
ство этих изделий и запасы сырья представлены в таблице. Спрос 
на шапки составляет не более 300 шт. в месяц, а подстежек — не 
более 400 шт. в месяц. 

Сырье 

Мех 

Ткань 

Оптовая цена, 
руб./шт. 

Расход сырья на производство, дм 

шапки 

22 

1,5 

400 

подстежки 

140 

30 

800 

Средний запас 
в месяц, дм 

61 600 

15 000 

Определите объемы производства этих изделий, обеспечива
ющих максимальный доход от продажи. 

13. Коммерческие расчеты, проведенные студентами в дерев
не, привели к более выгодному использованию яблок и фуш пу
тем их засушки и последующей продажи зимой в виде смеси су
хофруктов, варианты которых представлены в таблице. 

Плоды 

Анис (яблоки) 

Штрейфлинг 
(яблоки) 

Груши 

Оптовая цена, 
руб./шт. 

Вес 1 кг в составе сухофруктов 

смесь 1 

0,25 

0,75 

0 

40,0 

смесь 2 

0,25 

0,25 

0,5 

50,0 

Сбор плодов, 
кг/день 

15 

25 

16 

Изучение спроса в магазине «Вишенка» показало, что в неде
лю продавалось 28 упаковок смеси 1 и 56 упаковок смеси 2. Из 1 
кг плодов получается 200 г сушеных яблок, а груш — 250 г. 

Определите оптимальное количество упаковок сухофруктов 
по I кг смесей первого и второго вида, которое необходимо заго-
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тавливать в деревне ежедневно для обеспечения максимального 
дохода от продажи в день. 

14. Кондитерская фабрика в Покрове освоила выпуск новых 
видов шоколада «Лунная начинка» и «Малиновый дождик», 
спрос на которые составляет соответственно не более 12 и 7 т в 
месяц. По причине занятости трех цехов выпуском традицион
ных видов шоколада каждый цех может выделить только офани-
ченный ресурс времени в месяц. В силу специфики технологиче
ского оборудования затраты времени на производство шоколада 
разные, данные представлены в таблице. 

Номер цеха 

I 

II 

III 

Оптовая цена, 
руб./т 

Время на производство 
1 г шоколада, ч 

«Лунная 
начинка» 

1 

2 

3 

80 

«Малиновый 
дождик» 

7 

3 

2 

60 

Время, отведен
ное цехами под 
производство, 

ч/мес 

56 

36 

42 

Определите оптимальный объем выпуска шоколада, обеспе
чивающий максимальную выручку от продажи. 

2.3.2. Алгебраический симплексный метод 
Для решения задач линейного программирования предложе

но немало различных алгоритмов. Наиболее эффективным среди 
них является алгоритм, известный под названием симплексный 
метод, или метод последовательного улучшения плана. 

Впервые симплексный метод был предложен американским 
ученым Дж. Данцингом в 1949 г., однако еще в 1939 г идеи метода 
были разработаны российским математиком Л.В. Канторовичем. 

Симплексный метод — это итеративный процесс направлен
ного решения системы уравнений по шагам, который начинает
ся с опорного решения и в поисках лучшего варианта движется 
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по угловым точкам области допустимого решения, улучшающих 
значение целевой функции до тех пор, пока целевая функция не 
достигнет оптимального значения. 

Допустимое множество базисных решений системы линей
ных уравнений образует в объеме многогранное тело, например 
тетраэдр, вершины которого — угловые точки. 

Каждой угловой точке многофанника решений соответствует 
опорный план (допустимое базисное решение). 

Количество перебираемых допустимых базисных решений 
можно сократить и проводить не беспорядочный перебор, а по
следовательный по специальному алгоритму, улучшая значение 
целевой функции. 

В тех случаях, когда модель содержит т уравнений, для пост
роения опорных решений используются т переменных, прини
мающих некоторые положительные значения при нулевых зна
чениях остальных свободных переменных. Вычислительная 
процедура может быть представлена в виде следующей последо
вательности. 

Итеративный переход от одного допустимого базисного ре
шения проводится направленно от одной вершины области допу
стимых решении к другой, заключающегося в обмене базисных и 
свободных переменных: базисная переменная приравнивается к 
нулю и переходит в свободную, а соответственно свободная пере
менная переводится на место базисной. Если в столбце свобод
ных членов все элементы положительны, то решение является 
допустимым. Если в строке целевой функции все элементы неот
рицательные, то решение является оптимальным при решении 
задачи на максимум. 

В соответствии с симплексным методом на первом шаге нахо
дят начальное опорное решение — допустимый вариант, удовле
творяющий всем ограничениям. Затем последовательно за опре
деленное число итераций направленно осуществляется переход 
от одного опорного решения к другому вплоть до оптимального. 
Следует заметить, что на первом шаге в качестве базисных пере
менных следует выбрать такие т переменные, каждая из которых 
входит только один раз в одно из т уравнений системы, при этом 
нет таких уравнений системы, в которые не входит ни одна из 
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этих переменных. При этом если выбранные переменные имеют 
те же знаки, что и соответствующие им свободные члены в пра
вых частях, то полученное базисное решение будет допустимым. 
В процессе решения системы линейных уравнений необходимо 
ориентироваться на сохранение неотрицательности всех пере
менных, поскольку это определяет допустимость решения. 

Для использования рассмотренного алгоритма £имплексного 
метода к минимизации линейной формы связи F(X) следует ис
кать максимум функции Fi(X) = — F(X), а затем полученное реше
ние взять с обратным знаком. 

Предложенный алгоритм приводит к оптимальному решению 
для любой модели линейного программирования за конечное 
число итераций, если система линейных уравнений задачи сов
местна. 

Симплексный метод основан на последовательном переходе 
от одного базисного решения (опорного плана) задачи линейно
го профаммирования к другому опорному плану, при этом значе
ние целевой функции изменяется в лучшую сторону. Рассмотрим 
алгоритм симплексного метода на примере решения задачи пла
нирования товарооборота предприятия торговли. 

Коммерческое предприятие реализует п товарных групп, рас
полагая т ограниченными материально-денежными ресурсами 
bi > О (/ = 1, т ) . Известны расходы ресурсов каждого /-вида на ре
ализацию единицы товара по каждой группе, представленной в 
виде матрицы У1 = (д̂ у), и прибыль Ср получаемая предприятием от 
реализации единицы товара у-группы (табл. 2.3.1). Необходимо 
определить объем и структуру товарооборота Ху (/ = 1, я), при ко
торых прибыль коммерческого предприятия была бы максималь
ной. 

Математическую модель задачи запишем следующим обра
зом. __ 

Определить вектор X— (xj, ^2, ..., х^), который удовлетворяет 
офаничениям вида 

п — 
YaCiij'Xj<bi, i = lm 

xj>0, y=l, л 
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и обеспечивает максимальное значение целевой функции 
_ п 

у=1 

Алгоритм симплексного метода включает следующие этапы. 
1. Составление первого опорного плана. Система ограничений 

задачи, решаемой симплексным методом, задана в виде системы 
неравенств смысла «<», правые части которых Ь^ > 0. Перейдем от 
системы неравенств к системе уравнений путем введения неотри
цательных дополнительных балансовых переменных. Векторы-
столбцы при этих переменных представляют собой единичные 
векторы и образуют базис, а соответствующие им переменные 
называются базисными: 

М 
где х„^1 — дополнительные переменные, / = 1, w, 

Xj — базисные переменные, у = 1, л. 

Решим эту систему относительно дополнительных перемен
ных: 

Xn^i = й/ - Ё ау • Xj, (/ = 1, m), 
y=i 

а функцию цели перепишем в виде уравнения 

^ ( п ^ 
F(X) = 0'-\-'Zcj-Xj 

V М 
Следует заметить, что опорным решением называется базис

ное неотрицательное решение. 
Полагая, что основные переменные Xj = Х2 = Хз = ... х̂  = О, по

лучим допустимое базисное решение — опорный план Х^ = (О, О, 
..., О, bi, bj, ..., b^); F(Xi) = О, который заносим в симплексную 
табл. 2.3.2. Она состоит из коэффициентов системы ограничений 
и свободных членов. Последняя строка таблицы называется ин-
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дексной и заполняется коэффициентами функции цели, взятыми 
с противоположным знаком. 

2. Проверка плана на оптимальность. Если значение базисных 
переменных неотрицательны, то решение является допустимым. 
Если все коэффициенты индексной строки симплексной табли
цы при решении задачи на максимум неотрицательны (>0), то 
план является оптимальным. Если найдется хотя бы один коэф
фициент индексной строки меньше нуля, то план не оптималь
ный, и его необходимо улучшить. 

3. Определение ведущих столбца и строки. Из отрицательных 
коэффициентов индексной строки выбираем наибольший по аб
солютной величине, что и определяет ведущий столбец, который 
показывает, какая переменная на следующей итерации перейдет 
из свободных в базисные. 

Затем элементы столбца свободных членов симплексной таб
лицы делим на элементы того же знака С/л-\ /-) ведущего столб
ца. Результаты заносим в отдельный столбец 9/, которые должны 
быть всегда положительны. Строка симплексной таблицы, соот
ветствующая минимальному значению 9̂ , является ведущей. Она 
и определяет переменную х̂ , которая на следующей итерации 
выйдет из базиса и станет свободной (обмен). 

Элемент симплексной таблицы, находящийся на пересече
нии ведущих столбца и строки, называют разрешающим и выде
ляют, например, кружком. 

4. Построение нового опорного плана. Переход к новому плану 
осуществляется в результате пересчета симплексной таблицы ме
тодом Жордана — Гаусса. Сначала заменим переменные в базисе, 
т.е. вместо Ху в базис войдет переменная Хр соответствующая веду
щему столбцу (замена). 

Разделим все элементы ведущей строки предыдущей симп
лексной таблицы на разрешающий элемент и результаты деления 
занесем в строку следующей симплексной таблицы, соответству
ющей введенной в базис переменной Ху. В результате этого на ме
сте разрешающего элемента в следующей симплексной таблице 
запишем 1, а в остальных клетках у столбца, включая клетку 
столбца индексной строки, записываем нули. Остальные новые 
элементы нового плана находятся по правилу прямоугольника: 
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нэ=стэ-
А В 
РЭ ' 

где СТЭ — элемент старого плана; 
РЭ — разрешающий элемент; 

А и В — элементы старого плана, образующие прямоугольник с элемен
тами СТЭ и РЭ. 

Далее возвращаемся ко второму этапу алгоритма — проверке 
плана на оптимальность. 

При решении задачи линейного программирования на мини
мум целевой функции признаком оптимальности плана являют
ся отрицательные значения всех коэффициентов индексной стро
ки симплексной таблицы. 

Если^ ведущем столбце все коэффициенты ау<0, то функция 
цели F{X) не ограничена на множестве допустимых планов, т.е. 
F{X) —> оо и задача не имеет решения. 

Если в столбце 9,- симплексной таблицы содержатся два или 
несколько одинаковых наименьших значений, то новый опор
ный план будет вырожденным (одна или несколько базисных пе
ременных станут равными нулю). Вырожденные планы могут 
привести к зацикливанию, т.е. к многократному повторению 
процесса вычислений, не позволяющему получить оптимальный 
план. В таких случаях для выбора ведущей строки используют ме
тод Креко, который заключается в следующем. Элементы строк, 
имеющие одинаковые наименьшие значения 0у, делятся на пред
полагаемые разрешающие элементы, а результаты заносятся в до
полнительные строки. За ведущую строку выбирается та, в кото
рой раньше встретится наименьшее частное при чтении таблицы 
слева направо по столбцам. Например, таблица, содержащая три 
равных значения 9,. = 2, имеет следующий вид: 

План 

I 

Базисные 
перемен

ные 

Х4 

^5 

Ч 

Значения 
базисных 

переменных 

4 
8 
10 

^1 

2 
4 
5 

Х2 

3 
8 
12 

^3 

6 
1 

- 1 

^4. 

1 
0 
1 

^5 

0 
1 
0 

^6 

0 
0 
1 

Xl 

2 
4 
5 

Э/ 

%-2 
'/4 = 2 

«̂/5 = 2 1 
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Допустим, разрешающим столбцом является Ху, тогда разре
шающим элементом может быть 2, 4 или 5. Следуя указанному 
правилу, получим таблицу: 

Значения 
базисных 

переменных 

2 
2 

2 

^1 

1 

1 

1 

Х2 

1,5 
2 

2,4 

^3 

3 

0,25 

-0,2 

ХА 

0,5 
0 

0,2 

Х5 

0 

0,25 

0 

Хб 

0 

0 

0,2 

^7 

1 

1 

1 

Сравниваем последовательно слева направо полученные ча
стные по столбцам. В первом и втором столбцах все частные оди
наковы, а в третьем столбце наименьшее частное 1,5 в первой 
строке, следовательно, эта строка и будет разрешающей с разре
шающим элементом 2. 

Если в оптимальный план вошла дополнительная переменная 
х̂  4- b то при реализации такого плана имеются недоиспользован
ные ресурсы /-Г0 вида в количестве, полученном в столбце сво
бодных членов симплексной таблицы. 

Если в индексной строке симплексной таблицы оптимально
го плана находится нуль, принадлежащий свободной перемен
ной, не вошедшей в базис, а в столбце, содержащем этот нуль, 
имеется хотя бы один положительный элемент, то задача имеет 
множество оптимальных планов. Свободную переменную, соот
ветствующую указанному столбцу, можно внести в базис, выпол
нив соответствующие этапы алгоритма. В результате будет полу
чен второй оптимальный план с другим набором базисных пере
менных. 

Пример 1. Коммерческое предприятие, располагающее мате
риально-денежными ресурсами, реализует три группы товаров А, 
В и С. Плановые нормативы затрат ресурсов на 1 тыс. руб. това
рооборота, доход от продажи товаров на 1 тыс. руб. товарооборо
та, а также объем ресурсов заданы в табл. 2.3.1. 

Определите плановый объем продажи и структуру товарообо
рота так, чтобы доход торгового предприятия был максималь
ным. 
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Таблица 2.3. ] 

Виды материально-
денежных ресурсов 

Рабочее время 
продавцов, чел.-ч 

1 Площадь торговых 
залов, м 

Площадь складских 
помещений, м 

Доход, тыс. руб. 

Норма затрат материально-денежных 
ресурсов на 1 тыс. руб. товарооборота 

группа А 

0,1 

0,05 

3 

3 

фуппа В 

0,2 

0,02 

1 

5 

группа С 

0,4 

0,02 

2 

4 

Объем 
ресурсов 

1100 

120 

8000 

max 

Решение. Дадим математическую модель задачи. 
Определим вектор X = (х^, ̂ 2, х^), который удовлетворяет ус

ловиям 

[0,lxi +0,2x2 +0,4хз <1100, 
10,05x1 +0,02x2 +0,02x3 ^120, 
13x1+Х2+2хз< 8000, 
[xi>0, Х2>0, хз>0 

и обеспечивает максимальное значение целевой функции 

F(X) = 3xi + 5x2 + 4хз -^ max. 

Для построения первого опорного плана систему неравенств 
приведем к системе уравнений путем введения дополнительных 
переменных Х4, Х5, Х5: 

0,1x1 +0,2x2 +0,4x3 +Х4 =1100, 
0,05x1 +0,02x2 +0,02x3 +Х5 =120, 
3x1 + ^2 + 2л:з + л:б = 8000. 

Матрица коэффициентов А = (а^) этой системы уравнений 
имеет следующий вид: 
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А = 
0,1 0,2 0,4 1 0 0 

0,05 0,02 0,02 О 1 О 
3 1 2 0 0 1 

Векторы А^, А^, А^ — линейно независимы, так как определи
тель, построенный на этих векторах, отличен от нуля. Следова
тельно, соответствующие этим векторам переменные х^, х^, х^ яв
ляются базисными и в этой задаче определяют объемы неисполь
зованных ресурсов. 

Решим систему уравнений относительно базисных перемен
ных. 

Х4 =1100-~(0,lxi +0,2x2 +0,4хз), 
хз =120-(0,05xi +0,02x2 +0,02хз), 
Хб =8000-(3x1 +Х2 +3хз). 

Функцию цели запишем в виде уравнения: 

FiX) = О - (-3x1 - 5̂ 2 - 4x3). 

Полагая, что свободные переменные Xi = О, Х2 = О, Хз = О, 
получим первый опорный план Xi = (О, О, О, 1100, 120, 8000), 
FQCi) = О, в котором базисные переменные х^ = 1100, Хз = 120, 
Хб =8000. Следовательно, товары не продаются, доход равен ну
лю, а ресурсы не используются. Полученный первый опорный 
план запишем в симплексную табл. 2.3.2. 

Первый опорный план неоптимальный, так как в индексной 
строке находятся отрицательные коэффициенты: —3, —5, —4. 

В качестве ведущего выберем столбец, соответствующий пе
ременной Х2, так как наибольший коэффициент по модулю: 
| -5 | > {|-3|, h4|}. 1^ 

Вычислим значения d^ по строкам как частное отделения —^ 
и из них выберем наименьшее: '̂2 

тшО; = т щ —^ :min 
1100 120 8000 
0,2 ' 0,02' 1 

= 5500. 
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Таблица 2.3.2 

План 

I 

Индекс
ная 

срока 

II 

Индекс
ная 

строка 

III 

Индекс
ная 

строка 

[ Базис-
1 ные 
пере
мен
ные 

F(^i) 

-^ Xs 

FQCi) 

Ч 

Р0^ъ) 

\ Значе
ния ба
зисных 
пере

менных 
1100 
120 

8000 

0 

5500 
10 

2500 

27 500 

5375 
250 

1875 

27 625 

Значения коэффициентов при 

^1 

0,1 
0,05 

3 

-3 

0,5 
0,04 
2,5 

-0,5 

0 
1 
0 

0 

Х2 

0,2 
0,02 

1 

Т 
-5 

1 
0 
0 

0 

1 
0 
0 

0 

1 3̂ 

0,4 
0,02 

2 

- 4 

2 
-0,02 

0 

6 

2,25 
-0 ,5 

1,25 

5,75 

! ^ 4 

1 
0 
0 

0 

5 
-0,1 

-5 

25 

6,25 
-2,5 
1,25 

23,75 

i 5̂ 

0 
1 
0 

0 

0 
1 
0 

0 

-12,5 
25 

-62,5 

12,5 

Ч 

0 
0 
1 

0 

0 
0 
1 

0 

0 
0 
1 

0 

0, 
min 

5500 
6000 

1 8000 

11000 1 
250 

1000 

Следовательно, первая строка является ведущей. 
Разрешающий элемент равен 0,2 и находится на пересечении 

ведущего столбца и ведущей строки и выделен в табл. 2.3.2. 
Формируем следующую часть симплексной таблицы. Вместо 

переменной х^ в план II войдет переменная Xi^ Строка, соответст
вующая переменной Xi в плане II, получена в результате деления 
всех элементов строки х^ плана I на разрешающий элемент 
РЭ = 0,2. На месте разрешающего элемента в плане II получаем 1. 
В остальных клетках столбца Х2 плана II записываем нули. 

Таким образом, в новом плане II заполнены строка 2̂ и стол
бец Xi. Все остальные элементы нового плана II, включая эле
менты индексной строки, определяются по правилу прямоуголь-
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ника. Для этого выбираем из старого плана четыре числа, кото
рые расположены в вершинах прямоугольника и всегда включа
ют разрешающий элемент РЭ = 0,2. Во второй вершине по диа
гонали находится старое значение элемента, например значение 
целевой функции F(Xi) = О = СЭ, которое указывает на место 
расположения нового НЭ в новом плане П. Третий элемент А = 
1100 и четвертый элемент В = —5 завершают построение прямо
угольника в недостающих двух вершинах и расположены по дру
гой диагонали. Значение нового элемента в плане II находится 
из выражения: 

НЭ = СЭ~(А-В)/РЭ = 0-^^"^'^"^^ =27500. 

Элементы строки определяются аналогично: 

ПО-'-ЩШ-Щ 0 . 0 5 - » i M = 0.04. 

0 , 0 2 - М ^ = -0,02, 0 - ° ^ = -0.1. 0,2 0,2 

Все элементы, расположенные на пересечении строк и столб
цов, соответствующих одноименным базисным элементам, рав
ны 1, остальные элементы столбца в базисах векторов, включая 
индексную строку, равны 0. Аналогично проводятся расчеты по 
всем строкам таблицы, включая индексную. 

Выполняя последовательно все этапы алгоритма, формируем 
план П. 

На третьей итерации табл. 4.2 получаем план III, который яв
ляется оптимальным, так как все коэффициенты в индексной 
строке > 0. 

Оптимальный план можно записать так: 

X* = (250, 5375, О, О, О, 1875), F(X*) = 27 625 тыс. руб. 

Следовательно, необходимо продавать товаров первой груп
пы А — 250 ед., а второй группы В — 5375 ед. При этом торговое 
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предприятие получает максимальный доход в размере 27 625 тыс. 
руб. Товары группы С не реализуются. 

В оптимальном плане среди базисных переменных находится 
дополнительная переменная х^. Это указывает на то, что ресурсы 
третьего вида (площадь складских помещений) недоиспользова
на на 1875 м ,̂ так как переменная х^ была введена в третье огра
ничение задачи, характеризующее собой использование склад
ских помещений этого ресурса. 

В индексной строке оптимального плана в столбцах перемен
ных Хз, Х4, Хз, не вошедших в состав базисных, получены ненуле
вые элементы, поэтому оптимальный план задачи линейного 
профаммирования является единственным. 

Пример 2. Рассмотрим применение симплексного метода на 
примере поставленной задачи анализа коммерческой деятельно
сти предприятия в разделе 2.2.1 и уже полученного решения в 
разделе 2.3.1 геометрическим методом. Для упрощения процеду
ры решения оставим условия неотрицательности переменных 
х„>0;хз>0. 

Для построения первого опорного плана систему неравенств 
преобразуем к системе уравнений путем введения дополнитель
ных балансовых переменных Xj, Х2, Х3, Х4, определяющих объем 
неиспользованных ресурсов: 

|0,5XH+Хв+xi =3, 
\x^^ +0,5Хв +Х2 =4, 
| ~ Х „ + Х В + Х З = 1 , 5 , 

[Хв + Х4 = 2, 

а целевую функцию представим в виде уравнения 

Д ^ ) = 0-(-2х„^ЗХз). 

Полагая, что основные переменные х„ = JCg = О, получим пер
вый опорный план: 

J i = (0;0;3;4;l,5;2);F(^i) = 0, 
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в котором базисные переменные равны: 

Х1=3-(0,5х„+Хз) = 3, 
Х2=4-(Хн+0,5хв) = 4, 
хз=1,5-(Хв~х„) = 1,5, 
^4 = 2 - Хр = 2. 

Первый опорный план заносим в симплексную табл. 2.3.3, 
который не является оптимальным, поскольку в индексной стро
ке находятся отрицательные коэффициенты (—2) и (—3). Затем, 
действуя в соответствии с изложенными выше правилами, пере
ходим последовательно от одного плана к другому, пока не пост
роим оптимальный план V, в котором в индексной строке отсут
ствуют отрицательные элементы. Запишем оптимальный план: 

^5* = (37з; 17з; О; О; 3,5; 7з) W ) = Ю'/з тыс. руб. 

Таким образом, для получения максимального дохода от 
дневной продажи краски I0V3 тыс. руб. предприятию необходи
мо выпускать в сутки З7з т краски наружных работ и 17з т крас
ки для внутренних работ. В оптимальный план вошли дополни
тельные переменные х^ = 3,5 их^ = V3» ^̂ то свидетельствует о ве
личине недоиспользованных ресурсов третьего и четвертого 
вида. Следует заметить, что остальные ресурсы использованы 
полностью, поскольку Xj = О и JC2 = 0. 

Полученный оптимальный план является невырожденным, 
так как при расчете столбца 0̂  отсутствуют одинаковые мини
мальные значения отношений и все значения базисных перемен
ных в оптимальном плане отличны от нуля. Кроме того, посколь
ку в индексной строке в столбцах переменных Xj и Х2, не вошед
ших в состав базисных, получены не нулевые элементы, то 
оптимальный план является единственным. 

Пример 3. Рассмотрим решение предьщущей задачи приме
ра 2 с учетом дополнительных ограничений другого вида >, тогда 
получим: 
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Таблица 2.3.3 

План 

I 

II 

III 

IV 

V 

i J 

Базис
ные пе
ремен

ные 

Xi 

^2 

^3 

Х4 

F(X,) 

Xl 

Х2 

^в 

Х4 

F(X2) 
Xl 

Х2 

^в 

^н 

FQC,) 

хз 
хг 
^в 

^н 

FQ(,) 
хг 
Х4 

^в 

^н 

FQ(s) 1 

Значе
ния 

базис
ных пе
ремен

ных 

3 
4 

1,5 
2 
0 

1,5 
3,25 
1,5 
0,5 
4,5 
0,75 
2,5 
2 

0,5 
7 

1,5 
1 
2 
2 
10 
3,5 
V3 
17з 
3V3 
Ю'/з 

^н 

0,5 
1 

-1 
0 

- 2 
1,5 
1,5 
-1 
1 

-5 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 

0 1 
1 
0 

-̂ в 

1 
0,5 
1 
1 

- 3 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 

^1 

: 1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
2 

- 2 
0 
2 
4 

-2 
-% 
V3 1 

-V3 
2Уз 1 

xi 

0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
2 

V3 
-V3 
V3 
Уз 1 

^3 

0 
0 
1 
0 
0 

-1 
-0 ,5 

1 
-1 
3 

0,5 
1 
0 

-1 
- 2 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 

Х4 

0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 

-1 ,5 
-1 ,5 

1 
1 
5 

-3 
1,5 
1 

-2 
- 1 
0 
1 
0 
0 
0 

min 

3 
8 

1,5 
2 

1 1 
' \ 

- 1 
0,5 

1,5 
2,5 1 
- 1 
- 1 
- 1 
Уз 
2 1 
- 1 

109 



Глава 2. Методы и модели линейного программирования 

0,5Х„+А:В<3, 
х„+0,5хв<4, 

Хз<2, 
Хв>0,25, 
х„>0,5, 

ДЛ̂ ) = 2х„ + Зхз -^ max 
Заполним симплексную табл. 

щие операции, учитывая, что при 
димо деление проводить только с 

0,5х„ +Хв +^1 =3, 
х„+0,5Хв+Х2=4, 
~Х„ +Хв +^3 =1,5, 
Xg + Х4 = 2, 
-Хв+Х5 = -0,25, 
-х„+Хб=~0,5, 

/1( J ) = О - (-2х^ - Зхз) -^ max. 
2.3.4 и проведем соответствую-
вычислении частных Э/ необхо-
числами одинакового знака. 

Таблица 2.3.4 

План 

I 

VI 

Базис
ные пе
ремен

ные 

^1 

Х2 

^3 

^4 

^5 

^6 

т) 
хз 
Х4 

Х5 

Хп 

^в 

Ч 
FQ(d 

Значе
ния 

базис
ных пе-
ремен-

ных 
3 
4 

1,5 
2 

-1/4 
-0,5 

0 
3,5 

V3 
lVi2 
з7з 
17з 
2V6 
Ю'/з 1 

^н 

0,5 
1 

- 1 
0 
0 

- 1 
- 2 
0 
0 
0 
1 
0 

0 
0 

^ 

1 
0,5 
1 
1 

- 1 
0 

- 3 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 1 

^1 

1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

- 2 

-V3 
% 

-V3 
% 

-V3 
2V3 

^2 

0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
2 

V3 
-V3 
% 

-V3 
"/з '/^J 

^3 

0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

Х4 

0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 

^5 

0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 1 
0 

ч 

0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 ! 

0/ . 
min 

3 
8 

1,5 
2 

V4 
- I 
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После нескольких итераций, часть которых в таблице пропу
щена, получим оптимальный план 

^6* = (з7з; 17з; о; о; з,5; ̂ з ; i V12; ^'/вУ 
Решение задачи закончено и F^^^ {Х^) =10V3 тыс. руб. 
Решите задачи № 1-4 раздела 2.3.1 симплексным методом. 

2.3.3. Метод искусственного базиса 

Симплексный метод решения задач базируется на введении 
дополнительных переменных, позволяющих образовать единич
ную матрицу, в которую не допускаются отрицательные и другие 
числа, кроме нуля и единицы. Наличие единичной матрицы яв
ляется необходимым условием при решении задач симплексным 
методом. 

Если же ограничения задачи заданы в виде неравенств вида > 
или уравнений 

п п 
^aij'Xj>bi и(или) ^QijXj^bi, 

то невозможно сразу получить начальное базисное решение, если 
матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных сис
темы ограничений, не позволяет образовать единичную матрицу. 
Причем уравнения отражают жесткие условия ограничений по 
ресурсам, не допускающие никаких отклонений. Для соблюде
ния равенств вводятся искусственные переменные у^ равные ну
лю. Викторы искусственных переменных образуют необходимую 
для решения единичную матрицу. Такой базис называется искус
ственным, а метод решения называется методом искусственного 
базиса. Причем искусственные переменные не имеют отношения 
к содержанию поставленной задачи, однако они позволяют пост
роить стартовую точку, а процесс оптимизации вынуждает эти 
переменные принимать нулевые значения и обеспечить допусти
мость оптимального решения. Рассмотрим примеры постановки 
и решения задач такого рода. 
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Преобразование ограничений, заданных в виде уравнений, 
рассмотрим на примере: 

Ixi + 2^2 + 3^3 = 25, 
6̂ 1 +3x2 +5x3 =29, 
4x2+2x3=31. 

В систему равенств вводим искусственные переменные у^, У2, 
Уз с коэффициентами, равными единице, позволяюш^ими образо
вать искусственный базис решения: 

7x1 + ^^2 + Зхз + 1у\ + 0у2 + Оуз = 25, 
6x1 + 3x2 + 5хз + 0>'1 + 1у2 + Оу2 = 29, 
Oxi +4x2 +03̂ 1 +03̂ 2 +1>'з =31. 

Целевая функция имеет вид: 
при решении задачи на максимум — 

F(X) = CjXi + С2Х2 + С3Х3 + {-М)у^ + (--тУ! + (-М)у^ -^ max; 

при решении задачи на минимум — 

F{X) = CjXi + С2Х2 + С3Х3 + My I + Му2 + Af);3 - ^ min. 

3a использование искусственных переменных, вводимых в 
целевую функцию, накладывается так называемый штраф вели
чиной М, очень большое положительное число, которое обычно 
не задается (Л/-> со). 

Преобразования ограничений в виде неравенств вида > рас
смотрим на примере: 

9х1+5х2+3хз>30, 
4х2+хз>12, 
11х1+10хз>41. 

Для получения системы уравнений вводим дополнительные 
переменные Х4, Хз, х^. 
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9̂ 1 +5x2 +3^3 "^4 =30» 
4x2 +^3 ""^5 =12, 
llxi +IOX3-X6 =41. 

Поскольку на главной диагонали единичной матрицы не мо
гут находиться (—1), то в систему вводим искусственные пере
менные У1, У2, У2 С коэффициентами (+1), которые образуют ис
кусственный базис решения 

9x1 + 5x2 + Зхз - 1x4 - Х5 - 0^6 +1Л + ОД'а + ^Уз = 30, 
ОХ] +4X2 +^3 ""0X4 -1X5 "^Ч +0Л +1>'2 +0)̂ 3 =12» 
llxi +0x2 +10^3 ""0^4 -0^5 -1^6 +0Л +0)̂ 2 +1уз =41. 

Целевая функция имеет вид: 
при решении задачи на максимум — 

^ F{X) = CjXj + С2Х2 + С3Х3 + 0x4 + 0x5 + Охб + {-М)У1 + {-М)У2 + 
+ ('-М)у2 —> max; 

при решении задачи на минимум — 

F{X) = ĉ Xj + С2Х2 + С3Х3 + 0x4 + 0x5 + 0x5 + Му1 + Му2 + Му2 -^ min. 

Преобразование разнородных ограничений, представляющих 
собой смесь уравнений и неравенств разного вида, заключается в 
образовании базиса решения путем одновременного введения 
свободных и искусственных переменных, что придает симплекс
ному методу большую гибкость. Например, ограничения заданы 
в виде системы: 

[20х1+7х2+2хз<43, 
]ЗХ1+9x2+10x3=33, 
[бх1+12х2+7хз>23. 

Сначала образуем систему уравнений, для чего вводим в пер
вое неравенство дополнительную переменную Х4, а в третье нера
венство — дополнительную переменную Х5: 
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20x1 4- 7x2 + 2хз + 1x4 = 43, 
3x1+9x2+10x3=33, 
6xi +12x2 "̂  7хз - 1x5 = 23. 

Для образования единичной матрицы вводим недостающие 
элементы: во второе уравнение искусственную переменную у^, а 
в третье у2'. 

20x1 + '7̂ 2 + 2хз - 0x5 +1^4 + ОЛ + ^У2 = 43, 
3x1 + 9x2 + Юхз - 0x5 + 0^4 + 1Л + ^У2 = 33, 
6xi +12x2 + ^^3 ~ 1̂ 5 "̂  0^4 + ̂ Л + ^У2 - 23. 

Целевая функция имеет вид: 
при решении задачи на максимум — 

F(X) = CjXj + С2Х2 + С3Х3 + 0x4 + 0x5 — Му1 — Му2 ~> max; 

при решении задачи на минимум — 

F(X) = С1Х1 + С2Х2 + С3Х3 + 0x4 + 0x5 + Му1 + Му2 -» min. 

Поставленные таким образом задачи можно решать симп
лексным методом. 

Пример 4. Определим минимальное и максимальное значе
ния целевой функции F(X) = Xi + ЗХ2 при следующих смешанных 
условиях-ограничениях: 

2xi + Х2 = 3, 
4x1 + 8x2 > 8, 
Xi + 2X2 - 5, 

[xi, Х2>0. 

Запишем систему ограничений в виде равенств, для чего вве
дем дополнительные переменные Хз и Х4, в результате получим 
следующую систему: 
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2xi + ^2 = 3, 
4^1 + 8̂ 2 - хз = 8, 
Xi +2JC2 +^4 =5, 

^Ь ^2' 3̂» ^4 - 0 . 

Затем введем искусственные переменные yi и yjB первое и 
второе уравнения: 

2x1 +^2 ~Охз +1у1 +0-^2 +0-^4 =3, 
4x1 +8x2 -1^3 +0'Л +1>̂ 2 +0-^4 =8, 
Xi +2X2 -0-Хз+0->'1 -\-0у2 +1X4 =5. 

Для постановки задачи на минимум целевую функцию запи
шем так: 

F(X) = Xi + 3x2 + Му^ + Му2 -^ min. 

С целью формулировки задачи для решения ее в табличной 
форме воспользуемся выражениями из системы уравнений для 
искусственных переменных: 

>̂1 =3-2x1-Х2, 
У2 =8-4x1-8x2+хз, 

которые подставим в целевую функцию: 

F{X) = Xi + 3x2 + Л/(3 - 2xi - Х2) + М(8 - 4xi - 8x2 + Х3) = 
= (1 - 6М)х^ + (3 - 9М)Х2 + Мхз + 11М-^ min. 

Таким образом, стартовая точка решения определяется Xi = 
= Х2=Хз = О, Х4 == 5, У1 = 3, У2 ~ 8, следовательно, уравнение целе
вой функции для симплексной таблицы будет иметь такой вид: 

Д ^ ) = ИМ - (6М-1) - (9Л/-3) - (-Л/)хз. 

Последовательность решения задачи симплексным методом 
представлена в табл. 2.3.5. 
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Таблица 2.3.5 

План 

1 I 

II 

III 

Базис
ные пе
ремен

ные 

У1 

У2 
Х4 

FQCO 

У\ 
Х2 

Х4 

F(X2) 

Xl 

Х2 

ХА 

F(^3) 

Значе
ния 

базис
ных 

пере
мен
ных 

3 
8 
5 

ИМ 
2 
1 
3 

3 + 2М 

iVs 
7з 
3 

27з 

^1 

2 
4 
1 

6 Л / - 1 
1,5 
V2 
0 

(0,5 + 
+ 1,5Л/) 

1 
0 
0 
0 

Л2 

1 
8 
2 

9Л/-3 
0 
1 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

^3 

0 
~1 
0 

-л/ 
Vs 

-Vs 
74 

м-з 
8 

Vl2 
-7б 
V4 

- V l 2 

Х4 

0 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 

0 
0 
1 
0 

У1 

1 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 

V3 
-7з 

0 

(~1~М) 

У2 

0 
1 
0 
0 

-Vs 
Vs 

-V4 
3 - 9 М 

8 
-VI2 

7б 
-V4 

3 - 9 М 
8 

min 

3 
1 

2,5 

1V3 
2 

- 1 

Поскольку задача решается на минимум, то ведущий столбец 
выбирают по максимальному положительному числу в индексной 
строке в плане I (9Af — 3), а все остальные преобразования прово
дятся по стандартной схеме до тех пор, пока не получатся в индекс
ной строке только неположительные числа (< 0), а в оптимальном 
решении должны отсутствовать положительные значения искусст
венных переменных yi и У2^ Оптимальному решению соответству
ет точка с координатами Xj = 1V3 и Х2 = 7з» где F^^^^^iX) = 2V3, 
а );i= О иу2 по

следует заметить, что геометрический метод решения позво
ляет получить такой же результат. 
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Для решения этой же задачи на максимум целевую функцию 
следует записать иначе: 

Затем, подставив выражения для искусственных переменных, 
получим: 

F(X) = (1 + 6Л/)х, + (3 +9Л/)Х2 ~ Л/хз -ПМ, 
Таблица 2.3.6 

План 

I 

II 

III 

IV 

Базис
ные пе
ремен

ные 

У1 

\ Уг 
Х4 

F{X,) 

У\ 
^2 

Х4 

F(Xj) 

Xi 

Х2 

Х4 

F{X,) 

^1 

^2 

^3 

F{X,) 

Значе
ния 

базис
ных пе
ремен

ных 

3 
8 
5 

- И М 

2 
1 
3 

3 - 2 М 

17з 
7з 
3 

27з 

7з 
27з 
12 

77з 

^1 

2 
4 
1 

-6М 
- 1 
1,5 
72 
0 

0 , 5 -
-1,5 М 

1 
0 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

^? 

1 
8 
2 

-9М 
- 3 
0 
1 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

^3 

0 
- 1 
0 
м 

78 
-78 
74 

-м-з 
8 

7l2 
~7б 
74 

-Vn 

0 
0 
1 
0 

Х4 

0 
0 
1 
0 

0 
0 
1 
0 

0 
0 
1 
0 

-7з 
V3 
4 

1V3J 

Ух 

1 
0 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

V3 
-7з 

0 

4+м 
V3 
-7з 

0 
м-7з 1 

У2 

0 
1 
0 
0 

-78 
78 

-74 
3 + 9М 

8 
-7l2 

7б 
-74 

h"" 
0 
0 

- 1 
м 

min 

3 

1 1 
2,5 

1 
2 

- 1 

16 
- 1 
12 
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Преобразуем это выражение в удобную форму для записи в 
симплексную таблицу: 

F(X) = - И М - (-6М- l)xi - (-9М- 3)Х2 - {+М)ху 

Полученные выражения вместе с условиями ограничения за
писываем для преобразования в симплексную табл. 2.3.6. 

Преобразования проводим до тех пор, пока все значения в 
индексной строке не станут неотрицательными. В плане IV полу
чили Хх = 7з' 2̂ "̂  27з» а F^^^(X^) = 77з» что совпадает с решением 
задачи, полученным геометрическим методом. 

2.3.4. Метод Гомори. Целочисленное решение 

Значительная часть задач коммерческой деятельности требу
ет целочисленного решения. К ним относятся задачи, у которых 
переменные величины означают количество единиц неделимой 
продукции, например распределение товаров между коммерчес
кими предприятиями, раскрой материалов, число станков при 
зафузке оборудования, распределение транспортных средств по 
рейсам, распределение коммерческих заказов между оптовыми 
предприятиями, продажа автомобилей, распределение самолетов 
по авиалиниям, количество вычислительных машин в управляю
щем комплексе и др. Линейные задачи, решение которых должно 
быть получено в целых числах, называют задачами целочислен
ного программирования. 

Задача целочисленного программирования формулируется 
так же, как и задача линейного программирования, но включает 
дополнительное требование, состоящее в том, что значения пере
менных должны быть целыми неотрицательными числами, на
пример Xi = 30 станков, Х2 = 16 самолетов, Хз = 7 человек. 

Методы целочисленной оптимизации можно разделить на 
три основные группы: а) методы отсечения; б) комбинированные 
методы; в) приближенные методы. Рассмотрим один из методов 
отсечения — метод Гомори. 

Сущность методов отсечения состоит в том, что сначала зада
ча решается без условия целочисленности. Если полученный 
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план целочисленный, то задача решена. В противном случае к ог
раничениям задачи добавляется новое ограничение, обладающее 
следующими свойствами: 

а) оно должно быть линейным; 
б) должно отсекать найденный оптимальный нецелочислен

ный план; 
в) не должно отсекать ни одного целочисленного плана. 
Дополнительное ограничение, обладающее указанными 

свойствами, называется правильным отсечением. 
Алгоритм Гомори, основанный на симплексном методе, име

ет простой способ построения правильного отсечения и содер
жит следующие этапы. 

1. Задача линейного программирования решается без учета 
условия целочисленности симплексным или двойственным 
симплексным методом. Если все элементы оптимального плана 
целые числа, то решение заканчивается для задачи целочислен
ного программирования. 

2. Если среди элементов оптимального решения есть нецелые 
числа, то необходимо выбрать элемент с наибольшей дробной ча
стью и составить дополнительное ограничение (сечение), кото
рое отсекает нецелочисленные решения. 

Дополнительное ограничение дается в том случае, если значе
ние базисной переменной в оптимальном плане х, = Ь^ — дробное 
число. Тогда некоторые элементы a^j в /-й строке симплексной 
таблицы также дробные числа. Обозначим [bj\ и [а,у] целые части 
чисел Ь^ и Gip т.е. наибольшие целые числа, не превышающие 6, и 
Gij. Величины дробных частей q^ и Qij определяются как разности 
следующим образом: 

Qi = */ - [b^\ Qij = ciij - [а̂ у] и являются положительными числами. 

Тогда неравенство q^ - ^^ • Xj - ^^ ' 2̂ ~" ••• ~" /̂;я * л̂ - О, сфор
мированное по /-Й строке симплексной таблицы, обладает всеми 
свойствами правильного отсечения. 

3. Неравенство преобразуется в уравнение путем введения до
полнительной неотрицательной переменной и включается в оп
тимальную симплексную таблицу. 
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4. Полученная расширенная задача решается двойным симп
лексным методом. Если новый оптимальный план будет цело
численным, то задача решена. В противном случае необходимо 
вернуться к п. 2 алгоритма. 

Если в процессе решения в симплексной таблице появится 
уравнение с нецелым свободным членом Ь^ и целыми коэффици
ентами а^, то данная задача не имеет целочисленного оптималь
ного решения. 

Пример. Маркетинговые исследования указали на необходи
мость освоения выпуска новой продукции. Поэтому на предпри
ятии решено установить новое технологическое оборудование на 
освободившейся площади 10 м .̂ На приобретение оборудования 
двух видов вьщелено 6 млн руб. Комплект первого вида оборудо
вания стоимостью 1 млн руб. устанавливается на площади 5 м̂  и 
позволяет увеличить доход предприятия на 8 млн руб. Комплект 
второго вида оборудования занимает площадь 2 м ,̂ стоит 1 млн 
руб. и обеспечивает увеличение дохода предприятия на 5 млн руб. 
Определите, какое количество технологического оборудования 
каждого вида следует закупить, чтобы обеспечить максимальное 
увеличение дохода предприятия от продажи выпускаемой про
дукции. 

Решение. Обозначим через Xj, Х2 количество комплектов тех
нологического оборудования соответственно первого и второго 
видов, через F(x) — доход предприятия от продажи продукции. 

Тогда математическая модель задачи имеет вид: 
F(x) = 8̂ 1 + 5̂ 2 -^ max, 

при ограничениях: 
5x1+2x2 < 20, 
Xj + Х2 < 6, 
XI <0 , Х2>0, 

где Xj, JC2 ~ целые числа. 

Приведем задачу к каноническому виду, для чего введем до
полнительные неотрицательные переменные Хз, х^ и решим ее 
симплексным методом, а результаты запишем в табл. 2.3.7. 
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Таблица 2.3,7 

Базисные 
переменные 

Fix) 

Xi 
<~Х4 

Fix) 

\ ^ 1 
Х 2 

Fix) 

Значения 
базисных 

переменных 

20 
6 
0 

4 
2 
32 

V3 

^1 

5Т 
1 

- 8 

1 
0 
0 

1 
0 
0 

Х2 

2 
1 

- 5 

0 
1 
0 

^3 

1 
0 
0 

Vs 
-Vs 
Vs 

7з 
- 7 з 

1 

XA 

0 
1 
0 

0 
1 
0 

-V3 
V3 
3 

e 

4 
6 

max 

10 

max 

В табл. 2.3.7 на третьей итерации получен оптимальный план 
X* = (Va^ ^^з)» в котором Х] = 7з и 2̂ = ^/з -^ дробные числа. 

По первому уравнению с переменной Xj, получившей нецело
численное значение в оптимальном плане с наибольшей дробной 
частью С/^), составляем дополнительное ограничение: 

Qi - Qn ' 1̂ - Яп ' 2̂ - 1̂3̂ 2 - Я\А • -̂ 4 ^ 0; 
î = * i - [ 6 i ] = V 3 - 2 = V3; 
1̂1 = « i i - [ a j i ] = 1 - 1 = 0 ; 

Qn = «12 - [«12] = 0 - 0 = 0; 
Я\ъ = «13 " [«1з] = 7з ~ О = 7з; 
1̂4 = «14 ~ [«и] = -V3 + 1 = 7з-

Дополнительное ограничение имеет вид: 

7з 'М-7з^4^о. 
Преобразуем полученное неравенство в уравнение: 
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коэффициенты которого введем дополнительной строкой в оп
тимальную симплексную табл. 2.3.7; тогда получим продолжение 
табл. 2.3.8. 

Таблица 2.3.8 

Базисные 
переменные 

•^1 

F{x) 

е 

^1 

•̂ 2 

^3 
F{x) 

Значения 
базисных 

переменных 

7з 
•7з 

- V 3 
"V3 

max 

2 
4 
2 
36 

^1 

1 
0 
0 
0 

-

1 
0 
0 
0 

^2 

0 
1 
0 
0 

-

0 
1 
0 
0 

^3 

7з 
-7з 

-7зТ 
1 

3 

0 
0 
1 
0 

ДС4 

-2/3 
5/3 

-1/3 
3 

9 

-1 
2 
1 
2 

^5 

0 
0 
1 
0 

-

1 
-1 
-3 
3 

Применяя алгоритм двойственного симплексного метода, про
водим одну итерацию, в результате которой получаем оптимальное 
целочисленное решение: Х= (2, 4, 2); F^^{X*) = 36 млн руб. 

Таким образом, предприятию необходимо установить два 
комплекта оборудования первого вида и четыре комплекта вто
рого вида. Это позволит максимально увеличить доход пред
приятия. 

В задачах 1 и 2 найти оптимальные решения методом Гомори. 

1) 14^1+3^2 < 24, 
-Xi +^2 ̂ 3 , 
Xi>0, X2>0, 

Xi, 2̂ — целые числа, 
F{x) = Xj + 2̂ 2 -> max. 

2) f-3xi+4jC2<12, 
3XI+4JC2<30, 

xi>0, X2>0, 

Xi, X2 — целые числа, 
F(x) = Xi + 2̂ 2 -> max. 
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Контрольные вопросы 

1. Какие задачи линейного программирования можно решать 
симплексным методом? 

2. Каков признак оптимальности в симплексном методе? 
3. Как строится опорный план? 
4. Как определяются ведущий столбец и ведущая строка 

симплексной таблицы? 
5. Как осуществляется перерасчет элементов симплексной 

таблицы? 
6. Каковы основные случаи при реализации симплексного 

метода? 
7. В каких вариантах постановки задач следует пользоваться 

для их решения методом искусственного базиса? 
8. Какие задачи следует решать методом Гомори? 

Задачи 

1—7. Для реализации трех групп товаров коммерческое пред
приятие располагает тремя видами ограниченных материально-
денежных ресурсов в количестве Aj, Z)2, b^ единиц. При этом для 
продажи первой группы товаров на 1 тыс. руб. товарооборота рас
ходуется ресурса первого вида в количестве Лц единиц, ресурса 
второго вида - в количестве 2̂1 единиц, ресурса третьего вида - в 
количестве а^^ единиц. Для продажи второй и третьей групп това
ров на 1 тыс. руб. товарооборота расходуется соответственно ре
сурса первого вида в количестве ^12, а^^, единиц, ресурсов второго 
вида — в количестве ^22, 2̂3 единиц, ресурсов третьего вида — в 
количестве 3̂2» ̂ зз единиц. Доход от продажи трех групп товаров 
на 1 тыс. руб. товарооборота составляет соответственно Cj, С2, С3 
(тыс. руб.). 

Определите плановый объем и структуру товарооборота так, 
чтобы доход торгового предприятия был максимальным. 

1. aji = 3, 1̂2 = 6, «13 = 4, «21 = 2, «22 ^ Ь 2̂3 == 2, «31 = 2, «32 "̂  3, 
«33 = 1, 1̂ = 180, 2̂ = 50, Z>3 "= 40, Ci = 6, С2 = 5, С3 = 5. 
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2. ^п = 3, ai2 = 2, 1̂3 = 1, 2̂1 = 2, 2̂2 = 1, 2̂3 = 3, Л31 = 4, Л32 = 2, 
3̂3 = 1, *1 = 420, Z>2 = 600, Z>3 = 900, с^ = 3, Сз = 3, Сз = 4. 

3. 1̂1 = 16, а,2 = 18, 1̂3 = 9, 2̂1 = 7, 2̂2 = 7, 2̂3 = 2, 3̂1 = 9, 
3̂2 == 2, 3̂3 = 3, *1 = 520, 2̂ = 140, 63 = 810, с, = 8, Cj = 6, С3 = 4. 

4. ац = 4, 1̂2 = 8, 1̂3 = 2, fl!2i = 3, 2̂2 = 8, 2̂3 = 4, 3̂1 = 12, 
3̂2 ~ 4, 3̂3 " 6, ^1 = 116, 2̂ = 240, ^3 = 432, Cj = 83, С2 = 6, С3 = 6. 

5. an = 8, ai2 = Ю, 1̂3 = 20, 2̂1 = 4, 2̂2 = 13, 2̂3 = 8, «31 = 2, 
аз2 = 18, 3̂3 = 12, Z>i = 800, 63 = 520, 63 = 940, с, = 3, Cj = 6, С3 = 7. 

3̂3 

3̂2 

6. Дп = 1, ̂ 12 = 4, ai3 = О, 2̂1 = О, 2̂2 = 3, flf23 = 1» ̂ 31 =" 2, «32 = 0> 
= 5, Ẑ i = 36, 62 = 50 , 63 = 80, q = 6, С2 = 16, С3 = 25. 

7. an = 17, aj2 = 5, ai3 = 5, a2i = 8, a22 = 6, а2з = 6, аз̂  = 4, 
= 2, азз = 4, 6i = 850, 62 = 1120, Л3 = 1060, Cj = 8, C2 = 7, C3 = 4. 

8. Ha кондитерскую фабрику г. Покров перед Новым годом 
поступили заказы на подарочные наборы конфет из магазинов. 
Возможные варианты наборов, их стоимость и товарные запасы 
представлены в таблице. 

Наименова
ние конфет 

«Спикере» 
«Марс» 
«Баунти» 
Цена, руб. 

Вес конфет в наборе, кг 

А 

0,3 
0,2 
0,2 
72 

В 

0,2 
0,3 
0,1 
62 

С 

0,4 
0,2 
0,1 
76 

Запасы 
конфет, кг 

600 
700 
500 

Определите оптимальное количество подарочных наборов, 
обеспечивающее максимальный доход от продажи. 

9. Нормы затрат на производство разных видов пиццы, объе
мы ресурсов и стоимость приведены в таблице. Определите опти
мальное количество пиццы, обеспечивающее максимальный до
ход от продаж. 
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Продукты 

Грибы 
Колбаса 
Тесто 
Цена за 100 шт., тыс. руб. 

Нормы затрат на изготовление 
100 шт. пиццы, кг 

ассорти 

6 
5 
10 
9 

грибная 

7 
2 
8 
6 

салями 

2 
8 
6 
5 

Запасы 
продуктов, 

кг 

20 
18 
25 

10. Постройте экономико-математическую модель определе
ния структуры блюд на предприятии общественного питания, 
обеспечивающую максимальный доход, на основе заданных нор
мативов затрат продуктов на первые и вторые блюда, представ
ленных в следующей таблице: 

Ресурсы 

Мясо 
Рыба, т 
Овощи, т 
Мука, крупа, 
макаронные 
изделия, т 
Молоко, л 
Доход, руб. 

Плано
вый 

фонд ре
сурсов 

40 
25 
27 

20 
50 000 

Нормативные затраты ресурсов, 
кг на 100 блюд 

1-е 
блюда 

4,0 
2,5 
3,2 

2,1 
6,5 
1,3 

2-е 
мясные 

8,0 
-

2,0 

2,6 
-

2,0 

2-е 
рыбные 

-
10 
3,0 

2,3 
-
1,5 

2-е 
молоч

ные 
-
-
-

21 
0,3 

2-е 1 
прочие 

3,8 
-

4,6 

2,8 
- 1 
1,7 

11. Предприниматель арендовал технологическую линию де
ревообрабатывающих станков для изготовления вагонки. Мага
зин «Стройматериалы» заказал комплекты из трех элементов: две 
вагонки длиной 2 м и одной вагонки длиной 1,25 м. Поставщик 
завозит на грузовом автомобиле доски толщиной 20 мм, шири
ной 100 мм, длиной по 6,5 м — 200 шт. и длиной по 4 м — 50 шт. 
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Рассчитайте, как распилить доски, чтобы продать максималь
ное количество комплектов. 

12. Составьте самый дешевый вариант 1 т кормовой смеси в 
соответствии с требованиями, представленными в следующей 
таблице. 

Питательные 
вещества 

Белок 

Жиры 

Клетчатка 

Вес 

Стоимость, 
руб.за 1 т 

Требования, 
% от веса 

Не менее 35 

Не менее 1,5 

Не более 8 

1т 
? 

Содержание питательных веществ, % 

люцерно
вая мука 

17 

2 

25 

1 

700 

сухая 
барда 

25 

5 

3 

1 

900 

рыбная 
мука 

60 

7 

1 

1 

1500 

соевый 
шрот 

45 

0,5 

6,5 

1 

1000 1 

13. По предписанию врача пациенту необходимо перейти на 
диету и за сезон употребить питательных веществ, содержащихся 
во фруктах, в количествах, указанных в таблице. 

Вещества 

P i • 

Р2 

Рз 
1 Р4 
Цена, руб. за 1 кг 

Содержание питательных веществ 
в 1 кг фруктов 

клубника 

3 
1 
0 
1 

50 

яблоки 

2 
3 
0 
0 

40 

смородина 

1 
4 
5 
1 

30 

Нормы 
потребления, г 

30 
70 
40 
50 

Определите, какое количество фруктов каждого вида необхо
димо купить, чтобы выполнить предписание врача с минималь
ными расходами. 

14. Постройте экономико-математическую модель определе
ния структуры выпуска первых и вторых блюд на предприятии 
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общественного питания при заданном квартальном плане това
рооборота 300 000 руб. и получении максимального дохода от ре
ализации на основе данных, приведенных в следующей таблице. 

Ресурсы 

1 Затраты труда на 
производство, 
чел.-ч 

Затраты труда на 
обслуживание, 
чел.-ч 

Издержки 
производства и 
обращения, руб. 

Доход, руб. 
Товарооборот, руб. 

Плановый 
фонд 

ресурсов 

80 000 

140 000 

17 000 

300 000 

Нормы затрат ресурсов на 100 блюд i 

1-е 
блюда 

3,6 

2,2 

4,4 

1,4 
30 

2-е 
мясные 

6,0 

5,3 

6,7 

2,1 
38 

2-е 
рыбные 

37,0 

5,2 

6,8 
1,6 
24 

2-е 
молочные 

2,5 

2,7 

25 
0,31 1 

23 1 
15. Брокеру биржи клиент поручил разместить 100 000 долл. 

США на фондовом рынке. Необходимо сформировать такой 
портфель с ценными бумагами, чтобы получить максимальные 
проценты с вложенного капитала. Выбор ограничен четырьмя 
возможными объектами инвестиций-акций А, В, С, Д, которые 
позволяют получить доход в размерах соответственно 6, 8, 10 и 
9% годовых от вложенной суммы. При этом клиент поручил не 
менее половины инвестиций вложить в акции А и В. С целью 
обеспечения ликвидности не менее 25% общей суммы капитала 
нужно поместить в акции Д. Учитывая прогноз на изменение си
туации в будущем, в акции С можно вложить не более 20% капи
тала. Специфика налогообложения указывает на необходимость 
вложения в акции А не менее 30% капитала. 

Определите распределение инвестиций капитала, обеспечи
вающее максимальный годовой доход. 

16. Сформируйте оптимальный ассортиментный набор тор
гового предприятия, включающий 60 наименований товаров, ес
ли известны ежедневный товарооборот в целом и по товарным 
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позициям количественно-суммового учета, статистические дан
ные количественного учета неудовлетворенного спроса по всем 
наименованиям товаров, остатки товарных запасов, торговая 
площадь, расстояние до поставщиков, транспортные расходы, 
вид транспорта и фафики завоза товаров. 

Определите потери товарооборота за счет неудовлетворенно
го спроса и затрат на дополнительные расходы по его удовлетво
рению. Введите условные обозначения показателей хозяйствен
ной деятельности и постройте экономико-математическую мо
дель формирования оптимального ассортиментного набора. 

17. Авиакомпания «Аэрофлот» располагает парком из самоле
тов семи типов. 

Тип 
самолета 

1. ТУ-154 
2. ИЛ-62 
3. ИЛ-86 

j 4. ИЛ-96 
5. В-737 
6. В-777 
7.А-310 

Загрузка пассажирами 

минимальная 

132 
132 
316 
235 
137 
231 
179 

максимальная 

158 
162 
350 
— 
— 
-

191 

Время 
полета без 
посадки, ч 

4 
12 
5 
10 
12 
22 
12 

Парк 
самолетов, 

шт. 

10 
10 
12 
4 
3 
2 
4 

Самолеты используются для перевозки пассажиров на пяти 
авиалиниях, по каждой из них задан объем ежемесячных перево
зок. Постройте оптимальный план перевозки пассажиров. 

Рейс 

I. Египет — Хургада 
II. Испания ~ Малага 
III. Япония — Токио 
IV. Франция — Париж 
V. США - Нью-Йорк 

Протяженность 
линий,ч 

5,5 
4,5 
И 

3,5 
9 

Количество 
промежуточных 

посадок 

0 
0 
2 
1 
2 

Объем пасса
жирских пере

возок, чел. 

4000 1 
3500 

35 000 
7000 
6000 
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18—25. Решить задачи методом искусственного базиса. 

18. Xi +Х2 +2Хз-Х4^2, 
2Xi +Х2 -ЗХз +Х4 =6, 
Xi +Х2 +Хз +Х4 ^ 7 . 

хд.>0, А: = 1,4 

19. Xi-X2+2X4<i, 
Xj +Х3 +Х4 ^ 1 , 
Х2 +Хз -Х4 >1. 

х^>0, к = 14 

F(X) = 2xi + 2x2 + Х3 + Х4 -> ^^^ ^ W = ^1 + 2x2 + ЗХ3 + 4x4 -> min 

20. 2x1+3x2+4x3 > 24, 
3xi +2x2 + З Х З < 4 6 , 

4xi +4x2+5x3 > 20. 
X;^>0, к = 1,3 

21. Xj +2X2 +3^3 =18» 
2xi +X2 +5x3 <20, 

xj +2x2 ""^3 -10-

Xyt>0, к = 13 

F(X) = 90xi + 10x2 + 120x3 -^ min F(X) = Xj + 2x2 + ЗХ3 -> max 

23. 22. [4xi+3x2+X3<24, 
5xi +4x2 -л:з>10, 

]2xi+3x2+X3=18. 
[x^>0, A: = 1,3 

4xi +2x2+3x3 =16, 
6x1 - 4x2 "̂  ^3 - 24, 
Xj +X2 +X3 <11. 

x^>0, A: = 1,3 

FQC) = 192xi + 210x2 + 234x3 -> ™i^ ^(^) = 6x1 + 12x2 + ЗХ3 -> max 

24. 16x1+6x2-32x3 > 48, 
-8x1+3x2+16x3=96, 
-8x1 +5x2+8x3 < 16. 
x^>0. A: = 1,3 

25. Xi + 2X2 " ЗХ3 + X4 > 11, 
X2 + X3 - 4X4 < 8, 

3xi +2x2 +2x4 =46. 

Xf,>0, к = 1,4 

F{X) = Xi + 48x2 "̂  16^3 ~^ ^^^ ^(^) ~ 3^1 "̂  5̂ 2 "̂  ^3 "̂  5x4 ~> max. 
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2.4. Двойственные задачи 
линейного программирования 

в этой главе вводится новое понятие теории линейного про
граммирования — понятие двойственности. Будучи исключи
тельно важным в теоретическом отношении, оно представляет и 
большой практический интерес. На основе теории двойственно
сти разработан алгоритм решения задач линейного программи
рования - двойственный симплексный метод и эффективные 
методы анализа моделей на чувствительность. Любой задаче ли
нейного программирования можно поставить в соответствие дру
гую задачу, сформулированную по стандартным правилам таким 
образом, что решение любой из них является и решением другой 
задачи. Такие задачи называются взаимодвойственными. 

2.4.1. Построение двойственной задачи 

Двойственная обратная задача — задача линейного програм
мирования, формулируемая с помощью определенных правил не
посредственно из условий исходной, или прямой, задачи. В лите
ратуре по линейному профаммированию в большинстве случаев 
рассматриваются формулировки двойственной задачи, соответст
вующие различным формам прямой задачи, которые, в свою оче
редь, определяются типом ограничений, знаками переменных и 
направлением оптимизации (максимизация или минимизация). 
Опыт показывает, что на начальной стадии изучения теории ли
нейного программирования детали различных формулировок 
двойственной задачи нередко затрудняют восприятие материала. 

Рассмотрим обобщенную формулировку двойственной зада
чи линейного программирования, которая применима к любой 
форме представления прямой задачи. В основу такой формули
ровки положен тот факт, что использование симплекс-метода 
требует приведения любой задачи линейного программирования 
к стандартной форме. Так как все методы вычислений, основан
ные на соотношениях двойственности, предполагают непосред
ственное использование симплекс-таблиц, формулировка двой
ственной* задачи в соответствии со стандартной формой прямой 
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задачи представляется достаточно логичной. Следует, однако, по
мнить, что приводимая ниже формулировка двойственной зада
чи является обобщенной в том смысле, что она применима ко 
всем формам прямой задачи. 

Прямая задача линейного программирования в стандартной 
форме записывается следующим образом: 
максимизировать 

F{X)^J:cjXj (2.4.1) 

при офаничениях: 

iaijxj<b^, i = \^, (2.4.2) 

х^>0, y = l,Ai. (2.4.3) 

Чтобы сформулировать условия двойственной задачи, прове
дем симметричное структурное преобразование условий прямой 
задачи в соответствии со следующими правилами: 

1) каждому ограничению прямой задачи соответствует пере
менная двойственной задачи; 

2) каждой переменной прямой задачи соответствует ограни
чение двойственной задачи; 

3) коэффициенты при некоторой переменной, фигурирующие 
в ограничениях прямой задачи, становятся коэффициентами ле
вой части соответствующего ограничения двойственной задачи, а 
коэффициент, фигурирующий при той же переменной в выраже
нии для целевой функции прямой задачи, становится постоянной 
правой части этого же офаничения двойственной задачи. 

На примере задачи планирования товарооборота двойствен
ная задача формулируется следующим образом: 

определить оценку (неявную стоимость) единицы каждого 
вида ресурсов yj (/ = 1, m), чтобы при заданных объемах ресурсов 
bi, прибыли Ср нормах расхода ресурсов a^j минимизировать оцен
ку всех ресурсов торгового предприятия, зафаченных на органи
зацию торгового процесса. 

Запишем математическую модель двойственной задачи. 
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Определить вектор У = (yj, >;2,..., у^), который удовлетворяет 
ограничениям 

1 т 
J,ay'yi>cj, j = ln, (2.4.4) 

yi>0, i = lm (2.4.5) 

и обеспечивает минимальное значение целевой функции 

Z(Y)=^bryi-^mm. (2.4.6) 

Ограничения (2.4.4) показывают, что стоимость всех ресур
сов, затраченных на продажу единицыу-группы товаров, должна 
быть не меньше дохода, получаемого при реализации единицы 
у-группы товаров, а общая стоимость всех ресурсов должна быть 
минимизирована. 

В целом двойственная задача по отношению к исходной со
ставляется согласно следующим правилам. 

1. Число переменных в двойственной задаче равно числу ог
раничений в прямой задаче. 

2. Матрица коэффициентов системы ограничений двойствен
ной задачи получается из матрицы коэффициентов системы ог
раничений прямой задачи путем транспонирования. 

3. Система ограничений двойственной задачи записывается в 
виде неравенств противоположного смысла неравенствам систе
мы ограничений прямой задачи. 

4. Свободными членами системы ограничений двойственной 
задачи являются коэффициенты функции цели прямой задачи. 

5. Двойственная задача решается на минимум, если целевая 
функция прямой задачи задается на максимум, и наоборот. 

6. Коэффициентами функции цели двойственной задачи слу
жат свободные члены системы ограничений прямой задачи. 

7. Если переменная прямой задачи Xj > О, тоу-е условие систе
мы ограничений двойственной задачи является неравенством, 
если Xj — любое число, тоу-е условие двойственной задачи пред
ставляет собой уравнение. 
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8. Если /-е соотношение прямой задачи является неравенст
вом, то соответствующая оценка /-го ресурса — переменная у^ > О, 
если /-е соотношение представляет собой уравнение, то перемен
ная двойственной задачи у^ — любое число. 

Решение прямой задачи дает оптимальные объемы в структу
ре товарооборота торгового предприятия, а решение двойствен
ной — оптимальную систему оценок ресурсов, используемых для 
реализации товаров. 

2.4.2. Теоремы двойственности 

Каждая из пары двойственных задач может быть решена са
мостоятельно. Однако при определении оптимального плана 
прямой задачи находится их решение двойственно. 

Если X* = (Х]*, Х2*,..., X*) - оптимальный план прямой зада
чи, а Г* = (vi*, У2*,..., Ут) — система оптимальных оценок ресур
сов, то 

max F{X) = min Z(?), (2.4.7) 

те. максимально возможный доход от продажи товаров (или про
изводства продукции), который может быть получен при имею
щихся запасах ресурсов, равен оценке этих ресурсов. Сформули
рованное утверждение известно под названием первой теоремы 
двойственности. 

Оптимальный план можно записать в матричном виде: 

Х*^А~^В, (2.4.8) 

где Л~^ — обратная матрица к матрице, составленной из компонент-векто
ров, вошедших в оптимальный план. 

Подставим выражение оптимального плана в уравнение 
(2.4.7.): 

где Q — матрица коэффициентов базисных переменных, вошедших в опти
мальный план; 
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тогда оптимальный план двойственной задачи равен: 
(2.4.9) 

Таким образом, если найти оптимальный план прямой зада
чи, используя выражение (2.4.9), можно получить оптимальный 
план двойственной задачи. Поскольку в системе уравнений пря
мой задачи среди векторов Aj{j = 1, /i+m) имеются т единичных, 
то матрица А~^ расположена в первых т строках оптимальной 
симплексной таблицы в столбцах единичных векторов. Тогда нет 
необходимости определять оптимальный план двойственной за
дачи умножением С^ наА~\ поскольку компоненты этого плана 
совпадают с соответствующими элементами индексной 
(т - 1)-й строки столбцов единичных векторов. 

Установим соответствие между переменными прямой и двой
ственной задач в симплексной таблице. 

Переменные прямой задачи (за
головок симплексной таблицы) 

Переменные двойственной зада
чи (их значения расположены в 
индексной строке оптимальной 
симплексной таблицы) 

XiX2...X„ 

основные 

Ут+1Ут + 2 -^'Ут + п 

дополнительные 

^я + 1 "̂ /7 + 2 ••• ^/7 + m 

дополнительные 

г г г 
У\ У2 ••' Ут 

основные 

Согласно сопряженным парам переменных из решения пря
мой задачи можно получить решение двойственной, не решая 
ее, и наоборот, из решения двойственной задачи - решение 
прямой. _ _ 

Для оптимальных планов X* и Y* пары двойственных задач 
необходимо и достаточно, чтобы они удовлетворяли системе 
уравнений: 

К п . Л 

(2.4.10) 

^ayXj-bi 'm 
u=i ; 
Cm \ 

LayVi -Cj 
V'=l ) 

* 

= 0, / = 1, m; 

= 0, / = 1,л. 
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Вторая теорема двойственности, математически записанная 
системой уравнений (2.4.10), может быть интерпретирована сле
дующим образом. Если в оптимальном плане некоторый /-й ре-

п ^ 
суре использован не полностью, т.е. если X aij'Xj<bf, то соот
ветствующая оценка /-го ресурса у/^ = 0. 

Таким образом, положительную двойственную оценку у/^ 
имеют лишь те виды ресурсов, которые полностью используются 
в оптимальном плане, т.е. когда Z cty • xj = bj. 

М 
Вторая часть уравнений системы (2.4.10) свидетельствует о 

том, что продаже в оптимальном плане подлежат только те виды 
товаров X.* > О, для которых оценка затраченных на их реализа-
цию ресурсов равна доходу от их продажи, т.е. если L «// • У/ = Cj, 
Нецелесообразно продавать те виды товаров, для которых 

т ^ 
X ау 'У1 >су. В этом случае в оптимальном плане объем реализа-

ции данного товара xJ* = 0. 
Пример 1. Составим двойственную задачу к прямой задаче 

планирования товарооборота, которая решена симплексным ме
тодом в разделе 2.3.2. 

Прямая задача 

Л' = (Xj, Х2, Хт) 

' 

' 0,1л:1 +0,2x2 +0,4x3 < 1100 
0,05x1 + 0,02x2 + 0,02хз < 120 
3xi + Х2 + 2x3 < 8000 
xi > 0; Х2 > 0; Х3 > 0 

F(X) = 3xi + 5дс2 + 4̂ 3 ~» max 

Двойственная задача 

У = (УьУ2>Уз) 

• 

' 0Лу^-^0,05у2 + Зу^>3 
0,2д'1 +0,02^2+Д^з^ 5 
0,4у1 + 0,02у2 + 2}/з>4 
Уу>0;у2>0;уу>0 

Z(F) = 1 lOOyi + П0у2 + 8000>'з -^ min 

Задачи образуют симметрическую пару двойственных задач. 
Решение прямой задачи дает оптимальный план товарооборота 
по реализации трех групп товаров, а решение двойственной — оп-
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тимальную систему оценок ресурсов, используемых в процессе 
реализации. 

Решение прямой задачи получено симплексным методом. 
Оптимальный план товарооборота: 

^* = (250; 5375; 0; 0; 0; 1875); FQ{*) = 27 625 тыс. руб. 

Используя последнюю итерацию прямой задачи (план III 
симплексной табл. 2.3.2), найдем оптимальный план двойствен
ной задачи. _ 

Из теоремы двойственности следует, что 7* = С^~ 
Составим матрицу А из компонентов векторов, входящих в 

оптимальный базис. 

л-\ 

А = (А2, Ai, А^) = 
(0,2 0,1 о"! 
0,02 0,05 О 

1 3 1 

Определив обратную матрицу А ^ каким-либо методом, на
пример через алгебраические дополнения, получим: 

А-^ = 
Г6,25 -12,5 0̂  

-2,5 25 О 
[l,25 -62,5 1 

Как видно из плана III симплексной табл. 2.3.2, обратная ма
трица А~^ расположена в столбцах дополнительных переменных 
^4, ^5, Х5. 

"̂6,25 -12,5 о"! 
-2,5 25 О 
1,25 -62,5 i j 

-1 Тогда Y* = С^-' = (5, 3, 0) = (23,75; 12,5; 0). 

Оптимальный план двойственной задачи равен: 

F*= (23,75; 12,5; 0; 0; 0; 5,75); Z(Y*) = 27 625. 

136 



2.4. Двойственные задачи линейного программирования 

Подставим оптимальный план прямой задачи в систему 
ограниченной математической модели планирования товаро
оборота: 

[0,1-250 + 0,2-5375'0,40 = 1100, 
10,05.250 + 0,02 • 5375 + 0,02 • О = 120, 
[з-250 + 1-5375 + 2-0<8000. 

Первое и второе ограничения прямой задачи выполняются 
как равенства. Это означает, что ресурсы первого и второго видов 
полностью используются в оптимальном плане, являются дефи
цитными и их оценки согласно второй теореме двойственности 
отличны от нуля Oi* > О, 2̂* > 0)' Третье ограничение выполняет
ся как строгое неравенство, т.е. ресурс третьего вида израсходо
ван не полностью, остаток его в оптимальном плане х^ = 1875. 
Значит, ресурс третьего вида не является дефицитным и его оцен
ка в оптимальном плане у^^ = 0. 

Таким образом, положительную двойственную оценку имеют 
лишь те виды ресурсов, которые полностью используются в оп
тимальном плане. Поэтому двойственные оценки определяют де
фицитность ресурсов. 

При подстановке оптимальных двойственных оценок в систе
му ограничений двойственной задачи получим: 

0,1.23,75 + 0,0512,5 + 3-0 = 3, 
0,2-23,75+ 0,02-12,5+ 1-0 = 5, 
0,4-23,75 + 0,02-12,5 + 2.0>4. 

Первое и второе ограничения двойственной задачи выполня
ются как равенства. Это означает, что двойственные оценки ре
сурсов, используемых для реализации единицы товаров первой и 
второй фупп, равны в точности доходам. Поэтому продавать эти 
виды товаров экономически целесообразно, а их реализация пре
дусмотрена оптимальным планом прямой задачи (xi* > О, Х2* > 0). 
Третье ограничение двойственной задачи выполняется как стро
гое неравенство. Это означает, что двойственная оценка, исполь-
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зуемая при реализации единицы товара третьей группы, выше до
хода от его продажи. Следовательно, продавать товары третьей 
группы невыгодно, и действительно в оптимальном плане пря
мой задачи Хз* = 0. 

Величина двойственной оценки показывает, на сколько воз
растает значение целевой функции при увеличении дефицитного 
ресурса на единицу. Например, увеличение рабочего времени на 
1 чел.-ч приведет к получению нового оптимального плана, в ко
тором прибыль возрастает на 23,75 и станет равной 

F(X*) = 27 625 + у^ = 27 625 + 23,75 = 27648,75 тыс. руб. 

При этом коэффициенты оптимальной симплексной 
табл. 2.3.2 столбца ^4, коэффициенты структурных сдвигов к^ по
казывают, что указанное увеличение прибыли достигается за счет 
увеличения реализации второй группы товара на величину 6,25 
единицы, уменьшения объема продажи первой группы товара на 
величину 2,5 единицы и уменьшения остатка ресурса третьего ви
да на 62,5 м .̂ 

В то же время ввод в продажу невыгодной группы товаров 
уменьшает размер дохода. Если Хз* = 1, то 

F(X*) = 27 625 - 5,75 = 27619,25 тыс. руб. 

При этом коэффициенты структурных сдвигов оптимальной 
симплексной табл. 2.3.2 столбца х^ показывают, что указанное 
уменьшение дохода происходит за счет уменьшения объема про
дажи выгодного товара второй группы на величину 2,25 единицы, 
увеличения продажи первой группы товара на 0,5 единицы и 
уменьшения остатка ресурсов третьего вида на 1,25 м .̂ 

Таким образом, двойственные оценки связаны с оптималь
ным планом прямой задачи. Всякое изменение исходных данных 
прямой задачи оказывает влияние на ее оптимальный план и 
систему двойственных оценок. В свою очередь двойственные 
оценки служат инструментом анализа и принятия правильных 
решений в условиях меняющихся коммерческих ситуаций. 
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2.4.3. Анализ устойчивости двойственных оценок 

в оптимальном решении двойственной задачи значения пе
ременной уу* равны частным производным линейной функции 
^max(*b ^2» —> *m) "О СООТВСТСТВуЮЩИМ аргуМСНТаМ, ТС. 

- ^ = У1 (/ = Г ^ ) . (2.4.11) 

Теорема о двойственных оценках позволяет определить при
ращение целевой функции при малых изменениях свободных 
членов Abf системы ограничений: 

* —* "̂  * 
А/; - у -Abi^^yr^bi, (2.4.12) 

/=1 
где К* — оптимальное решение двойственной задачи; 

>'* = (>'Л...,:и;Г)-
Из соотношения (2.4.12) следует, что двойственные оценки 

ресурсов показывают, на сколько денежных единиц изменяется 
доход от реализации продукции при изменении запаса соответст
вующего ресурса на одну единицу. Таким образом, теория двойст
венности позволяет провести экономический анализ пары двой
ственных задач, в частности определить дефицитность ресурсов, 
сырья, продукции. Большей условной оценке соответствует наи
более дефицитный ресурс. Для /-го недефицитного ресурса двой
ственная оценка ĵ i* = 0. 

С помощью двойственной оценки можно определить степень 
влияния изменения офаничений на значение целевой функции. 

Таким образом, если получено оптимальное решение задачи 
линейного программирования, то можно провести анализ устой
чивости двойственных оценок относительно изменений й/, т.е. 
проанализировать устойчивость оптимального плана относи
тельно изменений свободных членов системы линейных уравне
ний, оценить степень влияния изменения bi на значение целевой 
функции и определить наиболее целесообразный вариант изме
нений 6/. 
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Следовательно, интерес представляет определение интерва
лов устойчивости (неизменности) двойственных оценок по отно
шению к возможным изменениям запасов ресурсов каждого вида 
(6, + AZ?.). При этом условие устойчивости двойственных оценок 
задачи исходит из выражения 

ЛГ' = А̂ * + АХ^А-\В + АВ)=А-^ В + А-^' АВ, 

в котором компоненты вектора X' должны быть неотрицательны 
X/ > 0. На этом основании для задачи, решение которой приведе
но в табл. 2.3.3, можно записать такое выражение: 

1 о] 
0 1 
0 0 
0 oj 

Гз+д*1 "; 
4 + Д*2 

1,5 + А6з 
[ 2 + Дб4 J 

- V 

'̂ 3 /3 
2/ 4/ 
/3 /3 

Откуда получаем условие устойчивости: 

3,5-2Аг>1+2Д^ + Д6з>0, 
)^-}^M}i+)^Ab2+Ab4>0, 
Х + ХА6,-ХА62>0, 

Затем последовательно находим интервалы устойчивости: 

А*1 =?̂  О, Абз = Абз = А64 = О, -l<Afti<0,5, 2<6i + A*j < 3,5, 
AZ?2 ^ 0, A*i = A*3 = A*4 = 0, - 1 < A*2 ^2 , 3 < *2 + A*2 ^ 6, 
A*3 ^ 0, A î = A*2 = A*4 = 0» A*3 ^ "3,5, 63 + А з̂ > - 2 , 
A64 ^ 0, Ail = A62 = A63 = 0, Ab4 > -V3, ^ + АЙ4 > 1V3. 

Для корректного решения задачи необходимо ввести еще до
полнительные ограничения, вытекающие из экономического со
держания решаемой задачи. 
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Предельные значения (нижняя и верхняя границы) измене
ния каждого из ресурсов, для которых двойственные оценки ос
таются неизменными, определяются еще и таким образом: 

^bJ' = maxj 
dy>0 

• * 1 
X ; 

J \ 

I "^А —f-\<Lbi<mm. 
dyKd dij 

=АЙ; , 

где Â ^ — величина изменения /-го ресурса; 
ИаЬ^ — величина увеличения /-го ресурса; 
А6у~ — величина уменьшения /-го ресурса; 

Ху* — компоненты оптимального плана; 
djj ~ коэффициенты столбцов свободных переменных в оптимальном 

плане (коэффициенты структурных сдвигов, элементы обратной 
матрицы к базису оптимального плана). 

Если в план включается реализация невыгодного с точки зре
ния дохода товара, то объем возможной продажи в рамках устой
чивости оптимального плана определяется следующим интерва
лом: 

тах^ 
^д<0| djk 

<Xf^< min 
dj,>0 Ьк 

Проведем анализ устойчивости двойственных оценок задачи 
планирования товарооборота (пример 1, табл. 2.3.2). 

Первый вид ресурса — время работы продавцов — может изме
няться в пределах: 

J 5375 18751 ^. ^ . I 2501 
d^i,>4 ^'25 1,25 J d^k<4 ""2,5] 

-860<АЙ1<100. 

Таким образом, первый вид ресурса может быть уменьшен на 
860 чел.-ч или увеличен на 100 чел.-ч. Интервал изменения равен: 
[6i + ^b{-\ 6i + A6i^] = [1100 - 860; 1100 + 100] = [240; 1200]. 
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Второй ресурс (площадь торговых залов) может меняться в 
пределах: 

I 2501 ^, ^ . J 5375 1875 1 
5̂̂ >о[ 25] ^ ds,<0[ -12,5 -62,5j' 

~10<А62^30. 

Интервал изменения второго ресурса равен: 

[120-10; 120 + 30] = [110;150]. 

Третий вид ресурса — площади складских помещений — в оп
тимальном плане недоиспользован, является недефицитным. 
Увеличение данного ресурса приведет лишь к росту его остатка. 
При этом структурных изменений в оптимальном плане не будет, 
так как двойственная оценка у^* = 0. 

В оптимальный план не вошла основная переменная х^, т.е. 
третья группа товара не выгодна к продаже. Определим макси
мально возможный объем продажи третьей группы товара в рам
ках устойчивости полученных двойственных оценок: 

max 
[250] . [5375 1875] 

-500 <хз< 1500. 

Таким образом, в продажу можно вводить третью группу това
ра в количестве до полутора тысяч единиц. Составим субопти
мальные варианты плана с учетом изменений исходных данных 
модели табл. 2.3.2. 

1. Пусть торговое предприятие наняло дополнительных про
давцов и рабочее время увеличилось на 50 чел.-ч. 

В результате объем продаж второй группы товаров увеличил
ся, а первой группы — уменьшился, недоиспользование склад
ских помещений возросло, доход увеличился. 
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Базисные 
переменные 

Х2 

Д^з) 

Значения 
базисных 

переменных 

5375 
250 

1875 

27 625 

Коэффициент 
структурных 

сдвигов 
{к,) по Ь^{х^) 

6,25 
-2 ,5 
1,25 

23,75 

Произведение 
к^. на AZ?i = 50 

312,5 
--125 
62,5 

1187,5 

Расчет 
варианта 

плана 

5687,5 
125 

1937,5 

28812,5 

2. Пусть второй вид ресурса (площадь торговых залов) умень
шился на 5 м .̂ 

Базисные 
переменные 

^2 

i ^ 6 

1 т) 

Значения 
базисных 

переменных 

5375 
250 

1875 

27 625 

Коэффициент 
структурных 

сдвигов 
(/:,) по bjix^) 

-12,5 
25 

-62,5 

12,5 

Произведение 
k^ndi 

Abj = - 5 

62,5 
-125 
312,5 

-62,5 

Расчет 
варианта 

плана 

5437,5 
125 

2187,5 

27562,5 

В результате уменьшения дефицитного ресурса сократился 
объем продажи первой группы товара, увеличился объем прода
жи второй группы товара, остаток третьего ресурса увеличился, 
доход от реализации товара сократился. 

3. В продажу необходимо включить третью группу товара в 
количестве х^ = 100. 

Базисные 
переменные 

Х2 

Д^з) 

Значения 
базисных 

переменных 

5375 
250 

1875 

27 625 

Коэффициент струк
турных сдвигов{к^ 
по переменной х^ 

2,25 
-0 ,5 
1,25 

5,75 

Произведе
ние кс на 
Хз = 100 

225 
- 5 0 
125 

575 

Расчет 
варианта 

плана 

5150 
300 

1750 

27 050 1 
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Следовательно, включение в реализацию товара третьей фуп-
пы Хз = 100 приведет к уменьшению продажи второй фуппы то
вара, увеличению первой группы, сокращению остатка третьего 
вида ресурса. Доход от реализации товаров уменьшился, так как 
продажа данной группы не выгодна предприятию. Таким обра
зом, анализ устойчивости двойственных оценок позволяет пост
роить множество вариантов оптимальных решений с учетом из
менений исходных условий модели. Если эти изменения выходят 
за рамки предельных значений, то нарушается полученная систе
ма двойственных оценок и возникает необходимость повторного 
решения задачи в новых условиях. В этом случае представляет 
интерес использование методов параметрического программиро
вания. 

Контрольные вопросы 

1. Как составить двойственную задачу? 
2. Каковы теоремы двойственности? 
3. Как интерпретировать экономический смысл двойствен

ной задачи? 
4. Как определить решение двойственной задачи из решения 

прямой? 
5. Какова экономическая интерпретация двойственных оце

нок? 
6. Как определяются интервалы устойчивости двойственных 

оценок? 

Задачи 

1. Используя задачи предыдущего раздела 2.3 (№ 1—7), необ
ходимо: 

к прямой задаче планирования товарооборота, решаемой 
симплексным методом, составить двойственную задачу линейно
го программирования; 

установить сопряженные пары прямой и двойственной задач; 
согласно сопряженным парам переменных из решения пря

мой задачи получить решение двойственной задачи; 
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рассчитать интервалы устойчивости двойственных оценок и, 
используя коэффициенты структурных сдвигов в оптимальной 
симплексной таблице, выполнить расчеты вариантов для изме
нившейся хозяйственной ситуации в соответствии с таблицей. 

Номер 
задачи 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Коммерческая ситуация 

ввести в продажу 
к'Ю товарную 

фуппу 

JC2 = 5 

xi = 90 
2̂ = 50 

JCi = 20 
JCi = 60 
jci = 30 
хз = 20 

увеличить объем 
/-Г0 ресурса 

Ab2 = 20 
A î == 200 
A î = 100 
A î = 2 
Ab^ = 300 
Abi = 6 
Ab^ = 40 

сократить объем 
/-Г0 ресурса 

AẐ3 = 10 
Ab2 = 300 

Â 2 = 10 
A î = 50 

Â 2 = 100 
AZ>3 = 1 
Â>2 = 100 

2.5. Двойственный симплексный метод 

Двойственный симплексный метод основан на теории двой
ственности и используется для решения задач линейного про
граммирования, свободные члены которых /?,(/ = 1, т ) могут при
нимать любые значения, а система офаничений задана неравен
ствами смысла «<», «>» или равенством «=». 

В двойственном симплексном методе оптимальный план по
лучается в результате движения по псевдопланам. 

Псевдопланом называется план, в котором условия опти
мальности удовлетворяются, а среди значений базисных пере
менных Xi имеются отрицательные числа. 

Алгоритм двойственного симплексного метода включает сле
дующие этапы. 

1. Составление псевдоплана. Систему ограничений исходной 
задачи требуется привести к системе неравенств смысла «<». Для 
этого обе части неравенств смысла «>» необходимо умножить на 
(—1). Затем от системы неравенств смысла «<» переходят к систе-
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ме уравнений, вводя неотрицательные дополнительные перемен
ные, которые являются базисными переменными. Первый опор
ный план заносят в симплексную таблицу. 

2. Проверка плана на оптимальность. Если в полученном опор
ном плане не выполняется условие оптимальности, то решаем за
дачу симплексным методом. При этом столбец 0,- имеет значения 
по тем строкам, в которых значения в базисных переменных и 
коэффициенты ведущего столбца содержат одинаковые знаки 
(положительные или отрицательные). В случае разноименных 
знаков 6у и ац^ значения 0,- не определяют. 

Если в опорном плане условия оптимальности удовлетворя
ются и все значения базисных переменных - положительные 
числа, то получен оптимальный план. Наличие отрицательных 
значений в столбце «Значения базисных переменных» свидетель
ствует о получении псевдоплана. 

3. Выбор ведущих строки и столбца. Среди отрицательных зна
чений базисных переменных выбираются наибольшие по абсо
лютной величине. Строка, соответствующая этому значению, яв
ляется ведущей. 

Симплексную таблицу дополняют строкой 0, в которую зано
сят взятые по абсолютной величине результаты деления коэффи
циентов индексной строки на отрицательные коэффициенты ве
дущей строки. Минимальные значения 0 определяют ведущий 
столбец и переменную, вводимую в базис. На пересечении веду
щих строки и столбца находится разрешающий элемент. 

4. Расчет нового опорного плана. Новый план получаем в ре
зультате пересчета симплексной таблицы методом Жордана - Га
усса. Далее переходим к этапу 2. 

Пример 1. Известно, что содержание трех питательных ве
ществ А, В и С в рационе должно быть не менее 60, 50 и 12 еди
ниц соответственно. Указанные питательные вещества содержат 
три вида продуктов. Содержание единиц питательных веществ в 
одном килограмме каждого из видов продукта приведено в 
табл. 2.5.1. 

Определите дневной рацион, обеспечивающий получение не
обходимого количества питательных веществ при минимальных 
денежных затратах. 
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Таблица 2.5.1 

Питательные 
вещества 

1 А 
В 
С 

Цена 1 кг продукта 

Количество единиц питательных веществ 
в 1 кг продукта вида 

I 
1 
2 
1 
9 

II 
3 
4 
4 
12 

III 
4 
2 
3 
10 

Составим экономико-математическую модель задачи 

Обозначим ^1, Х2, Хз — объемы продуктов (кг) в рационе. Тог
да необходимо определить вектор 

Х= (Xj, Х2, Хт), 

удовлетворяющий следующим условиям: 

Xi +3X2 +4Хз >60, 
2̂ 1 + 4x2+2x3 > 50, 
Х1+4х2+Зхз>12, 
ху>0, У=:Гз 

(2.5.1) 

и обеспечивающий минимум целевой функции: 

F{X) = 9xi + 12x2 "̂  10̂ 3 -> ™п. (2.5.2) 

Решение. Приведем систему ограничений (5.1) к системе не
равенств смысла «<», умножив обе части неравенств на (—1). 

-xi -3x2 -4хз<-"60, 
-2xi - 4x2 - 2^3 - ~50, 
-Х1-4х2-Зхз<-12. 
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Переходим к системе уравнений: 

-xi - 3^2 - 4хз + Х4 = -60, 

-хх -4x2 ~3хз +Х5 =-12. 

За базис выбираем систему векторов У44, А^, А^, так как эти век
торы единичные и линейно независимые. Соответствующие еди
ничным векторам переменные Х4, Хз, х^ являются базисными. По
лагая, что свободные переменные Xj =Х2 =Хз = О, получим первый 
опорный план, который заносим в симплексную табл. 2.5.2. 

Х^ = (О, О, О, -60, -50, -12), F{X^) = 0. 

План I в симплексной таблице является псевдопланом, по
этому определяем ведущие строку и столбец. Среди отрицатель
ных значений базисных переменных выбираем наибольшее по 
абсолютной величине значение: |-60| > |-50|, |-12|. Следователь
но, строка 1 симплексной таблицы является ведущей, а перемен
ную Х4 следует вывести из базиса. В строку qj заносим следующие 
величины: 

Z9=9- ^ = 4- ^ = 25 _1 >̂ _з ' -4 ' 

Минимальное значение 9 соответствует 3-му столбцу, т.е. пе
ременную Хз необходимо ввести в базис. На пересечении веду
щих строки и столбца находится разрешающий элемент (РЭ), 
равный —4. 

Далее выполняем преобразование симплексной таблицы ме
тодом Жордана — Гаусса и заполняем план П. 

Третий опорный план является оптимальным, так как в ин
дексной строке все коэффициенты < О, то условие оптимальнос
ти выполняется, а все значения базисных переменных — положи
тельные числа: 

X* = (0; 8; 9; 0; 0; 47), ДГ*) = 186. 
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Таблица 2.5.2 

План 

I 

II 

III 

Базисная 
перемен

ная 

^6 

FQ({) 
0 

^3 

F(^2) 

9у 
^3 
Х2 

Щ,) 

Значения 
базисной 
перемен

ной 
-60 
-50 
-12 

0 
-
15 

-20 
33 

150 
-
9 
8 

47 
186 

^1 

- 1 
- 2 
-1 
- 9 

9 
0,25 
-1,5 

-0,25 
-6,5 
13/3 
-0,7 

0,6 
0,8 

-3,8 

Х2 

- 3 
- 4 
- 4 

-12 
4 

0,75 
-2,5 

-1,75 
-4,5Т 

1,8 
0 
1 
0 
0 

т 
1 ^3 

- 4 
- 2 
- 3 

-10 
2,5 

1 
0 
0 
0 
-
1 
0 
0 
0 

Х4 

1 
0 
0 
0 
-

-0,25 
-0,5 

-0,75 
-2,5 

5 
-0,4 

0,2 
-0,4 
-1,6 

^5 

0 
1 
0 
0 
-
0 
1 
0 
0 
-

0,3 
-0,4 
-0,7 
-1,8 

Хб 

0 
0 
1 
0 
-

0 
1 

0 1 - 1 
0 
0 
1 
0 

Пример 2. Содержание и постановка задачи анализа коммер
ческой деятельности предприятия изложены в п. 2.2.1, затем в 
разделе п. 2.3.1 (пример 2) проведено решение геометрическим 
методом, а теперь решим ее двойственным симплексным мето
дом, поскольку офаничения в модели задачи представлены в 
двух вариантах: < и >. 

Решение. Приведем систему ограничений задачи к системе 
неравенств вида <: 

0,5х„+Хв 
Хн+0,5Хв 

<3 
<4 

-х„+Хв<1,5 
Хз<2 
Хв>0,25 
;х„>0,5 
F(X) = 2хн + ЗХз 

=» 

-^ min 

0,5х„ +Хв <3 
-X^^ +0,5Хв <4 
-х„+Хв<1,5 
Хв<2 
-Хв < -0,25 
-Хн<-0,5 

F(X) = 2х„ + Зхв -^ min 
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Затем переходим к системе уравнений введением дополни
тельных переменных: 

0,5Хн +Хв +xi =3 
X^^ +0,5XB +X2 =4 

-Хн+Хв+Хз=1,5 
Xg + Х4 = 2 
-Хв +Х5 =-0,25 
-х„+Хб=-0 ,5 

д^) = 0-(-2х„^ЗХз) 

X I = 3 - ( 0 , 5 X H + X B ) 

^2=4-(х„+0,5Хв) 
Хз=1,5-(Хв-Хн) 
Х4=2-(Хв) 
Х5=-0,25-(-Хв) 
Хб=-0 ,5 - ( -х„) 

Д^) = 0-(-2х„-ЗХз). 
Полагая, что свободные переменные x^^=x^ — О, получим пер

вый опорный план, который запишем в симплексную табл. 2.5.3, 
причем F{X^) = О JTj = (0; 0; 3; 4; 1,5; 2; -0,25; -0,5). 

Поскольку в индексной строке коэффициенты Cj < О, а среди 
значений столбца свободных членов имеются отрицательные 
числа, то план является не оптимальным, или псевдопланом. 

Затем определяем ведущую строку по максимальной абсо
лютной величине отрицательных чисел столбца свободных чле
нов: 1-0,51 > |-0,25|, следовательно, х^ выводим из базиса. 

Для определения ведущего столбца коэффициенты индексной 
строки делим на соответствующие только отрицательные коэф
фициенты ведущей строки, результаты деления заносим в строку 
0, из которой выбираем минимальный 2, что соответствует пере
менной Хд, которую следует ввести в базис вместо х .̂ На пересече
нии ведущих строки и столбца находится разрешающий элемент 
(—1). Далее выполняем преобразование симплексной таблицы ме
тодом Жордана - Гаусса и заполним план II табл. 2.5.3. 

Третий план является оптимальным, поскольку все значения 
базисных переменных есть положительные числа, и в индексной 
строке условие оптимальности выполняется: 

^3* = (0,5; 0,25; 2,375; 3,125; 2; 1,75; 0; 0) F^^(^^*) = 1,75. 

Такой же ответ получен в решении этой задачи в примере 2 
раздела 2.3.1 геометрическим методом. 
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Таблица 2.5.3 

План 

1 I 

1 " 

1 ^̂̂  

Базисные 
перемен

ные 

1 ^̂  
^2 

^3 

Х4 

^5 

ч 
д^1) 

1 ву 
Xi 

^2 

^3 

^4 

^5 

^н 

F(X2) 

^J 
Xl 

Х2 

хз 
Х4 

Хв 

Хн 

Д ^ ) 

Значения 
базисных 
перемен

ных 
3 

1 4 
1,5 

2 
-0,25 
-0,5 

0 

2,75 
3,5 
2 

2 
-0,25 

0,5 
1 

2,375 
3,125 

2 
1,75 
0,25 

0,5 
1,75 

^н 

0,5 

1 
-1 

0 
0 

-1 
- 2 
2 
0 

0 
0 

0 
0 
1 
0 

-
0 
0 
0 
0 
0 

1 
0 1 

^в 

1 
0,5 
1 
1 

-1 
0 

-3 

1,5 

1,5 
0 
1 

-1 
0 

- 3 
-НЗ 
0 
0 
0 
0 
1 

0 
0 J 

\ Xi 

+1 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

+1 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

+1 

0 
0 
0 
0 

0 

0 1 

^2 

0 

+1 
0 

0 
0 
0 
0 

0 
+1 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
+1 

0 
0 
0 

0 

0 
, , 1 

^3 

0 

0 

\ +1 
0 
0 
0 
0 

0 

0 
+1 
0 
0 
0 
0 

0 
0 

+1 

0 
0 

0 

0 1 

Х4 

0 
0 
0 

+1 
0 
0 
0 

0 

0 
0 

+1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

+1 
0 

0 

0 
1 

^5 

0 

0 
0 

0 
+1 
0 
0 

0 

0 
0 
0 
1 
0 
0 

1,5 
1,5 
0 
1 

-1 
0 

- 3 

^6 

0 
0 
0 
0 
0 

+1 
0 

0 

1 
-1 
0 
0 

-1 
- 2 
2 
0 
1 

-1 
0 
0 

-1 
- 2 

S/ 

3 

1 ^ 
1,5 
2 

0,25 1 
- 1 
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Контрольные вопросы 

1. Какие задачи линейного программирования решаются 
двойственным симплексным методом? 

2. В чем отличие симплексного метода и двойственного симп
лексного метода? 

3. Как осуществляется переход от одного псевдоплана к дру
гому? 

4. В чем состоит критерий оптимальности двойственного 
симплексного метода? 

Задачи 

Решить задачи 1-10 двойственным симплексным методом. 

1. 8х1+6х2+2хз>28, 
2х1+7х2-6хз<42, 
2x1 ~4х2 +6хз>34, 
xjt>0, А: = 1, 3. 

4х1+6х2+5хз>21, 
2x1 +2x2 +3хз >15, 
2x1 ~3х2+4хз<6, 
х^>0, к = 1 3. 

F(X) = 9xi + 10x2 + 6x3 ~> min. F(X) = 3xi + 5x2 + ^^з -^ ™n. 

3. 5xi+4x2-2x3>20, 
3xi -2x2 +^3 -10, 

|2xi+5x2+3x3>14, 

[xjt>0, к = 13, 

F(X) = 2xi + 8x2 + 5x3 -> min. 

^' [Зх1+2х2+хз+3х4>9, 
5xi +4x2 ~3хз -НХ4 <2, 

14xi + 2x2 ~ 2^3 + 2x4 > 8, 
[xjt>0, А: = Г4. 

F(X) = 50 - 6x1 - 5x2 -
— 4x3 — X3 -^ max. 

4. 2xi+3x2+4x3>18, 
6x1 -6x2 +ЗХ3 <12, 

|7xi-4x2+2x3>14, 
[x^>0, k = l 3. 

F(X) = 100 - 6x1 - 8x2 - ЗХ3 -> max. 

^' [бх1+3х2-3хз<12, 
I7xi+2x2-2x3>14, 
|7xi+3x2+7x3>21, 
[x^>0, k = U 3. 

F(X) = 8x1 + 6x2 + 5x3 -> min. 
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• [xi-2X2+3^3+Х4^1, 
3xi +ЗХ2+Х3-2Х4 >6, 

|3xi +Х2 +2x3 +Х4 >4, 
[х^>0, к = 174. 

FiX) = 70 - 6x1 - 5x2 -
— 4хз — Х4 -^ max. 

9 г 
• 4x1+2x2+5x3+10x4 > 6, 

2x1 +5Х2 +хз +2x4 - 9 , 
5x1 + 2x2 + 4^3 + л:4 ^ 12, 
Xf,>0, А: = 1, 4. 

F(X) = 100 - 3xi - 4x2 -
- 5x3 - 6x4 -^ max. 

8 г 
' 2xi + Х2 + Зхз > 4, 
3xi +Х2 -2хз>5, 
4xi +5x2 +Х3 >3, 
х^>0, А: = 1, 3. 

F(X) = 15xi + 16x2 + Х3 -> min. 

10 г 
4xi + 2x2 ~" 2^3 - ^4 -12, 
4xi + 8x2 - ЗХ4 > 24, 
8x2 - 4x3-2x4 > 12, 
х^>0, к = Г4. 

F(X) = 40 - Xj - Х2 - ЗХ3 -
— 2x4 -^ max. 

2.6. Метод потенциалов 

в п. 2.2.5 сформулирована задача по перевозке грузов, кото
рая называется транспортной задачей и заключается в определе
нии оптимального плана перевозок некоторого однородного гру
за из т пунктов отправления А^, А2, ..., А^ъп пунктов потребле
ния ^i , ^2,.. . , 5 ,̂. 

Рассмотрим транспортную задачу, где критерием оптималь
ности является стоимость перевозок всех грузов, которая должна 
быть минимальной. 

Экономико-математическая модель транспортной задачи 
(п. 2.2.5) содержит системы линейных уравнений (2.2.1) и (2.2.2), 
условие неотрицательности переменных х̂у (2.2.3) и целевую 
функцию (2.2.4). 

Следует иметь в виду, что: 
1. Всякое неотрицательное решение системы линейных урав

нений, определяемое матрицей Х- (х^), / = 1, т;у = 1, л; называ
ется допустимым планом транспортной задачи. 
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2. Ранг матрицы, составленный из коэффициентов при неизве
стных системы линейных уравнений транспортной задачи, на еди
ницу меньше числа уравнений, т.е. равен (w + « - 1). Следователь
но, число линейно независимых уравнений равно (w + л — 1), они 
образуют базис, а соответствующие им (w + л - 1) переменные 
будут являться базисными. 

3. Допустимый план транспортной задачи, имеющий не более 
(w + л — 1) отличных от нуля величин Ху, называется опорным. 

4. Если в опорном плане число отличных от нуля компонент 
равно в точности (т + л — 1), то план является невырожденным, 
если меньше, то план называется вырожденным. 

5. План X = (х,у) (/ = 1,т; j = 1, п), при котором функция 
(2.2.4) принимает свое минимальное значение, называется опти
мальным планом транспортной задачи. 

6. Для решения транспортной задачи необходимо и достаточ
но, чтобы суммарные запасы груза в пунктах отправления были 
равны сумме заявок пунктов назначения: 

т п 
la^=lbj. (2.6.1) 

7. Модель транспортной задачи, удовлетворяющая условию 
(7.1), называется закрытой. Если же указанное условие не выпол
няется, то модель называется открытой. 

В случае превышения запаса над заявками 
т п 

вводится фиктивный (п + \) пункт назначения с потребностью 
т п 

bfj+i = X /̂ - S bj, соответствующие тарифы считаются равными 
/=1 у=1 

нулю: С/̂  +1 = О, / = 1, т. 
т п 

При S /̂ < S bj ВВОДИТСЯ фиктивный (w + 1) пункт отправле-
/=1 у=1 
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ния с запасом груза ^m+i = S у̂ - S /̂ и соответствующие тарифы 
/=1 у=1 

принимаются равными нулю: c^+ij = 0,у = 1, «. 
8. Наилучшим элементом матрицы тарифов С называется на

именьший тариф, если задача поставлена на минимум, наиболь
ший тариф — если задача поставлена на максимум целевой 
функции. 

Рассмотрим один из методов построения первого опорного 
плана — метод наименьших тарифов (стоимости). 

Алгоритм построения первого опорного плана методом наи
меньшей стоимости включает следующие этапы: 

а) среди тарифов находится наименьший; 
б) клетка с выбранным тарифом заполняется величиной, рав

ной максимально возможному объему груза с учетом ограниче
ний по строке и столбцу. При этом либо весь груз вывозится от 
соответствующего поставщика, либо полностью удовлетворяется 
заявка потребителя. Строка или столбец таблицы вычеркиваются 
и в дальнейшем распределении не участвуют; 

в) из оставшихся тарифов вновь находится наилучший (наи
меньший), и процесс продолжается до тех пор, пока не будет рас
пределен весь груз. 

Если модель транспортной задачи открытая и введены фик
тивный поставщик или потребитель, то распределение осуществ
ляется сначала для действительных поставщиков и потребителей 
и в последнюю очередь нераспределенный груз направляется от 
фиктивного поставщика или к фиктивному потребителю. 

9. Дальнейшее улучшение первого опорного плана и получе
ние оптимального плана производим методом потенциалов, кото
рый основан на теории двойственности. 

План X = (ху) транспортной задачи будет являться оптималь
ным, если существует система т + п чисел а/, Ру, называемых по
тенциалами, удовлетворяющая условиям: 

LF(X)-^mm 
а. + р. = е.; для занятых клеток, где х-, > О, 
tt/ + Ру < Су для незанятых клеток, где Ху = 0. v • • ; 
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Г а, + Р, = c^f для занятых клеток, где х^ > О, 
^ « \ л (2.6.3) 

а, + ру > Су для незанятых клеток, где х^ = 0. ^ ^ 
Потенциалы ц- и Ру являются переменными двойственной 

транспортной задачи и обозначают оплату за перевозку единицы 
груза в пунктах отправления (поставщиками) и назначения (по
требителями) соответственно, поэтому их сумма равна транс
портному тарифу ц. + Ру = Сц, а условия (2.6.2), (2.6.3) получены на 
основании второй теоремы двойственности. 

Введем обозначение оценки свободной клетки таблицы 

Если среди оценок А̂у нет положительных (задача поставлена 
на минимум), то опорный план является оптимальным. 

Алгоритм оценки оптимальности плана методом потенциалов 
включает следующие этапы. 

а. Построение первого опорного плана. 
б. Проверка вырожденности плана. Потенциалы а,- и Ру могут 

быть рассчитаны только для невырожденного плана. Если число 
занятых клеток в опорном плане меньше, чем {т + п — 1), то не 
хватит количества уравнений для определения потенциалов, по
этому вносим нуль в одну из свободных клеток таблицы так, что
бы общее число занятых клеток стало равным (т + п — I). Нуль 
вводят в клетку с наименьшим тарифом, например в клетку одно
временно вычеркиваемых строки и столбца таблицы при состав
лении нового плана. При этом фиктивно занятая нулем клетка не 
должна образовывать замкнутого прямоугольного контура с дру
гими клетками таблицы. 

в. Определение значения функции цели путем суммирования 
произведений тарифов (удельных затрат) на объем перевозимого 
груза по всем занятым клеткам таблицы. 

г. Проверка условия оптимальности. Определяем потенциалы 
ау и Ру. Для каждой занятой клетки таблицы записываем уравне
ние а/ + Ру = c^j (/ = 1, m;y = 1, п). Получим систему (т -^ п — I) 
уравнений с (дм + л) переменными. 
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Так как число переменных больше числа уравнений (т + п> 
> /и -Ь л — 1), то система является неопределенной и имеет беско
нечное множество решений. Поэтому одному из неизвестных по
тенциалов а̂ , Ру задают произвольное значение, например для 
простоты вычислений полагаем щ = 0. Тогда остальные потенци
алы определяются из приведенных соотношений. В транспорт
ную таблицу добавляются дополнительная строка и столбец, ку
да заносятся потенциалы. 

Определяем оценки свободных клеток Ây. 
Если все Д̂у < О (задача решается на минимум целевой функ

ции) либо все Ац > О (задача решается на максимум целевой функ
ции), то оптимальный план найден. Если хотя бы одна оценка сво
бодной клетки Д̂y > О (задача поставлена на минимум) или А̂у < О 
(задача поставлена на максимум), план не является оптималь
ным, его можно улучшить, осуществив перераспределение груза. 

д. Построение нового опорного плана. Из всех положитель
ных оценок свободных клеток выбираем наибольшую (если зада
ча поставлена на минимум), из отрицательных — наибольшую по 
абсолютной величине (если задача поставлена на максимум). 
Клетку, которой соответствует наибольшая оценка, следует за
полнить, те. направить груз. Заполняя выбранную клетку, необ
ходимо изменить объемы поставок, записанных в ряде других за
нятых и связанных с заполняемой так называемым циклом. 

Циклом, или прямоугольным контуром, в таблице условий 
транспортной задачи называется ломаная линия, вершины кото
рой расположены в занятых клетках таблицы, а звенья - вдоль 
строк и столбцов, причем в каждой вершине цикла встречаются 
ровно два звена, одно из которых находится в строке, другое — в 
столбце. Если ломаная линия, образующая цикл, пересекается, 
то точки пересечения не являются вершинами. Для каждой сво
бодной клетки таблицы можно построить единственный цикл. 

Вершинам цикла, начиная от вершины, находящейся в сво
бодной клетке, присваиваем поочередно знаки «+» и «—». 

Из объемов груза, стоящих в минусовых клетках, выбираем 
наименьшее и обозначим его у. Перераспределяем величинуу по 
циклу, прибавляя у к соответствующим объемам груза, стоящим в 
плюсовых клетках, и вычитая у из объемов груза, находящихся в 
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минусовых клетках таблицы. В результате клетка, которая ранее 
была свободной, становится занятой, а одна из занятых клеток 
цикла становится свободной. 

Полученный новый опорный план проверяется на оптималь
ность, т.е. возвращаемся к четвертому этапу алгоритма. 

Примечания, 
1. Если в минусовых клетках построенного цикла находятся 

два (или несколько) одинаковых минимальных значения х,у, то 
при перераспределении объемов груза освобождаются две (или 
несколько) клеток и план становится вырожденным. Для продол
жения решения необходимо одну или несколько освобождаю
щихся клеток таблицы занять нулем, причем предпочтение отда
ется клетке с наименьшим тарифом. Нулей вводится столько, 
чтобы во вновь полученном опорном плане число занятых клеток 
было равно (т -Н я — 1). 

2. Если в оптимальном плане транспортной задачи оценка 
свободной клетки равна нулю (А̂у = 0), то задача имеет множест
во оптимальных планов. Для клетки с нулевой оценкой можно 
построить цикл и перераспределить груз. В результате получен
ный оптимальный план будет иметь такое же значение целевой 
функции. 

3. Значение целевой функции на каждой итерации можно 
рассчитать следующим образом: 

F{Xj^ = F{Xf^ -1) - Ŷ /> (задача поставлена на минимум); 
F(Xi^ = F{Xi^ -1) "̂  Ŷ (/ (задача поставлена на максимум), 

где Y — величина перемещаемого по циклу объема груза; 
А,у - оценка свободной клетки, в которую направляется груз при пере-

_ ходе к новому плану; 
F{Xi^ — значение целевой функции на к-Ш итерации; 

F{Xi^_ i) — значение целевой функции на предыдущей итерации. 

Пример 1. На три базы Ai,A2, А^ поступил однородный груз в 
количествах, соответственно равных 6, 8, 10 ед. Этот груз требу
ется перевезти в четыре магазина Bi, В2, В^, В^ соответственно в 
количествах 4, 6, 8, 8 ед. Стоимость доставки единицы фуза из 

158 



2.6. Метод потенциалов 

каждого пункта отправления в соответствующие пункты назначе
ния задана матрицей тарифов (тыс. руб. за ед. груза): 

( 1 2 4 3 
4 3 8 5 
2 7 6 3 

л 
/ = 1, 2, 3; 7 = 1, 2, 3, 4. 

Надо составить план перевозок однородного груза с мини
мальными транспортными издержками. 

Проверим необходимое и достаточное условие разрешимости 
задачи. 

3 
2:а/=6 + 8 + 10 = 24, 
/=1 

4 
i:/^/=4 + 6 + 8 + 8 = 26. 

у=1 

Как видно, суммарная потребность груза в пунктах назначе
ния превышает запасы груза на трех базах. Следовательно, мо
дель исходной транспортной задачи является открытой. 

Чтобы получить закрытую модель, введем дополнительную 
(фиктивную) базу v44 с запасом груза, равным 2 ед. (26-24). Тари
фы перевозки единицы груза из базы А^ во все магазины полага
ем равны нулю. 

Занесем исходные данные в распределительную табл. 2.6.1. 
1. Используя метод наименьшей стоимости, построим пер

вый опорный план транспортной задачи. 
Среди тарифов из всей таблицы наименьшим является Сц = 1, 

поэтому в клетку ylj^i направляем максимально возможный груз. 
Он равен min {6, 4} = 4. Тогда Хп = 4 и из базы А^ не вывезен груз 
в размере 2 ед., а потребность магазина В^ удовлетворена полно
стью. Столбец таблицы В^ выходит из рассмотрения. Из остав
шихся тарифов строки наименьший — Ci2 = 2. В клетку А1В2 на
правляем максимально возможный груз, равный min {2, 6} = 2. 
Тогда строка А^ выходит из рассмотрения, поскольку из базы А^ 
вывезен весь груз, а потребность второго магазина не удовлетво-
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Таблица 2.6.1 

мГ 

г' 
Хз 

^ 4 

«1 = 0 

« 2 = 1 

аз = - 1 

«4 = - 7 

Потреб
ности 

Вх 

P i = l 

1 
4 

4 

2 

0 

4 

5 

Р2 = 

2 -

4 + 

6 

2 

= 2 

2 

3 

7 

0 

^3 

Рз = 

4 

+ 

-

2 

2 

8 

7 

4 

8 

6 

0 

^4 

Р4 = 4 

3 

5 

3 
8 

0 

8 

Запасы 

6 

8 

10 

2 1 
^ \ Z = 26 
1 = 264^^^ 

рена на 4 ед. Из оставшихся тарифов наилучший С22 = 3 и С34 = 3. 
В клетку ^2^2 направляем груз, равный min {8, 4} = 4. При этом 
вычеркивается столбец Bj из рассмотрения. Из оставшихся тари
фов наименьший С34 = 3. В клетку 4̂3̂ 4 направляем фуз, равный 
min {10, 8} = 8. При этом потребность четвертого магазина удов
летворена, а из третьей базы не вывезены 2 ед. Этот нераспреде
ленный груз направляем в клетку ^з^з, Х33 = 2. Потребность тре
тьего магазина не удовлетворена на 2 ед. Направим от фиктивно
го поставщика — базы 7̂4 — 2 ед. в клетку ̂ 44̂ 3, т.е. Х43 = 2. 

В результате получен первый опорный план, который являет
ся допустимым, так как все грузы из баз вывезены, потребность 
магазинов удовлетворена, а план соответствует системе ограни
чений транспортной задачи. 

2. Подсчитаем число занятых клеток таблицы, их 7, а должно 
быть т + «—1=4 + 4—1 = 7. Следовательно, опорный план яв
ляется невырожденным. 

3. Определяем значение целевой функции первого опорного 
плана. 

F{X^) = 4 -1+2-2+ 4-3 + 4.8 + 2-6 + 8-3 + 2-0 = 88 тыс. руб. 
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4. Проверим оптимальность опорного плана. Найдем потен
циалы а̂ , Ру по занятым клеткам таблицы, в которых а^ + Ру = Су, 
полагая, что щ = О, решим систему уравнений: 

a i = 0 
a i + P i = l 
a i+p2=2 
а2+Р2=3 
СХ2+Рз=8 
аз+Рз=6 
аз+Р4=3 
а4+Р4 =3 

a i = 0 
0 + Pi=l 
0 + Р2=2 
а2+2=3 
1 + Рз=8 
аз+7=6 
-1 + Р4=3 
а4+7=0 

a i = 0 
Pl=l 
Р2=2 
0^2 = 1 
Рз=7 
аз =-1 
Р4=4 
а4=~7 

Занесем найденные значения потенциалов в табл. 2.6.1 и вы
числим оценки свободных клеток А,у = (ру + а,) — Су. 

Ai3 = 7 + О - 4 = 3; Ai4 = 4 + О - 3 = 1; А21 = 1 + 1 - 4 = -2 ; 
А24 = 4 + 1 - 5 = 0; Аз1 = 1 + (~1) - 2 = -2 ; А32 = 2 + (-1) - 7 = ->6; 
А41 = 1 + (-7)~0 = -6;А42 = 2 + ( - 7 ) - 0 = --5;А44 = 4 + (~7)-0 = ~3. 

Первый опорный план не является оптимальным, так как 
Ai3 > О и Ai4 > О, поэтому переходим к его улучшению. 

5. Выбираем максимальную оценку свободной клетки — 
Ai3 = 3. Для клетки ^1^3 построим цикл перераспределения груза. 
Для этого в перспективную клетку ̂ 41̂ 3 поставим знак «+», а в ос
тальных вершинах многоугольника чередующиеся знаки «—», 
«+», «—». Цикл приведен в табл. 2.6.1. 

Из грузов х,у, стоящих в минусовых клетках, выбираем наи
меньшее, т.е. у = min {2, 4} = 2. Прибавляем 2 к объемам грузов, 
стоящих в плюсовых клетках и вычитаем 2 из х,у, стоящих в мину
совых клетках. В результате получим новый опорный план П, 
приведенный в табл. 2.6.2. 

6. Определяем значение целевой функции: 

F(X2) = F(XO - YAI3 = 88 >- 2 . 3 = 82 (тыс. руб.) 
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Таблица 2.6.2 
[ Ч Sj 

г' 
г' 
г' 
\А. 

aj = 0 

а2 = 4 

аз = 2 

а4 = - 4 

Потреб
ности 

^1 

P i - 1 

4 -

+ 

1 

4 

2 

0 

4 

^2 

P 2 - - I 

2 

3 
6 

7 

0 

6 

^3 

Рз = 4 

4 
+2 

8 
2 

6 
- 2 

0 
2 

8 

В4 

Р4=1 

3 

5 

3 
8 

0 

8 

Запасы 
а, 

6 

8 

10 

2 

\ . 26 

26 X . 

7. Количество занятых клеток в плане II — 7, следовательно, 
план невырожденный. 

8. Проверяем оптимальность плана методом потенциалов, 
для этого находим потенциалы а̂ , Ру по занятым клеткам, где 
ttj -ь Ру = с^р полагая, что щ = 0; 

a i = 0 
a i + P i = l 
а 1 + Р з = 4 

а 2 + Р з =8 
а 2 + р 2 = 3 
а з + Р з =6 
а з + Р 4 = 3 
а 4 + Р з =0 

a i = 0 
0 + p i = l 
0 + Р з = 4 
а 2 + 4 = 8 
4 + р2=3 ^ 
аз-н4 = 6 
2 + р4=3 
а 4 + 4 = 0 

a i = 0 

P i = l 
Рз=4 
а 2 = 4 
р 2 = Ч 
аз =2 

Р4=1 
а4 = -4 

Затем рассчитываем оценки свободных клеток: 
Д,2 = О + (-1) - 2 = - 3 ; Ai4 = О + 1 - 3 = - 2 ; Аг, = 4 + 1 - 4 = 1; 
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Д24 = 4 + 1 - 5 = 0; Аз1 = 2 + 1 - 2 = 1; Аз2 = 2 - 1 - 7 = ~6; 
А41 = - 4 + 1 - О = - 3 ; Л42 = - 4 - 1 - О = - 5 ; А44 = - 4 + 1 - О = - 3 . 

План, полученный в табл. 2.6.2, не оптимальный, так как 
Дз, > О и Аз1 > 0. 

9. Проводим улучшение плана II путем перераспределения 
грузов. В качестве перспективной клетки для загрузки выбираем 
A^Bi, в которую записываем +, затем строим цикл перераспреде
ления, приведенный в табл. 2.6.2. 

В построенном цикле определяем величину у = min (4, 2) = 2. 
Перераспределив груз, получаем новый план III, приведен

ный в табл. 2.6.3. 
Таблица 2,6.3 

Гк^ 
г' 
\А2 

Мз 

^ 4 

ai = 0 

а2 = 4 

аз = 2 

а4 = - 4 

Потреб
ности 

^1 

Pi=l 

2 

+ 

1 

4 

2 
2 

0 

4 

В2 

Р2=-1 

2 

3 
6 

7 

0 

6 

Вз 

Рз = 4 

4 

2 

+ 4 

8 

6 

0 
2 

8 

В, 

Р4=2 

3 

5 

3 
8 

0 

8 

Запасы 

6 1 

8 

10 

2 

\ v 26 

26 \ s l 

10. Количество занятых клеток 7, а должно быть w+ л — 1 = 7, 
следовательно, план III невырожденный. 

11. Вычислим значение целевой функции: 

Д^з) = FiXj) - Y • А31 = 82 - 2 . 1 = 80 тыс. руб. 

12. Проверяем оптимальность плана III методом потенциа
лов. Находим потенциалы по занятым клеткам: 

163 



Глава 2. Методы и модели линейного программирования 

а , =0 

a , + P i = l 

a i+p3=4 

а2+Рз=8 ^ 
а2+Р2=3 ^ 
a3+Pi=2 
аз + р4=3 
а4+Рз=0 

a i = 0 
0 + P i = l 
0 + Рз=4 
а2+4 = 8 
4 + Р2=3 
аз + 1 = 2 
1 + Р4=3 
а4+4=0 

a i = 0 

P l = l 
Рз=4 
«2=4 
Р2=-1 
аз =1 
р4=2 
а4 = -4. 

Рассчитываем оценки свободных клеток: 

Ai2 = - 1 + О - 2 = - 3 ; Ai4 == 2 + О - 3 = - 1 ; А21 = 1 + 4 - 4 = 1; 
А24 = 2 + 4 - 5 = 1; Аз2 = - 1 + 1 - 7 = - 7 ; Азз = 4 + 1 ~ 6 = - 1 ; 
А41 = 1 + (-4) - О = - 3 ; А42 = - 1 + (-4) ~ О = - 5 ; 
А44 = 2 + (-4) - О = ~2. 

План не оптимальный, так как Д21 > О и А24 > 0. 
13. Проводим улучшение плана III перераспределения груза. 

В качестве перспективной клетки для загрузки выбираем ^2^ь ^ 
которую записываем +, затем строим цикл перераспределения в 
табл. 2.6.3. 

Определяем величину у ~ niin (2; 2) = 2. После проведения 
операции перераспределения получаем план IV, приведенный в 
табл. 2.6.4. 

14. План получается вырожденный, поскольку в минусовых 
клетках цикла находятся два одинаковых минимальных объема 
груза, равные 2, и при перераспределении две клетки AiB^ и ^2^2 
оказались свободными, поэтому число занятых клеток будет 
меньше, чем m + л — 1 = 7. Для продолжения решения в одну из 
освободившихся клеток — в клетку AiB^, так как тариф Сц мень
ше С23, записываем нуль. 

15. Вычисляем значение целевой функции: 

F^^) = F(X^) - Y • А21 = 80 - 2 . 1 = 78 тыс. руб. 
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Таблица 2.6.4 

X " 

рг 
л 

\^г 

[А, 

а, = 0 

а2 = 3 

a j = l 

а4 = --4 

Потреб
ности 

Bi 

P i = l 

1 
0 

4 
2 

2 
2 

0 

4 

Вг 

Р2=0 

2 

3 
6 

7 

0 

6 

^3 

Рз = 4 

4 
6 

8 

6 

0 
2 

8 

^4 

Р4=2 

3 

5 

3 
8 

0 

8 

Запасы 
а,-

6 

8 1 

10 

2 

\ . 26 
26 \ v 

16. Проверяем оптимальность плана IV методом потенциа
лов. Находим потенциалы по занятым клеткам: 

a i = 0 

cxi+Pi=l 
сс1+Рз=4 
« 2 + P i = 4 ^ 

а 2 + Р 2 = 3 
а з + р 1 = 2 
а з + р 4 = 3 
а4-1-рз=0 

a i = 0 
0 + p i = l 
0 + Р з = 4 
а 2 + 1 = 4 
3 + Р2=3 ^ 
азН-1 = 2 
1 + Р4=3 
а 4 + 4 = 0 

a i = 0 

P i = l 
Рз=4 
«2 =3 
Р2=0 
аз =1 
Р4=2 
а4 = - 4 

Рассчитаем оценки свободных клеток: 

^ - 2 ; Д,4 = 2 + О - 3 ^ 
^ 0; Аз2 = О + 1 - 7 = 

А,2 = О + О - 2 = 
А24 = 2 + 3 - 5 = 
Д4, = 1 + (-4) - О = - 3 ; А42 = О + (-4) - О = - 4 ; А44 = 2 + (-4) - 0= - 2 

-1;Д2з = 4 + 3 - 8 = - 1 ; 
6;Дзз = 4 + 1 - 6 = - 1 ; 
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Поскольку все оценки не превышают О, то план IV является 
оптимальным, тогда решение задачи можно представить следую
щим образом: 

XI ^ 
Го О 6 о1 
2 6 0 0 
2 0 0 8 

F{X^) = n тыс. руб. 

Таким образом, с первой базы необходимо весь груз напра
вить в третий магазин, со второй базы направить в первый и 
второй магазины в количестве 2 ед. и 6 ед., а груз с третьей базы 
следует вывозить в первый и четвертый магазины в количестве 2 
и 8 ед. соответственно. При этом потребность третьего магазина 
5з остается неудовлетворенной в объеме 2 ед. Общая стоимость 
доставки фуза потребителям будет минимальной и составляет 
78 тыс. руб., экономия составила 10 тыс руб. Так как оценка сво
бодной клетки Д24 = О, то задача имеет множество оптимальных 
планов. 

Контрольные вопросы 
1. Как формулируется транспортная задача? 
2. Как составляется первый опорный план в транспортной за

даче? 
3. В чем сущность метода потенциалов? Как с его помощью 

проверяется опорный план транспортной задачи на оптималь
ность? 

4. Как решаются транспортные задачи с нарушенным балан
сом между спросом и предложением? 

5. Как разрешается проблема вырождения в транспортной за
даче? 

Задачи 

1—2. Поставщики товара — оптовые коммерческие предприя
тия Ах, /̂ 2, ..., А^ имеют товаров соответственно в количестве 
а^, а^..., <1гп О ^ Ь ^)- Розничные торговые предприятия Bi, Bi, 
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..., 5^ подали заявку на закупку товаров в объемах соответственно 
ftj, ^2' —у ^п (/ "^ 1> ^)- Тарифы перевозок единицы груза с каждого 
из пунктов поставки в соответствующие пункты потребления за
даны в виде матрицы С = ||ĉ y|| (/ = 1, т;у = 1, л). 

Найдите такой план перевозки груза от поставщиков к потре
бителям, чтобы совокупные затраты на перевозку были мини
мальными. 

1. 

С = 

а, = 222 
02 = 188 
аз = 210 
04 = 380 

2. 
а, = 190 
02 = 310 
Дз = 260 
04 = 140 

г>1 = 125 
б2 = 75 
6з = 200 
4̂ = 380 
5̂ = 220 

by = 500 
2̂ = 120 

bi = 180 
Z>4 = 200 

с= 

23 
7 
2 ь 

Г8 
28 
7 u 

21 
17 
16 
9 

23 
16 
15 
4 

11 
5 
8 
21 

21 
5 
4 
21 

8 3 
2 4 
4 3 
8 4 

19] 
7 
5 

3J 
3. Фирма «Союз» обеспечивает доставку видео- и аудиокас

сет с четырех складов, расположенных в разных точках города, в 
четыре магазина. 

Запас кассет, имеющихся на складах, а также объемы заказов 
магазинов и тарифы на доставку представлены в транспортной 
таблице. 

Склады 

Склад № 1 

Склад № 2 

Склад № 3 

Склад № 4 

Заказы, шт. 

Магазины 

№ 1 
2 

5 

3 

4 

190 

№2 
6 

1 

2 

5 

170 

№3 
4 

9 

2 

10 

110 

№4 
3 

2 

6 

3 

30 

Запасы, 
тыс. шт. 

120 

240 

80 

60 
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Определите объемы перевозок, обеспечивающих их мини
мальные затраты. 

4. Московский филиал фирмы The Coca-Cola Company, выпу
скающей газированные напитки Sprite, Coca-Cola, Fanta, склади
руемые в разных местах, должен поставить продукцию в четыре 
крупных московских супермаркета: «Рамстор-1», «Рамстор-2», 
«Седьмой Континент», «Арбатский». 

Каждая упаковка содержит 6 емкостей по 2 литра. Тарифы на 
доставку товара, объемы запасов и заказы на продукцию приве
дены в таблице. 

Склады 

Coca-Cola 
Sprite 
Fanta 
Заказы, уп. 

Супермаркеты 

«Рам
стор-1» 

6 
5 
9 

150 

«Рам
стор-2» 

4 
7 
4 

250 

«Седьмой 
Конти
нент» 

9 
8 
6 

150 

«Арбат
ский» 

5 
6 
7 

350 

Запасы 

400 
300 
200 

Определите оптимальный план поставок газированных на
питков в супермаркеты города, а также вид транспортного сред
ства для доставки продукции и затраты на перевозку. 

5. Автотранспортная компания «Астрада» обеспечивает до
ставку шин Bridgestone с трех оптовых складов, расположенных в 
Москве, Нижнем Новгороде и Покрове в пять магазинов в Че-

Склады 
в городах 

Москва 
Нижний 
Новгород 
Покров 
Заявки 

Магазины 

Чебок
сары 

14 
6 

12 
200 

Нижний 
Новгород 

8 
1 

6 
280 

Вязники 

6 
2 

4 
240 

Набе
режные 
Челны 

20 
12 

18 
220 

Казань 

16 
8 

14 
210 

Запасы 

350 
400 

400 
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боксарах, Нижнем Новгороде, Вязниках, Набережных Челнах и 
Казани. Объемы запасов шин на складах, объемы заявок магази
нов и тарифы на перевозку приведены в транспортной таблице. 

Составьте оптимальный план, обеспечивающий минималь
ные транспортные расходы перевозок. 

6. Фирма «Московия» заключила контракт с компанией АЛ-
РОСА («Алмазы России-Саха») на покупку промышленного зо
лота для его реализации в пяти городах в объемах: Самара — 80 кг, 
Москва — 260 кг, Ростов-на-Дону — 100 кг, Санкт-Петербург — 
140 кг. Нижний Новгород — 120 кг 

Компания располагает тремя месторождениями «Мирное», 
«Удачный» и «Полевое», которые планируют за год выработать 
соответственно 200, 250 и 250 кг золота. 

Определите минимальную стоимость фрахта специализиро
ванного транспорта, обеспечивающую полное удовлетворение 
заявок покупателей, при заданной матрице тарифов. 

С = 
7 9 15 4 18 
13 25 8 15 5 
5 11 6 20 12 

7. Составьте оптимальный план перевозки автомобилей из го
родов Ижевск, Казань, Тольятти в города Москву, Саранск и Уль
яновск. Стоимость перевозки одного автомобиля составляет 10 
руб. за км. Расстояние между городами и объемы заявок пред
ставлены в таблице. 

Города 

Ижевск 
Казань 
Тольятти 
Заказы, шт. 

Города 

Москва 

10500 
7500 
9000 

100 

Саранск 

6000 
3900 
3600 

50 

Ульяновск 

4500 
2100 
1500 

15 

Запасы, 
шт. 

20 
65 
80 

Составьте оптимальный план перевозок, обеспечивающий 
минимальные затраты на перевозку. 
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8. Составьте оптимальный план перевозки лекарств с мини
мальными затратами из аптечных складов в пять аптек города: 
больницу № 15, городские клинические больницы № 7, 23 и 
50 и госпиталь им. Н. Н. Бурденко. Запасы лекарств на складах, за
явки потребителей и тарифы перевозок представлены в таблице. 

Склады 

АС № 1 
Фарма К. 
ПРОТЕК 
Заказы 

Аптеки больниц 

№ 15 

10 
10 
12 
50 

№7 

И 
11 
12 

200 

№23 

6 
8 

10 
60 

№50 

7 
9 

12 
100 

Бурденко 

8 
12 
14 
40 

Запасы 

100 
150 
200 

9. Составьте оптимальный план перевозки угля с минималь
ными транспортными расходами из шахт «Варгашорская» (В), 
«Западная» (3) и «Комсомольская» (К), еженедельно добываю
щих соответственно 26, 32 и 17 тыс. т. Покупатели угля располо
жены в разных городах А, В, С и D, заявки которых составляют 
28, 19, 12 и 16 тыс. т соответственно. Тарифы, определяющие сто
имость перевозки 1 тыс. т между поставщиками и потребителя
ми, представлены в транспортной таблице. 

Шахты 

1 Западная 
Варгашорская 
Комсомольская 
Заявки, тыс. т 

Потребители 

А 

70 
80 
80 
28 

В 

76 
84 
83 
19 

С 

72 
82 
82 
12 

D 

68 
77 
76 
16 

Добыча угля, 
тыс. т в неделю 

32 1 
26 
17 

10. Составьте оптимальный план завоза хлебобулочной про
дукции с минимальными транспортными расходами из трех пе
карен фирмы «Колос» в четыре булочные города: А, В, С, D. За
казы на поставку хлебобулочных изделий, производительность 
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пекарен и транспортные тарифы представлены в транспортной 
таблице. 

Мини-пекарни 

№1 
. №2 

1 №3 
Заказы, кг/сутки 

Булочные 

А 

4 
9 
6 

520 

В 

7 
6 
7 

610 

С 

6 
7 
5 

380 

D 

10 
5 
8 

760 

Производитель
ность пекарен, 

кг/сутки 

830 
670 
770 

11. Сельскохозяйственный кооператив «Ласточка» в области 
имеет три филиала Oi, Ф2 и Ф3, которые обеспечивают поставка
ми подсолнечных семян в соответствии с заявками пять заводов — 
производителей подсолнечного масла А, В, С, D и Е. Объемы за
пасов семян, объемы заказов на поставку и тарифы на перевозку 
приведены в транспортной таблице. 

Филиалы 

! Ф, 
Фз 
Фз 

Заявки, т 

Заводы 

А 

7 
13 
5 

400 

В 

9 
12 
14 

520 

С 

15 
8 
6 

480 

D 

4 
15 
20 
560 

Е 

18 
5 
12 

540 

Запасы, т 

630 
710 
820 

Постройте оптимальный план перевозки подсолнечных се
мян с минимальными транспортными расходами. 

2.7. Анализ устойчивости 
коммерческой деятельности предприятия 

Анализ устойчивости коммерческой деятельности предприя
тия связан с изучением степени влияния динамики изменения 
показателей условий среды на результаты коммерческой дея
тельности. 
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Так, после того как получено оптимальное решение в п. 2.3.2, 
по исходным статическим условиям задачи п. 2.2.1 проводится 
анализ моделей на чувствительность изменения оптимального 
решения к возможным изменениям внешних условий, т.е. дина
мике реальной жизни. Безусловный интерес представляют во
просы оценки влияния изменения спроса, запасов сырья, а также 
оптовых или розничных цен на оптимальное решение. В таком 
случае рассматривается по частям некоторый комплекс линей
ных оптимизационных моделей, что и придает модели динамич
ность, позволяющую проанализировать в совокупности влияние 
возможных изменений исходных условий на полученное 
ранее оптимальное решение. Таким образом, проводится иссле
дование коммерческой деятельности на моделях, динамические 
характеристики которых отображают природу реальных процес
сов жизни, поскольку вначале полученное статическое решение 
может устареть и быть непригодным для реализации. 

Взаимосвязь экономических показателей рассматриваемой 
задачи можно представить в виде следующего выражения: 

Доход =/(ресурсы, спрос, цены, инвестиции). 
Перейдем к последовательному анализу влияния факторов на 

критерий целевой функции дохода от продажи красок для наруж
ных и внутренних работ. В общем виде экономико-математичес
кая модель поставленной в п. 2.2.1 задачи имеет следующий вид: 

F{X) = (с̂ Хн + с̂ Хз) -> max 

4^н +«î B 
alx^^ +alx„ 
х„^Ои^ 
x^<D^, 
дс„>0, 
дс„>0. 

^ь,. 
^h: 

Взаимосвязь показателей этой задачи можно представить в 
виде графа древовидной структуры (рис. 2.7.1), состоящего из по
казателей коммерческой деятельности (элементов), уровней и 
связей между ними. 
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Рис. 2,7.1. Древовидный граф связи показателей коммерческой деятельности 

Анализ чувствительности заключается в количественной 
оценке степени влияния изменения на 1 % или на 1 ед. каждого из 
показателей нижнего уровня на показатели верхнего уровня. Та
ким образом, можно определить чувствительность изменения 
выручки от реализации в зависимости от изменения других 
включенных в модель показателей. Кроме того, можно опреде
лить зоны устойчивости работы предприятия, выявить диапазо
ны возможного изменения каждого показателя коммерческой де
ятельности. 

Воспользуемся результатами, полученными в разделе 2.3, и 
запишем экономико-математическую модель задачи: 

F0() = (2х„ + Зхз) -> max 

0,5х„+Хв<3, (1) 
х„+0 ,5хз<4 , (2) 
Хв-х„<1,5 , (3) 
Хз<2, (4) 
х„>0,25, (5) 
Хв>0,5. (6) 
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Геометрический метод позволил получить статическую об
ласть допустимых решений, представленную на рис. 2.7.2. 

Е{3\;1\) 

Рис. 2,7.2. Область допустимых решений 

1. Рассмотрим, как влияет на оптимальное решение изменение 
запасов ресурсов А и В. Возможны два варианта постановки этой 
задачи: 

а) насколько можно увеличить запас ресурса А или В для улуч
шения полученного оптимального значения дохода от продажи 
краски; 

б) насколько можно уменьшить запас ресурса 4̂ или В при со
хранении полученного оптимального значения дохода от прода
жи? 

Эти задачи называют анализом модели на устойчивость (чув
ствительность) к правой части (ограничений), так как величина 
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запаса каждого ресурса записывается именно в правой части ус
ловий-ограничений. Ограничения линейной модели делятся на 
связывающие (активные) и несвязьгаающие (неактивные). 

Ресурс, соответствующий связывающему ограничению, явля
ется дефицитным ресурсом, так как он используется полностью. 
Ресурс же, соответствующий не связывающему ограничению, яв
ляется недефицитным ресурсом, так как он имеется в избытке. 
Поэтому при анализе модели на чувствительность к правым час
тям ограничений определяют: 

предельно допустимое увеличение запаса дефицитного ресур
са, позволяющее улучшить найденное оптимальное решение; 

предельно допустимое уменьшение запаса недефицитного ре
сурса, не изменяющее найденное ранее оптимальное решение. 
Это особенно важно, если остатки недефицитного ресурса мож
но использовать для других целей. 

Следует заметить, что анализировать влияние на оптимум 
увеличения недефицитных ресурсов или уменьшения объема де
фицитных ресурсов не имеет смысла, поскольку в первом случае 
и без того избыточный ресурс становится еще более избыточным, 
что никак не скажется на полученном ранее решении. Вторая же 
часть задачи особенно важна, поскольку сокращение объема де
фицитного ресурса никогда не улучшает значения целевой функ
ции и, следовательно, приведет к уменьшению дохода от реализа
ции, т.е. ухудшению показателей коммерческой деятельности 
предприятия. 

В рассматриваемой задаче используемые запасы сырья Аи В 
являются дефицитными ресурсами, поэтому последовательно 
рассмотрим сначала увеличение запасов сырья (ресурса) А. 

На рис. 2.7.3 видно, что при увеличении запаса этого ресурса 
прямая (1) перемещается вверх параллельно самой себе, при этом 
треугольник DA'JF постепенно стягивается в точку )§Г(3, 2). В этом 
случае областью допустимых решений становится многоуголь
ник ABCKF, а оптимальному решению соответствует точка К, а 
ограничения (2) и (4) становятся связывающими. В точке ^огра
ничение (1) становится избыточным, поскольку любое дальней
шее увеличение запаса ресурса А не влияет ни на область допус-
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Рис. 2.7.3. Изменение области допустимых решений 
от величины запасов ресурса А 

ТИМЫХ решений, ни на оптимальное решение. Именно в этом и 
состоит отличие недефицитности ресурса от его избыточности: 
исключение избыточного ограничения не изменяет ни области 
допустимых решений, ни самого оптимального решения, в то 
время как исключение исходного ограничения, соответствующе
го дефицитному ресурсу, всегда изменяет область допустимых ре
шений, но не всегда — оптимальное решение. Таким образом, нет 
необходимости увеличивать объем сырья А сверх того предельно
го значения, при котором соответствующее ему ограничение (1) 
станет избыточным, где прямая (1) пройдет через точку К, что и 
указывает на новое оптимальное решение. 

Этот предельный уровень можно найти следующим образом. 
Сначала определяются координаты точки К, являющейся точкой 
пересечения прямых (2) и (4), которая находится из решения си
стемы уравнений: 

Хн+0,5хв=4, 
Хп=2. 
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Затем путем подстановки координат точки К(3; 2) в левую 
часть ограничения (1) определяется максимально допустимый за
пас ресурса/!: 

0,5XH + ХЗ == 0,5 • 3 + 2 = 3,5 (т). 

Следовательно, разумно увеличить запас сырья А на 0,5 т, при 
этом новое оптимальное значение целевой функции будет равно: 

/;^,,(/0 = 2-3 + 3.2=12(тыс.руб.) 

2. Аналогично решается задача о целесообразности увеличе
ния запасов дефицитного ресурса (сырья) В в соответствующем 
офаничении (2) (рис. 2.7.4). 

Рис. 2.7.4, Изменение области допустимых решений 
от величины запасов ресурса В 

Новым оптимальным решением становится точка L, где пере
секаются прямые (1) и (6), т.е. 0,5х„ + Xg = 3 и Xg = 0,5. Очевидно, 
ее координаты х̂  = 5 и Хд = 0,5, причем запас сырья В можно уве
личить до значения, равного х^ 4- 0,5Хв = 5 + 0,5 • 0,5 = 5,25 т, т.е. 
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на 1,25 т, тогда новое оптимальное значение целевой функции бу
дет равно: 

^тах(^) = 2-5 + 3 -0,5 = 11,5 тыс. руб. 

3. Рассмотрим теперь решение задачи о возможности сниже
ния запасов недефицитных ресурсов (т.е. об уменьшении правой 
части несвязывающих ограничений). 

Ограничение (4) х̂  < 2 задает уровень спроса на краску для 
внутренних работ. На рис. 2.7.5 видно, что прямую CD (4) можно 
опускать параллельно вниз до пересечения с точкой Е (37з» 17з)> 
не изменяя оптимального решения. Таким образом, при умень
шении спроса на краску для внутренних работ до величины 
Xg = 17з> т. е. на (2 — 1 Vs) ~ VSJ оптимальность полученного ранее 
решения сохраняется. 

1 

0,5 

•п—г 
0,25 

/з;1/з) 

Рис. 2.7.5. Изменение области допустимых решений от объема спроса 

Ограничение (3) — х̂ , + х̂  < 1,5 представляет соотношение 
между суточным спросом на краску для внутренних работ и су
точным спросом на краску для наружных работ. В этом случае 
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правую часть ограничения также можно уменьшать до тех пор, 
пока прямая ВС (3) (рис. 2.7.6) не достигнет точки Е. 

к 

2 -

1 -

0,5-

0 

-1 -

-2 •> 

у 

С 

Б/(ЗГ 

А 

(5) 

1 i 

0,25 

(4) 

1 

D 

(1) 

(б) У 

/г \ 
3 

у(^ФъЛ\) 

f 

1 1 
4 5 

^ 

Рис. 2.7.6. Изменение области допустимых решений 
от изменения соотношения спроса на краски 

При этом правая часть ограничения (3) станет равной 
-х„ + Хв = -37з + 17з ~ ~"2 т, а само решение (3) может быть за
писано в виде: 

'-Xy^ + Xg < —2 или х„ — Хр > 2. 

Полученный результат показывает, что если суточный спрос 
на краску для наружных работ будет превышать суточный спрос 
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на краску для внутренних работ не менее чем на 2 т, то ранее по
лученное оптимальное решение также не изменится. 

Полученные результаты можно обобщить и представить в ви
де табл. 2.7.1. 

Таблица 2.7.7 

Ресурс 

Ьг 

h 

h 

ЬА 

Тип 
ресурса 

Дефицит
ный 

Дефицит
ный 

Недефицит
ный 

Недефицит
ный 

Предельно 
допустимое 
изменение 

запаса ресурса 
^bi, т 

^b^ = 3,5 - 3 = 
= 0,5 

^b2 = 5,25 - 4 = 
= 1,25 

А з̂ = - 2 - 1 , 5 = 
= -3 ,5 

/з 

Предельное 
приращение 

оптимального 
значения AF̂ , 

тыс. руб. 

А/', = 1 2 -
-107з=17з 
А/ '2=11 ,5 -
- 1 0 7 з = '/б 

А / ' з^Ю' / з -
-10V3 = 0 

AF4=10V3-
-10V3 = 0 

Значение /?,-, 
тыс. руб./ т 

/̂ i = 2V3 

Р1 = ^/ъ 

Рз = 0 

Р4 = 0 

4. При решении задач анализа модели на чувствительность в 
условиях ограничения на затраты, связанные с дополнительным 
привлечением ресурсов или с инвестициями, что характерно для 
большинства экономических задач, возникает задача выбора 
предпочтения ресурсов при вложении дополнительных средств. 
Для этого вводится показатель ценности /?,• дополнительной еди
ницы ресурса /-Г0 вида, которую можно найти по формуле 

Л = -М. 
^h ' 

где Lbi — предельно допустимое изменение запаса ресурса; 
AFf — соответствующее предельное приращение оптимального значения 

целевой функции. 

Используя данные табл. 2.7.1, например, для ограничения (1), 
вычислим ценность соответствующего ресурса А: 
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Аналогично можно определить ценность единицы каждого из 
остальных используемых ресурсов, что и представлено в послед
нем столбце табл. 2.7.1. 

На основе полученных данных можно сделать вывод о том, 
что дополнительные вложения (инвестиции) следует направить 
прежде всего на увеличение ресурса Ь^ (сырье A)pi = 2^/^, а затем 
уже — на увеличение ресурса Z>2 (сырье В) pj = /3. Как и предпо
лагалось ранее, увеличивать объем недефицитных ресурсов не 
следует (рз=/?4'=0). 

5. Рассмотрим теперь, в каких пределах возможно изменение 
цен на краски, при которых не происходит изменение оптималь
ного решения. Цены_21а краски с„ и с^ определяют наклон линии 
целевой функции F{X) = {с^^ + ^Л)- Уменьшение с^ или увели
чение Сз приводит к вращению линии целевой функции против 
часовой стрелки относительно точки Е вплоть до совпадения с 
линией Z)/* графика (1) (рис. 2.7.7). В этом случае доход от прода
жи изменяется, а множество вариантов плана получим на прямой 
DE. Такое же явление наблюдается при вращении линии целевой 
функции по часовой стрелке относительно точки Е при измене
нии коэффициентов целевой функции в противоположную сто
рону, что и указано на рис. 2.7.7. В этом случае получим на линии 
^'Z'множество альтернативных решений л:„ и х^, крайние из кото
рых точки £• и /'указывают на получение оптимальной величины 
дохода. 

Дальнейший анализ заключается в определении допустимого 
интервала изменения цены с^ при постоянной цене Cg = 3, при 
котором решение остается оптимальным. Находим максималь
ное значение с„, увеличивая его до тех пор, пока наклон прямой 
целевой функции не совпадает с прямой EF(2), тогда это значе
ние находится^ из равенства тангенсов углов наклона линий 
н̂̂ в + Зхз = Е(Х)их^ + 0,5хз = 4: 

а„ с„ 1 
Cg at 3 0,5 
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Рис. 2.7.7. Влияние изменения цен на доход от продажи 
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При этом доход от реализации увеличится и может составить 
6 • З7з + 3 • 17з "̂  24 тыс. руб. Аналогично минимальное значение 
с„ находим, уменьшая его до тех пор, пока наклон прямой, соот
ветствующей целевой функции, не совпадет с прямой ВЕ{1), тог
да это значение находится из равенства тангенсов углов наклона 
линий с„л:н + ЗХв = F(X) и 0,5х„ + х^ = 3: 

tg& = — = ̂ ; -̂ f- = ^=^maxc„=l,5->l,5.x„+3x3=F(J). 

При этом доход от реализации уменьшится и станет равным 
1,5 • З7з + 3 • 17з ~ 9 тыс. руб. Таким образом, допустимый интер
вал изменения цены с„, в котором точка £" остается единственной 
оптимальной, определяется неравенством 1,5 < с„ < 6. При 
с„ = 1,5 оптимальным решением является весь отрезок DE, его 
любая точка, включая точки £'и Z). Если с̂  < 1,5, то оптимум сме
щается в точку D. 

Аналогично при с̂  = 6 оптимальное значение целевой функ
ции достигается в любой точке отрезка EF, включая точки ЕиЕ, 
Если же с„ > 6, то в этом случае оптимум смещается в точку F. 

Следует заметить, что при с„ < 1,5 ресурс Ь^ становится дефи
цитным, а ресурс Z?2 — недефицитным, т.е. если выручка от прода
жи 1 т краски для наружных работ станет меньше 1,5 тыс. руб., то 
для фабрики наиболее выгодно выпускать максимально допусти
мое количество краски для внутренних работ, Xg = 2 т в сутки. 
При этом общее потребление сырья В снизится, что обусловит 
недефицитность этого ресурса в офаничении (2). 

Соответствующие выводы можно сделать и для случая с„ > 6, 
когда ресурс Z>2 становится дефицитным, а ресурс bi — недефи
цитным. В этом случае доход от продажи 1 т краски для наружных 
работ будет больше 6 тыс. руб. и наиболее выгодным становится 
выпуск только краски этого вида (точка F) в объеме 
Хц = 4 т в сутки. При этом общее потребление недефицитного сы
рья А снижается, Ьх—ъ ограничении (1). 
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Аналогичные вычисления можно сделать и для цены на крас
ку для внутренних работ с^: 

2 J 1 

tga = ̂  = ̂ ] — = —=>тшСв=1=>2х„+1,0хв=/'(Л, 
в̂ ai в̂ >̂-̂  *ъ 

F(X) = 8 тыс. руб. 

tg^ = — = ̂ \ — = -^-=>тахСв=4=>2х„+4хв=/^(Л, в̂ а^ в̂ ^ 

F(^) = 12Tbic.py6. 

Таким образом, допустимый интервал изменения цены для 
нее составит 1,0 < с̂  < 4, при этом единственным оптимальным 
решением остается точка Е(3^/у, 17з)- Если цена с^ = 1 тыс. руб., 
то оптимальной является любая точка отрезка EF, При дальней
шем уменьшении цены с^ краски для внутренних работ оптимум 
смещается в точку F, следовательно, выпуск фабрикой краски 
этого вида становится невыгодным. Если же цена с̂  = 4 тыс. руб., 
то оптимальное значение целевой функции достигается в любой 
точке отрезка DE, а дальнейшее увеличение цены с^ смещает оп
тимум в точку Z). 

6. С целью расширения использования возможностей мето
дов и моделей линейного программирования воспользуемся еще 
составлением двойственной задачи по отношению к исходной 
или прямой. Обозначим ^i, ĵ2> Уз^ У4 "" двойственные оценки (те
невые стоимости) единицы каждого ресурса задачи. Тогда двой
ственная задача формулируется следующим образом: определить 
оценку единицы каждого вида ресурса, чтобы при заданных объ
емах ресурсов, нормах их расхода и показателях дохода общая 
стоимость затраченных ресурсов была бы минимальной. 

Запишем математическую модель двойственной задачи к 
сформулированной выше в п. 2.3.2 примера 2 прямой задаче ли
нейного программирования: 
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Прямая задача 
Определить X* = (х„*; х^*), 
который при ограничени
ях: 

[0,5хн+Хв<3, 
х„+0,5хв<4, 

J~XB+XH<1,5, 
Хв<2, 

[х„>0, Хз>0 
обеспечивает максимум 
F{X) = (2JC„ + Зхз) -> max. 

ДвойственнаяJадaчa 
Определить Г* = (yi*; Уз*; Уз*; 3̂4*)» 
который при ограничениях: 

У1+0,5у2+Уз+>'4^3, 
j/i>0, 3/2^0, уз^О, У4^0 

обеспечивает минимум 
F{Y) = (Зу1 + 4у2 + 1,5уз + 2у4) -^ min. 

Решение двойственной задачи определяет оптимальную сис
тему оценок ресурсов, используемых для производства красок. 
Установим сопряженные пары прямой и двойственной задач: 

Х„ Xg Xi Х2 Х'}, Х4 

У5 Уб Ух Уг Уъ УА-

Пользуясь решением прямой задачи (табл. 2.3.3), получим 
(табл. 2.7.2) решение двойственной задачи, для чего перепишем 
симплексную таблицу оптимального решения. 

Таким образом, оптимальный план двойственной задачи к за
даче планирования производства краски имеет следующий вид: 

^ 1л2/ 1̂* = (27з; 7з; 0; 0; 0; 0) ДГ*) = W/y 
Проведем анализ оптимального плана двойственной задачи. 

В оптимальном плане условные двойственные оценки единицы 
ресурсов первого и второго видов отличны от нуля yj* = 2V3; 
У2* = ^/у Ресурсы этих видов в оптимальном плане прямой зада
чи используются полностью, поскольку дополнительные пере
менные Xi* = 0; Х2* = 0. 
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Таблица 2.7,2 

План 

V 

Базисные 
перемен

ные 

^3 

Х4 

^в 

^н 

F<X,) 

Значения 
базисных 
перемен-^ 

ных 
3,5 

V3 
17з 
37з 

IOV3 

^н 

0 
0 
0 
1 
0 

^в 

0 
0 
1 
0 
0 

^1 

- 2 

-V3 
V3 

-V3 
2V3 

^2 

2 

V3 
-V3 

V3 
V3 

^3 

1 
0 
0 
0 
0 

Х4 

0 

1 I 
0 

0 1 
0 _ J 

Двойственные оценки равны нулю: у-^ = 0; у* = О, что свиде
тельствует о необеспеченности спроса, а дополнительные пере
менные Хз =3,5; Х4 = V3 вошли в оптимальный план производст
ва красок. 

Двойственные оценки в оптимальном плане больше нуля у 
тех видов ресурсов, которые полностью используются при произ
водстве краски. Эти оценки определяют дефицитность ресурсов 
У4 и 5, а их величиныУх" = i^l^ иy-i" = V3 показывают, насколько 
возрастает максимальное значение дохода от продажи краски в 
прямой задаче при увеличении количества соответствующего ви
да ресурса на единицу. Например, увеличение ресурса Л на 1 т 
приведет к такому плану, при котором доход от продажи краски 
возрастет на 2^з тыс. руб. и станет равным I0V3 + ^1г ^^'^^ 1ъ тыс. 
руб. Увеличение же ресурса 5 на 1 т приведет к другому оптималь
ному плану, при котором доход от продажи краски возрастет на 
V3 тыс. руб. и станет равным I0V3 "̂  /з ~ ^ ^ V3 тыс. руб. Следует 
заметить, что коэффициенты симплексной таблицы, располо
женные в столбце переменной Xj, показывают, что указанное уве
личение дохода по ресурсу У1 достигается за счет увеличения про
изводства краски внутренних работ на 4/3 т и уменьшения произ
водства краски для наружных работ на 2/3 т в сутки. Значение 
целевой функции при этом составит 

F{X) = 2(37з ~ '/з) + 3(17з + '/з) = 137з тыс. руб. 
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Аналогичные рассуждения можно провести по переменной 
симплексной таблицы Х2, где соответственно расположенные ко
эффициенты указывают на увеличение дохода от реализации 
краски при изменении ресурса В за счет уменьшения производст
ва краски для внутренних работ на Vs т и одновременного увели
чения производства краски для наружных работ на V3 т в сутки. 
Значение целевой функции при этом составит 

2 / 4 = F{X) = 2{х1 + 7з) + Хх1 - 7з) = 2(37з -ь 7з) + 3(17з - 7з) = 
= 117з тыс. руб. 

при подстановке оптимальных значений двойственных оце
нок в систему ограничений двойственной задачи получим: 

22^ + 0,5-^ + 0 + 0 = 3, 

2>3>^' К > 0 ' ^3=0, У4=0. 

Первое и второе ограничения двойственной задачи являются 
равенствами, следовательно, двойственные оценки ресурсов, ис
пользуемые для производства красок для наружных и внутренних 
работ, равны в точности доходу, получаемому от их продажи. По
этому продажа указанных видов краски экономически целесооб
разна в соответствии с оптимальным планом прямой задачи. 

Представляют интерес в решении задачи только две двойст
венные оценки: у^* = 2 Д и >'2* = ^/у Они характеризуют «стои
мость» ресурсов У4 И В. Проведем анализ устойчивости двойствен
ных оценок относительно изменений ресурсов An В (см. п. 2.4.3). 

Первый вид ресурса У4 (столбец %{) может изменяться в преде
лах: 

max]-^[<А6^< mini—~; --
10/ 

-XI 
-l<A6^min 4' 2' -1<Д6^<4. 
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Следовательно, интервал изменения ресурса У1 будет равен: 

3-1; 3+ i 2; 

Второй ресурс В (столбец Х'^ может изменяться в пределах: 

m a x — — ; - ^ ; - ^ ^ < Або < min {——• 

max{-74; - 1 ; -V2} ^^Ь^<2 -l<Abg<2. 

Следовательно, интервал изменения ресурса В равен: 

[4-1;4 + 2] = [3;6]. 

Составим субоптимальные варианты плана с учетом измене
ний исходных данных модели. 

1. Пусть суточный запас сырья А уменьшился на 1 т. 
В результате производство краски для наружных работ воз

росло до 4 т, а для внутренних работ снизилось до нуля, доход от 
реализации сократился до 8 тыс. руб. (табл. 2.7.3). 

Таблица 2,7.3 

Базисные 
переменные 

^3 

Х4 

^в 

^н 

F(Xs) 

Значения 
базисных 

переменных 

3,5 

2/3 

4/3 

10/3 

32/3 

Коэффициент 
структурных 
сдвигов (к^) 

по Ь^{х^) 

- 2 

-4/3 

4/3 

-2/3 

8/3 

Произведение 

+2 

+4/3 

-4/3 

+2/3 

-8/3 

Расчет 
варианта 

плана 
х^=х^ + к^Ь^ 

5,5 

2 

0 

4 

8 
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2. Пусть суточный запас сырья В увеличился на 2 т. 

Таблица 2.7.4 

Базисные 
переменные 

^3 

^4 

^в 

^н 

F{Xs) 

Значения 
базисных 

переменных 

3,5 
2/3 
4/3 

10/3 
32/3 

Коэффициент 
структурных 
сдвигоэ (кс) 

по Ь^(Х2) 

2 
+2/3 
-2/3 

4/3 
2/3 

Произведение 
к^ на Abg = 2 

4 
4/3 

-4/3 
8/3 
4/3 

Расчет 
варианта 

плана 

7,5 
2 
0 
6 

12 

В результате производство краски для наружных работ воз
росло до 6, внутренних работ снизилось до нуля, доход от реали
зации увеличился до 12 тыс. руб. (табл. 2.7.4). 

Важно заметить, что математические методы реализованы в 
виде специальных программ в компьютерах. Однако постановку 
и расшифровку получаемых решений осуществляет человек, и на 
это уходит основное время, а реализация на компьютере состав
ляет малое время. 

Таким образом, можно проводить математическое моделиро
вание вариантов продажи, учитывая динамику реальной жизни, и 
прогнозировать устойчивость коммерческой деятельности пред
приятия. 

Задачи 

1-6. Найдите новое оптимальное решение по производству 
фабрикой красок и их продаже при следующих условиях. 

1. Отдел снабжения фабрики прогнозирует на следующий ме
сяц недопоставку сырья В в объеме 1,5 т в сутки. 

2, Отдел рекламы при проведении рекламной кампании про
гнозирует на летний сезон увеличение продажи краски для внут
ренних работ до 4 т в сутки. 
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3. Производственный отдел предлагает новый технологичес
кий процесс, который позволит снизить расход сырья А и В на, 
производство 1 т краски для наружных работ с 0,5 и 1 т до 0,4 и 
0,8 т соответственно. 

4. Маркетинговый отдел прогнозирует на зимний сезон сни
жение цен краски для внутренних работ и наружных работ с 3 
тыс. руб. и 2 тыс. руб. до 2,5 тыс.'руб. и 1,5 тыс. руб. за 1 т соот
ветственно. 

5. Отдел сбыта установил, что спрос на краску для внутренних 
работ никогда на превышал 3 т в сутки. 

6. Маркетинговый отдел предлагает выпускать еще один вид 
краски для покраски автомобилей с расходом сырья Аи В соот
ветственно 0,4 и 1,1 по цене 4 тыс. руб. за 1 т. 

7. Отдел снабжения прогнозирует на следующий месяц увели
чение поставки сырья v4 на 2 т в сутки. 

8. Отдел снабжения на следующий месяц прогнозирует сни
жение поставки сырья У! на 0,5 т и увеличение сырья 5 на 1 т в сут
ки. 

9. Отдел снабжения на следующий месяц планирует увели
чить поставки сырья v4 на 0,5 т в сутки. 

10. Отдел снабжения на следующий месяц планирует недопо
ставку сырья 5 на 1,5 т в сутки. 



ГЛАВА 3 

МЕТОДЫ И МОДЕЛИ 
ТЕОРИИ ИГР 

В коммерческой деятельности приходится принимать реше
ния, учитывая множество факторов различной природы. Причем 
специфика коммерческой деятельности такова, что учитываемые 
при принятии решений факторы нередко обладают так называе
мым свойством неопределенности, поскольку нельзя заранее оп
ределить точно, каково будет значение того или иного фактора 
или показателя. Отсюда следует, что и результат принятия реше
ния также будет обладать свойством неопределенности. Напри
мер, объем продажи в значительной степени зависит от спроса 
населения на тот или иной товар. Спрос, как известно, является 
величиной случайной, следовательно, его значение имеет неко
торый разброс и является точно неопределенным. 

Неопределенность значений различных факторов приводит к 
тому, что рекомендации по решению проблемы не могут быть 
столь же четкими и однозначными, как в случаях полной опреде
ленности. В процессе поиска решений появляются возможные 
варианты решений. Поэтому принятие решения состоит в выбо
ре наилучшего варианта из имеющихся. 

Для решения любой проблемы независимо от ее характера су
щественным является вопрос: кто должен отвечать за решение 
проблемы? Другими словами, должно существовать некое ответст
венное лицо, принимающее решение. Это может быть директор, 
бухгалтер, коммерсант, заведующий секцией, продавец и т.д. или 
некоторая группа лиц: комиссия, совет директоров, бригада и т.д. 

Лицо, принимающее решение, — это реально существующий 
индивидуум (или фуппа), которого не устраивает состояние дел 
или перспектива их будущего развития и который имеет полно
мочия действовать так, чтобы это состояние изменить. 
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В настоящее время многие решения в коммерческой деятель
ности — заказ на поставку того или иного вида товаров, заключе
ние договоров с поставщиками, распределение людей в учрежде
ниях по должностям или операциям, управление движением то
варов — все же не оптимальны. Принятие решений в этом случае 
является искусством и в сильной степени зависит от субъектив
ных качеств лица, принимающего решение. Однако в условиях 
широкого развития кооперации, усложнения производственных 
связей с поставщиками товаров народного потребления и, нако
нец, решения задач по увеличению ассортимента и качества това
ров в торговой сети и стремления к более полному удовлетворе
нию потребностей населения приводят к тому, что ответствен
ность человека за последствия принимаемых решений 
многократно возросла. При этом, несмотря на отсутствие полной 
определенности, необходимо проводить количественный анализ 
и на его основе принимать то или иное, но обоснованное реше
ние. В настоящее время разработаны специальные математичес
кие методы, предназначенные для обоснования решений в усло
виях неопределенности. В некоторых, наиболее простых, случаях 
эти методы позволяют найти множество решений и выбрать из 
них оптимальное. В более сложных случаях эти методы дают 
вспомогательный материал, позволяющий глубже разобраться в 
сущности явлений и оценить каждое из возможных решений с 
различных точек зрения, взвесить его преимущества и недостат
ки и в конечном счете принять если не единственно правильное, 
то по крайней мере близкое к оптимальному решение. 

Следует заметить, что при выборе решения в условиях нео
пределенности всегда неизбежен элемент произвола, а следова
тельно, и риска. Недостаточность информации всегда опасна, и 
за нее приходится платить. Поэтому в условиях сложной ситуа
ции необходимо представить варианты решения и их последст
вий в такой форме, чтобы сделать произвол выбора менее силь
ным, а риск ~ минимальным. 

Задачами принятия решений в условиях полной или частич
ной неопределенности занимается теория игр и статистических 
решений. 
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3.1. Понятие об игровых моделях 

в коммерческой деятельности приходится принимать реше
ния в условиях противодействия другой стороны, которая может 
преследовать противоположные или иные цели, добиваться дру
гих путей достижения цели, препятствовать теми или иными дей
ствиями или состояниями внешней среды достижению намечен
ной цели. Причем эти противодействия противоположной сторо
ны могут носить пассивный или активный характер. В таких 
случаях приходится учитывать возможные варианты поведения 
противоположной стороны, ответные действия, возможную ре
акцию и соответственно исходы. 

Возможные варианты поведения обеих сторон и их исходов 
для каждого сочетания альтернатив и состояний можно предста
вить в виде математической модели, которая называется ифой. 

Если в качестве противоположности выступает неактивная, 
пассивная сторона, которая явно активно не противодействует 
достижению намеченной цели, то такие игры называются ифами 
с «природой». Такой стороной в коммерции являются неизвест
ность поведения клиентов, реакция населения на новые виды то
варов, неясность погодных условий при перевозке товаров или 
проведении ярмарки, недостаточная информированность о ком
мерческих операциях, закупках, сделках и т.п. 

В других ситуациях противоположная сторона активно, со
знательно может противостоять достижению намеченной цели. В 
подобных случаях происходит столкновение противоположных 
интересов, мнений, целей. Такие ситуации называются кон
фликтными, а принятие решений в конфликтной ситуации за
трудняется из-за неопределенности поведения противника. Из
вестно, что противник сознательно стремится предпринять наи
менее выгодные для вас действия, чтобы обеспечить себе 
наибольший успех. Неизвестно, в какой мере противник умеет 
оценить обстановку и возможные последствия, как он оценивает 
ваши возможности и намерения. Обе стороны конфликта не мо
гут точно предсказать взаимные действия. Несмотря на такую не
определенность, принимать решения приходится каждой сторо
не конфликта. 
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Необходимость обоснования оптимальных решений в кон
фликтных ситуациях привела к возникновению теории игр. 

Теория игр — это математическая теория конфликтных ситуа
ций. Основными ограничениями этой теории являются предполо
жение о полной «идеальной» разумности противника и принятие 
при разрешении конфликта наиболее осторожного решения. 

Основные понятия теории игр 

Конфликтующие стороны называются игроками, одна реа
лизация игры — партией, исход игры — выигрышем или проиг
рышем. 

Развитие ифы во времени происходит последовательно, по 
этапам или ходам. Ходом в теории иф называют выбор одного из 
предусмотренных правилами ифы действия и его реализацию. 
Ходы бывают личные и случайные. Личным ходом называют со
знательный выбор ифоком одного из возможных Вариантов дей
ствия и его осуществление. Случайным ходом называют выбор, 
осуществляемый не волевым решением ифока, а каким-либо ме
ханизмом случайного выбора (бросание монеты, пасовка, сдача 
карт и т.п.). 

Одним из основных понятий теории иф является стратегия. 
Стратегией ифока называется совокупность правил, определяю
щих выбор варианта действий при каждом личном ходе этого иг
рока в зависимости от ситуации, сложившейся в процессе ифы. 

Оптимальной стратегией ифока называется такая стратегия, 
которая при многократном повторении ифы, содержащей лич
ные и случайные ходы, обеспечивает ифоку максимально воз
можный средний выифыш или минимально возможный средний 
проифыш. 

В большинстве конфликтных ситуаций при выборе разумной 
стратегии приходится принимать во внимание не один, а не
сколько показателей и факторов. Причем стратегия, оптималь
ная по одному показателю, необязательно будет оптимальной и 
по другим. 

В зависимости от причин, вызывающих неопределенность 
исходов, ифы можно разделить на следующие основные фуппы: 
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комбинаторные игры, в которых правила дают в принципе воз
можность каждому ифоку проанализировать все разнообразные 
варианты своего поведения и, сравнив эти варианты, избрать тот 
из них, который ведет к наилучшему для этого игрока исходу. Не
определенность исхода связана обычно с тем, что количество 
возможных вариантов поведения (ходов) слишком велико и 
практически игрок не в состоянии их всех перебрать и проанали
зировать; 

азартные игры, в которых исход оказывается неопределенным 
в силу влияния различных случайных факторов. Азартные игры 
состоят только из случайных ходов, при анализе которых приме
няется теория вероятностей. Азартными играми теория игр не за
нимается; 

стратегические игры, в которых полная неопределенность ис
хода вызвана тем, что каждый из игроков, принимая решение о 
выборе предстоящего хода, не знает, какой стратегии будут при
держиваться другие участники игры, причем незнание игрока о 
поведении и намерениях партнеров носит принципиальный ха
рактер, так как отсутствует информация о последуюш и̂х действи
ях противника (партнера). 

Существуют игры, сочетающие в себе свойства комбинатор
ных и азартных игр, стратегичность игр может сочетаться с ком-
бинаторностью и т.д. 

В игре могут сталкиваться интересы двух или более игроков. 
Если в игре участвуют два игрока, игра называется парной, если 
число игроков больше двух ~ множественной. Участники мно
жественной игры могут образовывать коалиции (постоянные 
или временные). Множественная игра с двумя постоянными 
коалициями превращается в парную. Парные игры получили 
наибольшее распространение в практике анализа игровых си
туаций. 

Различают игры и по сумме выигрыша. Игра называется иг
рой с нулевой суммой, если каждый игрок выигрывает за счет дру
гих, а сумма выифыша одной стороны равна проигрышу другой. 
В парной ифе с нулевой суммой интересы ифоков прямо проти
воположны. Парная ифа с нулевой суммой называется антагони-
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стинеской игрой. Наиболее полно исследованы в теории иф анта
гонистические ифы. Ифы, в которых выифыш одного ифока и 
проифыш другого не равны между собой, называются играми с 
ненулевой суммой, 

В зависимости от числа возможных стратегий ифы делятся на 
конечные и бесконечные. Ифа называется конечной, если у каж
дого ифока имеется только конечное число стратегий. Ифа на
зывается бесконечной, если хотя бы у одного ифока имеется бес
конечное число стратегий. 

По количеству ходов, которые делают ифоки для достижения 
своих целей, ифы бывают одношаговые и многошаговые. Одно-
шаговые ифы заключаются в том, что ифок выбирает одну из до
ступных ему стратегий и делает всего один-единственный ход. В 
многошаговых ифах ифоки для достижения своих целей делают 
последовательно ряд ходов, которые могут офаничиваться пра
вилами ифы либо могут продолжаться до тех пор, пока у одного 
из игроков не останется ресурсов для продолжения ифы. 

В последнее время получили большое распространение так 
называемые деловые игры. Деловая ифа имитирует взаимодейст
вие людей и проявляется как упражнение в последовательном 
принятии множества решений, основанное на некоторой модели 
коммерческой деятельности и на исполнении участниками ифы 
конкретных ролей-должностей. 

Деловые ифы предназначены для воспроизведения и согласо
вания коммерческих интересов. В основе конструкции ифы лежат 
взаимосвязь ресурсов и использование знаний об их возможнос
тях. Деловые ифы имитируют организационно-экономические 
взаимодействия в различных звеньях коммерческих организаций и 
предприятий. Элементами ифовой модели являются: 

участники ифы; правила ифы; информационный массив, от
ражающий состояние и движение ресурсов моделируемой хозяй
ственной системы. Преимущества ифовой имитации перед ре
альным объектом таковы: наглядность последствий принимае
мых решений, переменный масштаб времени; повторение 
имеющегося опыта с изменением установок; переменный мас
штаб охвата коммерческих явлений и объектов. Основными на-
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правлениями использования деловых иф являются следующие: 
учебный процесс, например обучение моделированию коммер
ческих операций; аттестация персонала, проверка их компетент
ности; научные исследования; разработка бизнес-планов. 

В деловых играх ифокам обычно задаются начальные условия, 
в которых они находятся, сообщаются правила проведения ифы, 
представляются варианты возможных решений и оценка их по
следствий. В ифе обязательно присутствует «ведущий», который 
руководит ифой, оценивает принятые ифоками решения, состо
яния, в которых они могут находиться в процессе ифы, и опреде
ляет выифыши и проифыши по исходам ифы. 

Приведенный перечень существующих в настоящее время 
Иф далеко не исчерпан. Проведение классификации и фуппи-
ровки Иф позволяет для однотипных Иф найти общие методы 
модели поиска альтернатив в принятии решения, выработать ре
комендации по наиболее рациональному образу действий в ходе 
развития конфликтных ситуаций в коммерческой деятельности. 

Основными вопросами теории иф, которые возникают в 
коммерческой деятельности, являются: 

1) в чем состоит оптимальность поведения каждого из ифо-
ков в Ифе, какие свойства стратегий следует считать признаками 
оптимальности; 

2) существуют ли стратегии ифоков, которые обладали бы ат
рибутами оптимальности; 

3) если существуют оптимальные стратегии, то как их найти? 
В силу интереса, перерастающего в азарт, люди вовлекаются в 

ифу, надеясь на удачу, и обычно обращаются к Богу, при этом, 
вступая в ифу, следует иметь в виду афоризм Марти Ларни: 
«Многие верят в Бога, но немногим верит Бог». 

3.2. Постановка игровых задач 

Решения, принимаемые в коммерческой деятельности, на
правлены, как правило, на удовлетворение определенных по
требностей населения и связаны обычно с распределением ре
сурсов предприятия: товаров, денег, людей и т.д. 
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Рассмотрим систему управления коммерческого предприя
тия, структуру которого можно представить как орган управле
ния (дирекция) и некоторое количество производственных еди
ниц (товарных секций или отделов). 

Каждый отдел реализует некоторый набор товаров. В зависи
мости от организации и правового положения руководство может 
иметь те или иные возможности управления работой отделов. 
Предполагается, что в данном случае наиболее действенной фор
мой управления является оптимальное распределение ресурсов. 

Отдел самостоятельно может выбрать программу выполнения 
товарооборота. Целью коммерческого предприятия является 
максимизация доходов или минимизация затрат, связанных с 
продажей товаров. 

Сведем данную задачу к игровой модели. Обозначим через п 
число отделов; т — число различных товарных ресурсов; х̂  — ва
риант выполнения товарооборота, принимаемый /-м отделом, 
/ = 1, л, Yj — вид товарного ресурса, выделяемый коммерческим 
директором, у = 1, т, а^ - набор товаров, реализуемый /-м отде
лом при выделенииу-го вида товарного ресурса, / = 1, nj = 1, m, 
Y - суммарный объем ресурсов, которыми распоряжается ком
мерческий директор, С — доход или потери, связанные с реализа
цией товара. 

В терминах игровой модели можно дать следующую интер
претацию введенных обозначений: п - число стратегий отдела; 
т — число состояний среды х^ — /-я стратегия, / = 1, «, yj —у-е со
стояние среды, j= I, т, Qij — исход, получаемый при стратегиих -̂, 
и состояние среды ур / = 1, nJ = 1, m. 

afj=F(Xi, yj). 

Математическая модель сформулированной задачи имеет 
следующий вид: 

максимизировать (минимизировать) величину 

C(F(xi, У1), f(xi, У2),..., F(x„, у J) -> max(min) 
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при ограничениях 
т 

д;у>0. 

Продажа товаров коммерческим предприятием может быть 
описана соотношением 

где Г/ — фактор, значение которого хорошо известно руководству /-го товар
ного отдела, но руководство коммерческого предприятия достаточ
ной информации о нем не имеет. 

Это может быть отбраковка товаров, колебания спроса, не
равномерность потока покупателей и т.д. Таким образом, вьще-
ленный ресурс у̂  и выбранная технология работы товарного отде
ла х^ не дают руководству коммерческого предприятия полной 
информации о том, какая будет реализована продукция а у- - это 
знает только /-й отдел. Очевидно, что существует зависимость 
Xf = Wiyip П)^ ^ которой есть неопределенные факторы г^еМ^, кон
кретные значения которых в момент распределения ресурсов у^ 
между товарными отделами неизвестны руководству коммерчес
кого предприятия. В этих случаях разумно воспользоваться 
принципом гарантированного результата, т.е. поставить задачу: 
найти такое распределение ресурса ур чтобы при этом достигался 

min тахС(/1(з;1,\|/1(>^1,Г1),Г1),...,/̂ ^(у ,̂\|/̂ (уд /̂>),гдг)), 

следовательно, руководство магазина так распределяет ресурсы, 
чтобы минимизировать потери при наихудшем возможном зна
чении неопределенного фактора или 

max min C(Fi(yi,\\fi(yi,ri),ri),„„Fj^(y^,\\f^iyj^rf^),rj^)), 

следовательно, руководство коммерческого предприятия так рас
пределяет ресурсы между товарным отделом, чтобы максимизи-
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ровать доходы при наихудшем возможном значении неопреде
ленного фактора. 

Пример 1. Рассмотрим постановку и решение следующей за
дачи. Коммерческое предприятие заключило договор на центра
лизованную поставку овощей из теплиц на сумму 10 000 руб. еже
дневно. Если в течение дня овощи не поступают, магазин имеет 
убытки в размере 20 000 руб. от невыполнения плана товарообо
рота. Магазин может осуществить самовывоз овощей фермера. 
Для этого он может сделать заказ в транспортном предприятии, 
что вызовет дополнительные расходы в размере 500 руб. Однако 
опыт показывает, что в половине случаев посланные машины 
возвращаются без овощей. Можно увеличить вероятность полу
чения овощей от фермера до 80%, если предварительно посылать 
туда своего представителя, что требует дополнительных расходов 
в размере 400 руб. Существует возможность заказать дневную 
норму овощей у другого надежного поставщика — плодоовощной 
базы по повышенной на 50% цене. Однако в этом случае, кроме 
расходов на транспорт (500 руб.), возможны дополнительные из
держки в размере 300 руб., связанные с трудностями реализации 
товара, если в тот же день поступит и централизованная поставка 
от фермера. Какой стратегии надлежит придерживаться магази
ну, если заранее неизвестно, поступит или не поступит централи
зованная поставка. 

Построим игровую модель этой задачи. Ифоками являются 
представители магазина и поставщика. 

Перечислим стратегии первого ифока — поставщика. 
Ui — поставка своевременная, 
П2 - поставки нет. 
У магазина имеются четыре стратегии поведения: 
Ml - ожидать поставку, не принимая дополнительных мер; 
М2 - послать к поставщику свой транспорт; 
Мз — послать к поставщику представителя и транспорт; 
М4 — заказать поставку у плодоовощной базы. 
Всего возможны 8 совместных ситуаций, которые представ

лены в табл. 3.2.1. 
Для того чтобы легче было разобраться в сложившихся ситуа

циях и по возможности оценить их, составляют платежную мат-
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Таблица 3.2.1 
Затраты магазина^ руб. 

Ситуации 

1 
2 
3 

1 4 
5 
6 
7 
8 

Стои
мость 

овощей 

10 000 
0 

10 000 
5 000 

10 000 
8 000 

25 000 
15 000 

Убытки 
от непо
ставки 

0 
20 000 

0 
10 000 

0 
4 000 

0 
0 

Транс
портные 
издержки 

0 
0 

500 
500 
500 
500 
500 
500 

Команди
ровочные 
издержки 

0 
0 
0 
0 

400 
400 

0 
0 

Издержки 
от реали

зации 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

300 
0 

Всего 
задень 

10 000 
20 000 
10 500 
15 500 
10 900 
12 900 
25 800 
15 500 1 

рицу. Матрица имеет т строк — по числу стратегий первого игро
ка и w столбцов — по числу стратегий второго игрока. На пересе
чении /-Й строки у-го столбца ставится платеж второго игрока 
первому в ситуации, когда применены /-я иу-я стратегии игро
ков. Если в данной ситуации выигрывает второй ифок, то платеж 
будет иметь знак «минус». Платежная матрица данной задачи 
представлена в табл. 3.2.2. 

Таблица 3.2.2 

Стратегия магазина 

щ 
щ 

\ Мз 
М4 

Стратегия фермера 

П] 

-10 000 
-10 500 
-10 900 
-25 800 

"2 

-20 000 
-15 500 
-12 900 
-15 500 

Выбор стратегии магазина зависит от надежности фермера 
как поставщика продукции, которую можно оценить величиной 
вероятности pj. Тогда величина р2 ~ 1 — Pi представляет величи
ну ненадежности поставщика. По данным табл. 3.2.2 можно со-
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ставить уравнения затрат магазина Е от надежности поставщика 
для каждой стратегии магазина. 

Mj: E(pi) = 10 000 Pi + 20 000 (1 - Pi); 
M2: E(pi) = 10 500 Pi + 15 500 (1 - Pi); 
M3: E(pj) = 10 900 PI + 12 900 (1 - pj); 
M4: E(pi) = 25 800 Pi + 15 500 (1 - Pi). 

Если своевременная поставка осуществляется с вероятностью 
0,4, тогда ожидаемые затраты магазина составят соответственно: 

Mi: Е(0, 4) = 10 000 • 0,4 + 20 000 • 0,6 = 16 000 руб. 
Мз: Е(0, 4) = 10 500 • 0,4 + 15 500 • 0,6 = 13 500 руб. 
Мз: Е(0, 4) = 10 900 • 0,4 + 12 900 • 0,6 = 12 100 руб. 
М4: Е(0, 4) = 15 800 . 0,4 + 15 500 • 0,6 = 19 620 руб. 

Таким образом, минимальные расходы магазин понесет в том 
случае, если примет стратегию М3, т.е. не только пошлет фермеру 
автотранспорт, но и отправит туда своего представителя. 

Пример 2. Формирование платежной матрицы рассмотрим на 
примере задачи о взаиморасчетах. 

Известно, что для того чтобы начать какое-либо дело в тор
говле по производству продукции или оказанию услуг, необходи
мы средства, которые могут быть собственными и/или заемны
ми. Предприятие создается с целью получать прибыль (доход) от 
своей деятельности, а для этого необходимо вложить (инвестиро
вать) капитал в основные средства (в помещение, оборудование и 
т.п.), в оборотные средства (в материалы, товары и т.п.), в рабо
чую силу. 

В процессе деятельности предприятия происходит изменение 
средств и источников этих средств, т.е. происходит движение 
средств и их источников. При этом на любой момент времени 
(дату) будет выполняться закон «сохранения»: средства = источ
никам этих средств. 

Поскольку источники средств подразделяются на два вида, 
собственные (капитал) и заемные (обязательства), тогда может 
быть записано уравнение в виде: средства = капитал + обязатель
ства. 
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Обязательства могут иметь различную форму: кредиты бан
ков, акции, облигации, векселя, товары, отданные предприятию 
на реализацию или на консигнацию (товарный кредит). Все эти 
юридические или физические лица являются кредиторами пред
приятия и вправе рассчитывать на получение доходов (дивиден
дов) от совместной деятельности. 

Описание деятельности предприятия проводится на языке бух
галтерского учета, понятном всем предпринимателям независимо 
от области их деятельности: промышленность, строительство, 
сельское хозяйство, машиностроение, торговля, образование и др. 

Бухгалтерский учет позволяет выявить финансовый резуль
тат — прибыль предприятия путем подсчета разности доходов и 
расходов за Определенный период. 

Предприниматели А, В и С заключили договор для совмест
ного проведения цепочки посреднических операций на май на 
условиях самостоятельного финансирования своей части. Взаим
ное переплетение трех вариантов коммерческих операций послу
жило поводом к образованию взаимозадолженностей, зарегист
рированных бухгалтером в хронологическом порядке за май, ко
торые представлены в табл. 3.2.3. 

Таблица 3,2.3 
Журнал регистрации взаимных задолженностей 

участников игры А, В, С за май 

№ п/п 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Итого 

Дата 

6 
6 
И 
13 
17 
21 
26 
31 

Долг 

к получению 

А 
А 
А 
В 
В 
С 
С 
В 
В 

к оплате 

В 
В 
С 
А 
С 
А 
В 
С 

Сумма, 
уе. 

1000 
2000 

500 1 
800 
400 1 

1500 
700 
400 

7300 
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Всего вариантов взаимозадолженностей при трех участниках 
шесть: 1) АВ; 2) АС; 3) ВА; 4) ВС; 5) СА; 6) СВ. Просуммируем од
ноименные варианты, например, Е(А, D) = Ei(A, В) + Е2(А, В) = 
= 1000 + 2000 = 3000 у.е. и т.д., а результаты запишем в сводный 
журнал взаимных задолженностей. 

Таблица 3.2.4 
Матрица взаимных задолженностей 

№ п/п 

1 
2 
3 
4 

! 5 
6 

Итого 

Долг 

к получению 

А 
А 
В 
В 
С 
С 

к оплате 

В 
С 
А 
С 
А 
В 

Сумма, 
у.е. 

3000 
500 
800 
800 

1500 
700 

7300 

Задача заключается в том, чтобы к концу расчетного периода 
(в данном случае к концу месяца) произвести окончательные 
расчеты между участниками игры. Это можно сделать двояким 
образом: а) произвести все шесть расчетов между участниками в 
соответствии с данными таблицы по принципу «каждый сам за 
себя»; б) сделать необходимые расчеты и произвести взаимоза
четы долгов. При втором варианте число платежей сократится 
вдвое, соответственно для расчетов потребуется меньше налич
ных денег. 

При расчетах между клиентами А и В Е(А, В) = 3000 — это 
сумма долга, которую А должен получить от В, а Е(В, А) = 800 — 
сумма к получению В от А. Сальдо АЕ(А, В) = Е(А, В) — Е(В, А) = 
= 3000 — 800 = +2200 означает сумму долга, которую А должен 
получить от В при окончательном расчете. 

При расчетах между А и С получим АЕ(А, С) = Е(А, С) - Е(С, 
А) = 500 — 1500 = —1000, а этот результат означает прямо проти
воположное — сумму к оплате задолженности господина А перед 
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господином С, что то же самое, АЕ(С, А) = —АЕ(А, С) = +1000 
представляет собой сумму к получению С долга от А. 

И наконец, расчет сальдо АЕ(В, С) = Е(В, С) — Е(С, В) = 
= 800 — 700 = +100 является заключительным во взаиморасчетах 
между тремя участниками коммерческой операции. 

При этом варианте расчетов следует провести всего три пла
тежа для погашения взаимных задолженностей, для чего потре
буется 2200 + 1000 + 100 = 3300 у.е. — меньшая сумма в сравнении 
с общей суммой 7300. 

В общем случае при числе участников m количество возмож
ных (неповторяющихся) корреспонденции равно т - (п — I), при 
m = 10 число корреспонденции равно 10 • (10 — 1) = 90. Для сис
тематизации таких расчетов можно записать данные сводного 
журнала в виде матрицы выигрышей. 

Таблица 3.2.5 
Матрица выигрышей взаимных задолженностей 

Выигрыш — счета 
к получению 

А 
В 
С 

Итого к оплате 

Проигрыш — счета 
к оплате 

А 
В 
С 

Итого 
к получению 

Проигрыш — счета к оплате, у.е. 

А 
0 

800 
1500 
2300 

Матри 

Выигрыш 

А 
0 

3000 
500 

3500 

1 В 
3000 

0 
700 

3700 

С 
500 
800 

0 
1300 

ца проигрышей 

- счета к получению, у.е. 

В 
800 

0 
800 

1600 

С 
1500 
700 

0 

2200 

Итого к 
получению, 

уе. 

1 3500 
1600 
2200 
7300 

Таблица 3.2.6 

Итого 
к оплате, 

уе. 1 
2300 
3700 
1300 1 

7300 
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Транспонированная матрица Е есть матрица проигрышей. Ес
ли из матрицы выифышей Е вычесть матрицу Е ,̂ то получим ма
трицу сальдо окончательных расчетов как разность АЕ = Е — Е .̂ 

Таблица 3.2.7 
Платежная матрица — сальдо расчетов участников игры на 31 мая 

Выифыш — счета 
к получению 

• А 
В 
С 

Итого к оплате 

Проифыш — счета к оплате 

А 
0 

-2200 
+ 1000 

-1200 

В 
+2200 

0 
-100 

+2100 

С 
-1000 
+ 100 

0 
-900 

Итого 
к оплате, 

уе. 

+1200 
-2100 
+900 

0 

Полученная таблица АЕ обладает следующими свойствами: 
а) сумма всех ее элементов равна нулю; б) элементы таблицы зер
кально симметричны относительно главной диагонали, т.е. все
гда АЕ(^, У) = -АЕ(Г, X) для любых А̂, 7= А, В, С. 

Таблица АЕ, т.е. таблица сальдо окончательных задолженнос
тей и способ ее получения, описанный выше, составляет основу 
компьютерной технологии бухгалтерского учета. 

Используя введенные выше обозначения, можно записать ос
новное уравнение взаимных расчетов для любого количества уча
стников в матричной форме: 

АЕ(0 = АЕ(/ - 1) + AE(Z)/) - АЕ'^(А0, 
где ДЕ(0, АЕ(/- 1) - матрицы,, в которых со знаком «+» или «-» записаны 

окончательные сальдо взаимных задолженностей, 
соответственно на конец / и начало / — 1. 

Матрица АЕ(АО — таблица, в которой записаны суммы выиг
рышей («счета к получению») за рассматриваемый период, а 
транспорнированная матрица АЕ (̂А/) — это таблица, в которой 
записаны просуммированные за тот же период суммы проифы-
шей («счета к оплате») тех же участников игры. Причем все мат
рицы АЕ(0, АЕ(/— 1), АЕ(АО, АЕ (̂А/) квадратные, определяемые 
числом участников игры. 
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3.3. Методы и модели решения игровых задач 

3.3.1. Принцип минимакса (осторожности) 

Рассмотрим конечную парную игру с нулевой суммой. Игрок 
I имеет т альтернатив (А^, AJ, ..., А^, а игрок И-п стратегий (j?i, 
^2,..., В^, Такая ифа называется игрой размерностью т • п. Пусть 
каждая сторона выбрала определенную стратегию: игрок I - А^ 
(/= 1, 2, ...,т), ифок II — 5у (/= 1, 2, ...,л). Если такая таблица со
ставлена, то игра приведена к матричной форме и называется ма
тричной игрой. 

Пусть а у — выигрыш игрока I в ситуации, когда игрок выбрал 
стратегию А^, а ифок II выбрал стратегию Bj, Выигрыш игрока II 
в данной ситуации обозначим через by. 

Рассматриваем игру с нулевой суммой, следовательно, 
Gfj = —by для любых / и у и для проведения анализа достаточно 
знать выифыш только одного из ифоков. 

Если Ифа состоит только из личных ходов, то выбор страте
гии (Af, Bj) однозначно определяет исход ифы, например выиг
рыш ифока I. Если Ифа содержит также случайные ходы, то вы-
ифыш при паре стратегий (А^, Bj) есть величина случайная, зави
сящая от исходов всех случайных ходов. В этом случае 
ожидаемый выифыш — это среднее значение (математическое 
ожидание). Предположим, что значения а^ известны для каждой 
пары стратегий (̂ 4̂-, Bj). Составим таблицу, строки которой соот
ветствуют стратегиям ифока I, а столбцы — стратегиям ифока II. 
Такая таблица называется платежной матрицей. Каждый элемент 
{йу > 0) матрицы определяет величину выифыша ифока I и про-
ифыш ифока II при применении соответствующих стратегий 
(у4у, BJ), Цель ифока I - максимизировать свой выифыш, а ифо-
ка II — минимизировать свой проифыш. 

Будем считать, что все ау > 0. Этого всегда можно добиться 
прибавлением достаточно большого положительного числа ко 
всем строкам и столбцам матрицы. Такое изменение матрицы не 
повлияет на результат. 

Таким образом, платежная матрица имеет вид: 
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Таблица 3.3. ] 
I/II 
А, 
А2 

А, 

^т 

Ру 

в, 
«и 
«21 

«а 

«ml 

Pi 

Вг 
«12 

«22 

«,7 

«т2 

Р2 

By 
''u 
<'2,-

«/У 

^т/ 
Ру 

в« 
«1и 

«2я 

«ш 

«ил 

Р» 

а,-
«1 

«2 

а,-

а™ 

В], В2, 

Задача состоит в определении: 
1) наилучшей (оптимальной) стратегии игрока I из стратегий 

2) наилучшей (оптимальной) стратегии игрока II из стратегий 

Для решения задачи применяется принцип, согласно которо
му участники игры разумны и каждый из них делает все для того, 
чтобы добиться своей цели — выифать. 

Характерные оценки 
Проанализируем последовательно каждую стратегию игрока 

I. Если ифок I выбирает стратегию А ,̂ то игрок II может выбрать 
такую стратегию By, при которой выигрыш игрока I будет равен 
наименьшему из чисел а^: 

(3.3.1) 
J а/ = mindly, 

т.е. щ — минимальное значение из всех чисел первой строки. 
Тогда по аналогии справедливо записать выражение для 

любой стратегии А/ 
а/ =ттау. (3.3.2) 

Выбирая стратегию А,, игрок I должен рассчитывать на то, что 
в результате разумных действий игрока II он не выиграет больше, 
чем а̂ . Поэтому игрок I должен выбрать ту стратегию, для кото
рой это число а, — максимально 

208 



3.3. Методы и модели решения игровых задач 

а = таха/, (3.3.3) 

те. а — максимальное значение из всех чисел столбца а, (/ = 1, w). 
Подставив вместо ц- выражение (3.3.3), получим: 

а = maxmina/v. (3.3.4) 
' j 

Величина а — гарантированный выигрыш, который может обес
печить себе игрок I при любом поведении игрока II. Величина а 
называется нижней ценой игры, или максимином, а стратегия А, иг
рока I, обеспечивающая получение нижней цены ифы, называет
ся максиминной чистой перестраховочной стратегией, при этом иг
рок I при любом поведении игрока II обеспечивает себе выигрыш 
не меньше а: 

а ,>а( /= 1,/w). 

Игрок II заинтересован в том, чтобы уменьшить свой проиг
рыш, те. обратить выигрыш игрока I в минимум. Для выбора оп
тимальной стратегии он должен найти максимальное значение 
выифыша в каждом столбце и среди этих значений выбрать наи
меньшее. Обозначим через Ру максимальное значение в каждом 
столбце: 

ру=тахй;у. (3.3.5) 

Наименьшее значение Ру обозначим через р.* 

P = minPy. (3.3.6) 

С учетом (3.3.5) получим: 
P = minmaxa,y. (3.3,7) 

j i 

Р называется верхней ценой игры, или минимаксом. Стратегия иг
рока II, обеспечивающая получение верхней цены игры, мазыва-
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ется минимаксной чистой стратегией. Применяя ее, ифок II про-
ифает не больше Р при любых действиях ифока I: 

Р,.<р(/-= 1,2,...,«). 

Справедливо неравенство а < р. 
Таким образом, придерживаясь максиминной стратегии А/, 

игрок I желает получить выигрыш не менее а независимо от дей
ствий игрока II, а игрок II, придерживаясь минимаксной страте
гии By гарантирует себе проигрыш не больше р. 

Принцип, диктующий игрокам выбор соответствующих стра
тегий (максиминной и минимаксной), в теории игр называется 
принципом минимакса - принцип гарантированного результата. 
Этот принцип был впервые сформулирован Дж. фон Нейманом в 
1928 г. 

Существуют матричные игры, для которых нижняя цена игры 
равна верхней, т.е. а = р. Такие ифы называются играми с седло-
вой точкой, в этом случае у = а = Р называется чистой ценой игры, 
а стратегии ифоков А*, и В ,̂ позволяющие достичь этого значе
ния, — оптимальными. Пара (А*, В*) называется седловой точкой 
матрицы, так как элемент а | = у одновременно является мини
мальным в /-Й строке и максимальным ву-м столбце. Оптималь
ные стратегии А* и В*- и чистая цена являются решением ифы в 
чистых стратегиях, т.е. без привлечения механизма случайного 
выбора. 

При постановке задач необходимо иметь в виду некоторые 
преобразования, которые помогают упростить сложную задачу 
путем изменения — уменьшения размерности платежной матри
цы посредством вьщеления и исключения доминирующих и дуб
лирующих стратегий. Стратегия ифока А/ доминирует над стра
тегией А ,̂ если при любом поведении противника даст не мень
ший выифыш, а если такой же, то дублирует А̂ .̂, В таком случае 
все элементы строки / больше (доминируют) или равны (дублиру
ют) всех элементов строки к. 

Пример 1. С учетом вариантов конъюнктуры Bj, В2, В3, В4, В5, 
сложившейся на рынке, и поведения покупателей в микрорайоне 
города коммерческое предприятие разработало шесть технологий 
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продажи товаров Ai, А2, A3, А4, А5, А .̂ Найти оптимальное реше
ние. Возможные варианты среднедневного товарооборота в млн 
руб. приведены ниже 

Ai 
А2 
A3 
А4 
А5 
Аб 

Bi 
0,4 
0,6 
0,6 
0,3 
0,1 
0,4 

В2 
0,9 
0,5 
0,3 
0,8 
0,3 
0,8 

Вз 
0,5 
0,7 
0,8 
0,5 
0,5 
0,5 

В4 
0,5 
0,8 
0,6 
0,4 
0,4 
0,4 

Вз 
0,6 
0,9 
0,7 
0,3 
0,3 
0,5 

Стратегия Aj доминирует над стратегией А^, а стратегия А4 до
минирует над стратегией А5, следовательно, исключаем 5-е и 6-е 
строки матрицы. 

А, 
А2 
Аз 
Л, 

В, 
0,4 
0,6 
0,6 
0,3 

В2 
0,9 
0,5 
0,3 
0,8 

Вз 
0,5 
0,7 
0,8 
0,5 

В4 
0,5 
0,8 
0,6 
0,4 

Bs 
0,6 
0.9 
0,7 
0,3 

С позиций проигрышей игрока В стратегии Вз, В4 и В5 доми-
ниру1рт над стратегией Bj, поэтому эти столбцы исключаем 

А, 
Аз 
Аз 
А4 

В, 
0,4 
0,6 
0,6 
0,3 

В2 
0,9 
0,5 
0,3 
0,8 

С позиций игрока А стратегия А] доминирует над стратегией At, 
а стратегия А2 доминирует над стратегией A3, поэтому исключим 
3-й и 4-е строки и в результате получаем сокращенную матрицу: 

А = 0,4 0,9 
0,6 0,5 
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Дальнейшее облегчение расчетов дает другое эквивалентное 
преобразование матрицы, при котором не изменяются оптималь
ные смешанные стратегии игроков Р HQ, 

Теорема. Если ( Р , G, у) — есть решение и^ры с матрицей А, то 
решение и ф ы с матрицей кА + b есть (Р, Q, h/ + Ь), те к > О, 
b — любое действительное число. 

На этом основании для рассматриваемой матрицы при к= 10 
и b = —3, применяя указанное преобразование предыдущей мат
рицы, получим следующую таблицу 

I 6\ 
;з 2 

Этим приемом следует пользоваться в случае наличия в мат
рице отрицательных элементов и таким образом можно в значи
тельной степени упростить постановку сложной задачи. 

Пример 2. Пусть дана платежная матрица. Найти решение иг
ры, т.е. определить нижнюю и верхнюю цены игры и минимакс
ные стратегии. 

Вз В4 а; 

8 2 2 . 

4 3 1 

4 7 

8 7 

I/II 

А, 

А2 

Аз 

Ру 

«1 = = min(5, 
У 

Bi 

5 

1 

9 

9 

3,8 , 2) = 

( 

=2; 

В2 

3 

6 

5 
Г 0 

Рз=тах(8, 4, 4) = 8; 

а2 = min(l, 6, 4, 3) = 1; (34= max(2, 3, 7) = 7; 
J i 

аз =min(9, 5, 4, 7) = 4; a = max(2, 1, 4) = 4; 

Pi =max(5, 1, 9) = 9; P = min(9, 6, 8, 7) = 6. 
J 

p2 =max(3, 6, 5) = 6; 
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3.3. Методы и модели решения игровых задач 

Таким образом, нижней цене игры (а = 4) соответствует стра
тегия Аз игрока I. Выбирая эту стратегию, игрок I достигнет вы-
ифыша не меньше 4 при любом поведении игрока II. Верхней 
цене игры (Р = 6) соответствует стратегия игрока II — В2. Эти 
стратегии являются минимаксными. Если обе стороны будут 
придерживаться этих стратегий, выигрыш будет равен 5 (а^^)-

Пример 3. Пусть задана платежная матрица^ Найти нижнюю и 
верхнюю цены игры. 

I/II В, В2 Вз а,. 

А, 5 

А2 2 

Аз 3 

Р. 5 

щ = min(5, 1, 2) = 1; 
J 

а2 = min(2, 6, 2) = 2; 
J 

аз =min(3, 4, 3) = 3; 
J 

1 

6 

4 

6 

2 

2 

3 

3 

Pi =max(5, 2, 3) = 5; 

P2 =max(l, 6, 4) = 6; 

p3=max(2, 2, 3) = 3. 

1 

2 

3 

a = max(l, 2, 3) = 3 - нижняя цена игры, 

P = min(5, 6, 3) = 3— верхняя цена игры. 
J 

Следовательно, а = Р = у =3, а седловая точка указывает ре
шение на пару альтернатив (A3, Вз). 

3.3.2. Решения иф в смешанных стратегиях 
Как мы отмечали выше, если матричная игра содержит седло-

вую точку, то ее решение находится по принципу минимакса. Ес
ли же платежная матрица не имеет седловой точки, то примене
ние минимаксных стратегий каждым из игроков показывает, что 
ифок I обеспечит себе выигрыш не меньше а, а игрок II обеспе-
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чит себе проигрыш не больше р. Так как а < Р, то игрок I стремит
ся увеличить выигрыш, а игрок II — уменьшить проифыш. Если 
информация о действиях противной стороны будет отсутство
вать, то игроки будут многократно применять чистые стратегии 
случайным образом с определенной вероятностью. Такая страте
гия в теории игр называется смешанной стратегией. Из сказанно
го следует, что смешанная стратегия игрока — это полный набор его 
чистых стратегий при многократном повторении игры в одних и 
тех же условиях с заданными вероятностями. Для применения 
смешанных стратегий требуются следуюихие условия: 

1) в игре отсутствует седловая точка; 
2) игроками используется случайная смесь чистых стратегий с 

соответствующими вероятностями; 
3) игра многократно повторяется в одних и тех же условиях; 
4) при каждом из ходов один игрок не информирован о выборе 

стратегии другим ифоком. 
Основная теорема теории игр Дж. фон Неймана: каждая ко

нечная игра имеет по крайней мере одно оптимальное решение в 
смешанных стратегиях. Следствие: каждая конечная игра имеет 
цену, являющуюся математическим ожиданием выигрыша игро
ка I и проигрыша игрока II, причем выигрыш, соответствующий 
оптимальному решению, называется ценой игры - у, удовлетво
ряющий условию а < Y :̂  р. Каждый игрок при многократном по
вторении игры, придерживаясь смешанных стратегий, получает 
более выгодный для себя результат. Оптимальное решение игры в 
смешанных стратегиях обладает следующим свойством: каждый 
из ифоков не заинтересован в отходе от своей оптимальной сме
шанной стратегии, если его противник применяет оптимальную 
смешанную стратегию, так как это ему невыгодно. 

Чистые стратегии игроков в их оптимальных смешанных 
стратегиях называются активными. В теории игр доказывается 
следующая теорема об активных стратегиях. 

Теорема. Применение оптимальной смешанной стратегии 
обеспечивает игроку максимальный средний выигрыш (или ми
нимальный средний проигрыш), равный цене игры у, независи
мо от того, какие действия предпринимает другой игрок, если 
только он не выходит за пределы своих активных стратегий. 
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Смешанные стратегии игроков I и II, применяющих соответ
ственно стратегии Aj, А2,..., А;;, и В ,̂ В2,..., В ,̂ обозначим через 

^1 = iPbPl^ -',Рт) и ^11 = (Яи Ь> •••' Яп)у 

т п 
где Pi >0,qj>0, S А- = I X ̂ у = 1 • /?i, /72,..., Р;„ - вероятности ис-

/=1 у=1 
пользования первым игроком стратегий Aj, А2, ..., А^, ?i, ̂ 2» •••» 
д„ - вероятности использования вторым игроком стратегий Bj, 
В2,..., В„. 

Смешанную стратегию игрока 1 — Si можно записать как 

с -_1 ^1'^2»---»^/и 

^РьР2^-^Рт 

Соответственно для игрока II: 

Su = 

(3.3.8) 

' Bi,B2,...,Bfn 
(3.3.9) 

Зная платежную матрицу А, можно определить средний выиг
рыш (математическое ожидание) М(А,р, ̂ ) : 

т п 
M(A,p,g)='Z S ayp^qj, (3.3.10) 

/=ly=l 

гдер" и ^ - векторы с компонентами Pi, Р2» •••» Рт ^ Яь Яь •••» Яп соответст
венно. 

Игрок I, применяя свои смешанные стратегии, стремится 
увеличить свой средний выигрыш, достигая 

a = maxminAf(y4,̂ ,̂ ). (3.3.11) 
р я 
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Игрок II добивается: 
^ = тттахМ(А,р,д), (3.3.12) 

я р 

Обозначим через /?/ и д^ векторы, соответствующие опти
мальным смешанным стратегиям ифоков I и II, при которых вы
полняется равенство: 

тттахМ(А,р,д) = ттттМ(А,р,д) = М{А,ру1,дд). (3.3.13) 
ЯР р я 

При этом выполняется условие 

М(А, А Ял*) ^ М(А,/;/, gs*) < М (А,р/, д). (3.3.14) 

Решить игру — это означает найти цену игры и оптимальные 
стратегии. 

Рассмотрим наиболее простой случай конечных игр 2x2 без 
седловой точки с матрицами: 

^1 = 
^РЬР2) \ЯЪЯ2 

те. имеется платежная матрица 

^2Ь^22. 

(3.3.15) 

(3.3.16) 

Требуется найти оптимальные смешанные стратегии игроков 
^1* = (Pl*, Р2*) (Pl +/^2 = 1)» *5'п* = {^1*, ^2*) (9l + 92 = 1) и дану иг
ры Y. 

Каковы бы ни были действия противника, выигрыш будет ра
вен цене игры у. Это означает, что если игрок I придерживается 
своей оптимальной стратегии ^i* (pi, Pi), то игроку II нет смысла 
отступать от своей оптимальной стратегии Зц* (д^, 2̂)-

В игре 2x2, не имеющей седловой точки, обе стратегии явля
ются активными. 
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Для игрока I имеем систему уравнений: 

^11А+^21/^2 = Y ; . 

«12 А+^22/^2 = Y ; 
/?1+/?2=1. 

Для игрока II аналогично: 

«11^1+«21^2 = Y ; 

«12^1+«22^2 = Y ; 

ft+^2=1-

(3.3.17) 

(3.3.18) 

Если Y =?̂  О и игроки имеют только смешанные оптимальные 
стратегии, то определитель матрицы не равен нулю, следователь
но, системы (3.3.17) и (3.3.18) имеют единственное решение. 

Решая системы уравнений (3.3.17) и (3.3.18), находим опти
мальные решения Si* = (pi*, /?2*), Sif = ( î*, qj*) и Y-

A = 

Я1 = 

«22 
«ll-+-«22 

«1Г 
«11+«22 

«22-
« l l + « 2 2 -

«11-
« l l + « 2 2 -

«11«22-

-«21 
-«21 -«12 

-«12 
-«21-«12 

-«12 
""«12-«21 

-«21 
- « 1 2 - « 2 1 . 

-«12«21 

(3.3.19) 

Y = 

«11+«22-«12-«21 

Пример. Дана платежная матрица: 

'б -2l 

(3.3.20) 

У4 = 
3 5 
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Найти решение. 
Решение. Так как а = 3, Р = 5, то а =?̂  Р, следовательно, игра не 

имеет седловой точки, цена игры находится в пределах 3 < у ^ 5, 
решение можно найти в смешанных стратегиях. Запишем систе
му уравнений: 

(3.3.21) 

для игрока I — 

для игрока II — 

Решая эти системы 

* 1 
Рг 

1 6pj+3;>2=Y. 
-2pi+5p2=Y. 
А+/'2=1; 

3pj+5^2=7. 
[91+^2=1-

(3.3.21) и (3.3.22), находим: 

4 
" 5 ' 

. 7 . 3 18 

(3.3.22) 

Следовательно, оптимальные смешанные стратегии игроков 
имеют вид: 

*̂ '=iH' ^'Awh 18 

3.3.3. Геометрический метод 

Решение игры в смешанных стратегиях допускает геометри
ческую интерпретацию, и, следовательно, решение задачи можно 
показать графически. Геометрический метод решения игры 
включает следующие этапы. 

1. В декартовой системе координат по оси абсцисс откладыва
ется отрезок, длина которого равна 1. Левый конец отрезка (точ
ка х = 0) соответствует стратегии Aj, правый — стратегии А2 
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(х = 1,0). Промежуточные точки х соответствуют вероятностям 
некоторых смешанных стратегий Si = (р^, pj). 

2. На левой оси ординат откладываются выифыши страте
гии Aj. 

3. На линии, параллельной оси ординат, из точки 1 отклады
ваются выигрыши стратегии hj (рис. 3.3.1). 

3^2 = 6 

Рис 3,3.1, Геометрический метод решения игры (2 х2) 

Пусть имеется ифа с платежной матрицей: 

Л = ^1Ь ^12 
.^2Ь ^22 

Если ифок П применяет стратегию В], то выигрыш ифока I 
при использовании чистых стратегий Aj и А2 составляет соответ
ственно 1̂1 и 2̂1- Соединим эти точки прямой BiBj (рис. 3.3.1). 
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Если игрок I при стратегии Bj применяет смешанную страте
гию Si = (pi, Р2), то средний выигрыш, равный a^Pi + a2iP2 = У, 
изображается точкой Мна. прямой BjBj, абсцисса этой точки рав
на /72- Прямая BjBj называется стратегией игрока Bj. Ордината 
любой точки отрезка BjBj равна величине выигрыша игрока I 
при применении им стратегии Aj и А2 с соответствующими веро
ятностями/^i и/72. 

На том же фафике откладываются точки ai2 на оси ординат и 
2̂2 на параллельной прямой точки 1 (см. рис. 3.3.1). В2В2 соответ
ствует стратегии игрока II — В2. Точка пересечения B^Bj и В2В2 
определяет цену игры у. Ординаты точек отрезка В2В2 равны 
среднему числу стратегий Aj и А2 с вероятностями р^ и /?2. 

Ломаная BiÂ B2 — это нижняя граница выигрыша, получаемая 
ифоком I. В точке NOH максимален и составляет у. 

Пример 1. Найти оптимальную смешанную стратегию руко
водителя коммерческого предприятия и гарантированный сред
ний выифыш у при выборе из двух новых технологий продажи 
товаров Ai, и А2, если известны выигрыши каждого вида продажи 
по сравнению со старой технологией, которые представлены в 
виде матрицы: 

Таблица 3.3.2 
Г \ ^ г р о к II 

Игрок 1^4^^^ 

А, 

А2 

Ру 

Bi 

1 

3 

3 

В2 

6 

2 

6 

«/ 

1 

2 

а 

2 

Решение. Находим гарантированный выигрыш, определяе
мый нижней ценой игры а = max(ai; а2) = тах(1; 2) = 2, которая 
указывает на максиминную чистую стратегию У12- Верхняя цена 
игры Р = min (Pi; Р2) = min (3; 6) = 3, что свидетельствует об от
сутствии седловой точки, так как а =9̂  р, тогда цена игры находит
ся в пределах 2 < у < 3. Находим решение игры в смешанных стра
тегиях геометрическим методом (см. рис. 3.3.1). 
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Точка Л̂  пересечения прямых В1В2 и В2В2 - это точка макси-
мина, ордината которой является ценой игры у, которую можно 
определить из следующей системы уравнений: 

y=ai2+(a22-ai2)xp2 5 1 8 
Y=flfn-f(a2i~aii)x/?2 6 6 3 

Оптимальная смешанная стратегия и цена игры равны: 

(\ 5^ 
6' 6 ^ = 3-

Гарантированный средний выигрыш составляет 2 - . 

Пример 2. Найти оптимальное решение игры (2 х л), заданной 
в виде следующей платежной матрицы. 

А, 
А2 

В, 
6 
3 

Вз 
8 
0 

Вз 
1 
4 

Решение проводим с позиций игрока А, придерживающегося 
максиминной стратегии. Доминирующих и дублирующих страте
гий ни у одного из игроков нет. На оси абсцисс строим отрезок 
единичной длины (рис.3.3.2.), из концов которых на осях орди
нат откладываем выигрыши игрока А, соответствующие различ
ным сочетаниям стратегии игроков А и В. 

Максиминной оптимальной стратегии игрока А соответству
ет точка iV, лежащая на пересечении прямых В2В2 и В3В3. для ко
торых можно записать следующую систему уравнений: 

|У=Л12+(^22~^12)Л. 
Ь=^13+(^23-^1з)/^2 

Y=8-f(0-8)/?2 
Y = l + (l-l)/;2 • 

^А=4/11 
^Р2=7/11 

Y=32/ll. 
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Рис. 3.3.2. Графическое решение игры (2x3) 

Теперь можно найти минимаксную стратегию игрока В, запи
сав соответствующую систему уравнений, исключив стратегию 
Bi, которая дает явно больший проигрыш ифОку В, и, следова
тельно, Qi = 0: 

Y = 8^2+^3 
Y=4^3 
^2+^3=1 

14̂ 3 =32/11^^; =8/11 
№=1-^3 ^2=3/11. 

Таким образом, получено решение игры в смешанных страте
гиях: 

(4/11; 7/11); (0; 3/11; 8/11) у= 32/11. 

Пример 3. Найти оптимальное решение игры (w х 2), задан
ной в виде следующей платежной матрицы: 
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Ai 
А2 
A3 
А4 

Bi 
7 
2 
0 

- 1 

В2 
2 
3 
5 
8 

Решение ведется с позиций минимаксной стратегии игрока В. 
Доминирующих или дублирующих стратегий ни у одного из иг
роков нет. На оси абсцисс (рис.3.3.3) строим отрезок единичной 
длины, точки которой соответствуют различным стратегиям иг
рока В. На осях ординат откладываем проигрыши игрока В, соот
ветствующие каждой стратегии ифока А. 

аА1 = - 1 

Рис. 3.3,3. Графическое решение игры (4x2) 

Граничная ломаная вьщеляется сверху, что соответствует ми
нимаксной стратегии игрока В. Точка Nna ломаной Aj и А4 соот
ветствует минимаксному проигрышу игрока В при осторожной 
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тактике и определяется на пересечении отрезков A,Ai и А4А4, для 
которых можно записать следующую систему уравнений: 

y=an-h(ai2-au)g2 | у = 7 + (2-7)^2 _^1*=3/7 
[у=а41+(^42~«41)^2 [Y = - 1 + ( 8 + 11)^2 ^ 2 = 4 / 7 

Y=29/7. 

Смешанная стратегия игрока А включает только стратегии Aj 
и А4, для которых можно записать систему: 

Y = 7 A - / ? 4 

Y=2/?i+8/?4 = 
/7 l+/?4=l 

\7pi-P4=29/7 ^ л =9/14 Л=0 
[2/?,+8/?4=29/7"^;?2=0 Р1=5/14. 

Таким образом получено следующее решение игры в смешан
ных стратегиях: 

(9/14; 0; 0; 5/14); (3/7; 4/7) Y = 29/7. 

3.3.4. Метод линейного программирования 

Антагонистическую матричную игрутхп (где w>3, л> 3), не 
содержащую седловои точки, можно свести к паре двойственных 
задач линейного программирования. Рассмотрим игру тхп, за
данную платежной матрицей А: 

(3.3.23) 

Bl 
(^l) 

Ai(Pi) 
^2 (/'2) 

an 
«21 

5l .. 
(92) • 
«12 • 
«22 • 

• B„ 
• Ш 

•• « 1 и ^ 

• «2й 

^т(Рт)к ^m\ «ml nm J 

Решение такой ифы может быть получено в соответствии с 
теоремой Неймана в смешанных стратегиях. 
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Эквивалентными преобразованиями можно привести все 
элементы матрицы к неотрицательным величинам a^j > О, тогда 
Y > О, а игра решается в смешанных стратегиях: 

S = В\, В2, ..., В^ 
Я\. Яъ •••» Яп 

(3.3.24) 

Применение игроком I оптимальной смешанной стратегии 
iS*!* гарантирует ему средний выигрыш не меньше цены игры, т.е. 
Y/ > Y независимо от поведения игрока II. Игрок II, применяя оп
тимальную смешанную стратегию ^'ц*, гарантирует для себя ми
нимальный проигрыш не больше у, т.е. уу ^ Y-

Если ифок II применяет свою чистую стратегию By, а игрок I — 
свою оптимальную стратегию S{', то средний выигрыш игрока I 
равен: 

Yy = (i\jP\ + dljPl + ... + (^ijPi + ... + <^m}Pm у = 1» « (3.3.25) 

Если ифок I применяет свою чистую стратегию А/, а игрок II 
- свою оптимальную смешанную стратегию S^* то средний вы
игрыш игрока II составит 

Учитывая, что уу не может быть меньше у для игрока I, а у̂  не 
может быть больше у для игрока II, двойственную задачу линей
ного программирования можно записать следующим образом: 

1) для игрока I — 

Е^^Л>У (У = 1,2,...,л) (у>0) 

т 

(=1 

(3.3.26) 
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2) для игрока II -

iaygjuy (/ = l,2,...,m) (у>0) 
7=1 
« (3.3.27) 

М 

Смысл этих систем уравнений заключается в следующем: иг
рок I стремится увеличить цену игры (у -^ max), т.е. он действует 
так, чтобы его средний выигрыш при использовании его страте
гий с вероятностями р^ для любой у-й стратегии игрока II был не 
меньше величины у, которую он стремится увеличить. Игрок II 
стремится уменьшить свой проигрыш (у --» min), т.е. он действует 
так, чтобы его средний проигрыш при использовании его страте
гий с вероятностями qj при любой /-й стратегии игрока I не пре
вышал величину у, которую он стремится уменьшить. 

Задача состоит в нахождении двух оптимальных смешанных 
стратегий S^* = (/?i, pj. - , Рт) ^ ^и = (Яь Яь •••» Яп)^ которые дают 
щ\я игрока I максимально возможный для него средний выиг
рыш, а для игрока II минимально возможный для него средний 
проигрыш. 

Разделив левую и правую части неравенств (3.3.26) и (3.3.27) 
на цену игры у > О, получим: 

S a ^ ^ > l (У = 1,2,...,/7), (3.3.28) 

7=1 " Y 

Введем обозначения: 

^ау^<\ (/ = 1,2,...,/я). (3.3.29) 

-2L 

У 
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Тогда неравенства (3.3.28) и (3.3.29) примут следующий вид: 

YaijXi>l (У = 1, 2,...,/|), 

т 

/=1 

taijyj<l (У = 1, 2,...,т), 
7=1 

у=1 

(3.3.32) 

(3.3.33) 

т п 
Из равенств 2 л = 1 и Е^у=1 и выражений (3.3.30) и 

/=1 у=1 
(3.3.31) следует, что переменные х̂  и уу должны удовлетворять ус
ловиям: 

т I 

" 1 

(3.3.34) 

(3.3.35) 

Учитывая, что игрок I стремится максимизировать у, а игрок 
П стремится минимизировать у, переменные х, и yj должны быть 

__ w 
выбраны так, чтобы целевая функция f(^) = X /̂ достигала ми-

нимума, а целевая функция Ф(У) = Y yj — максимума. 
У = 1 

Таким образом, решение игры сводится к задаче линейного 
программирования. Оптимальные стратегии Si* = (Pi,/?2> --уРт) ^ 
^п* ~ (?ь 2̂» •••' л̂) игры с платежной матрицей А могут быть най
дены путем решения симметричной пары двойственных задач 
линейного программирования: 
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F{X) = S Xf -^ min, 

^ayXi>l (/ = 1,2,...,«). 
/=l 

(3.3.36) 

Ф(П=Е>'у^тах, 

^aijyj<l (y = l,2,...,/w). 
(3.3.37) 

Решая их, находим значения х„ ур цену игры у и, следова
тельно, оптимальные стратегии Si* = (р^, Pi, ..., Рп) и Si* = (^i, 
2̂> — О-

у = 
1 

т 

/=1 

или Y = 
1 

п (3.3.38) 

Х-

Pi='-^ (/ = l,2,.. . ,w), 

/=1 

(3.3.39) 

^ у = - 7 ^ (у = 1,2,...,А|). 

д/̂  
(3.3.40) 

Задача. Найти решение конфликтной ситуации с платежной 
матрицей: 

(\ 2 Ъ\ 
А = 3 1 1 

1 3 1 
(3.3.41) 

Рбшение. Математические модели пары двойственных задач 
линейного программирования можно записать так: 
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найти минимум функции F{X) = Х| + л:2 + Х3 при ограниче
ниях: 

fxi +3X2 +^3 ~Ь 
2X1 +Х2 +3хз ^ 1 , 

\ ^ ^ ^л (3.3.42) 
3Xi + Х2 + Х3 > 1, 
Х/>0 / = 1, 2, 3. 

Найти максимум функции Ф{¥) —у^ '^ Уг'^ Уъ при ограниче
ниях: 

УХ-¥1у2-\-Ъу^<\, 
ЗУ1+У2+У3^1' 
Ух^Ъу2+Уъ^^ 
yj>0 7 = 1, 2, 3. 

(3.3.43) 

Симплексный метод позволяет найти решение этой системы 
неравенств (табл. 3.3.3). 

2 2 1 . ,~ 5 

3 5 9 
Тогда цена игры у = i: 5̂  j;y = i : - = ~, а вероятности примене-

у=1 9 5 
9 2 2 2 

ния стратегий игрока II будут: î =У-Л =т*'^ = Т» ^2=У-У2=т» 
1 

^3=Y->'3=J-

Таким образом, оптимальная смешанная стратегия игрока II 

^2 2 р 
, 5 ' 5 ' 

Поскольку решение системы неравенств (3.3.43) симплекс
ным методом дает также и решение (табл. 3.3.3) двойственной за
дачи, то можно записать: 
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2 2 1 5 9 
1̂ = 9' ''2 = 9' ''3 = 9' ^ W = 9 ' ^ ^ 5 ' 

тогда находим также и вероятности применения стратегий ифо-
ка1: 

2 2 1 
р\=ух\=-; /?2=Y^2=j; /^3=Y^3=j-

Таким образом, оптимальная смешанная стратегия игрока I 

2 2 Г 
'< "I г г- 5 

Таблица 3.3.3 
Базисные 

переменные 
УА 

У5 
Уе 

ФО') 
УА 1 "̂̂  1 "̂̂  Ф(>^) 
УА 

У\ 
Уг 

^{Y) 
Уъ 
У\ 
Уг 

^(Y) 1 

1 1 
1 
1 
0 
2/3 
1/3 
2/3 
1/3 
1/4 
1/4 
1/4 
1/2 
1/9 
2/9 
2/9 
5/9 

Д'! 
1 
3 
1 
-1 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 j 
0 
Х4 

Уг 

2 
1 
3 
-1 
5/3 
1/3 
8/3 
-2/3 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
1 j 
0 
•̂5 

Уъ 

' 3 
1 
1 
-1 
8/3 
1/3 
2/3 
-2/3 
9/4 
1/4 
1/4 

-1/2 
1 
0 
0 
0 
Ч 

УА 

1 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
4/9 
-1/9 
-1/9 1 
2/9 
1̂ 

Уъ 

0 
1 
0 
0 

-1/3 
1/3 
-1/3 
1/3 

-1/8 
3/8 
-1/8 
1/4 

-1/18 
7/18 
-1/9 
2/9 
^2 

У(. 

0 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 

-5/8 
-1/8 
3/8 
1/4 

-5/18 
-1/18 
4/9 
1/9 
^3 

min 
1 
1/3 
1 

2/5 
1 1 
1/4 

1/9 
1 1 
1 
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3.3.5. Игровые модели в условиях коммерческого риска 

Риск определяется возможностью отклонения от желаемого 
результата в худшую сторону или выхода за пределы допустимого 
диапазона, что приводит к негативным последствиям. 

Для принятия решений в условиях риска используют методы 
теории вероятностей, если это возможно, по причине массовости 
явления. В таком случае факторы, например, состояния среды 
представляют собой либо случайные величины, либо случайные 
функции. Они описываются какими-либо статистическими ха
рактеристиками, например математическим ожиданием и дис
персией, и обладают статистической устойчивостью. Принимаю
щий решение ориентируется на средние, наиболее вероятные ре
зультаты, например дохода, однако при этом не исключен риск 
получения не того результата, на который была рассчитана ком
мерческая стратегия, тогда мерой риска следует считать среднее 
квадратическое отклонение. 

Тогда путем сравнения на плоскости соответствующих каж
дому решению, например, среднего ожидаемого дохода q^ и рис
ка Ki можно выбрать доминирующее решение. Однако если 
появляются несравнимые пары q^, г,, и, следовательно, недоми
нирующие решения, то образуется множество оптимальностей 
по Парето, среди которого и следует искать лучшее или компро
миссное решение. 

Ситуации, в которых риск связан не с сознательным противо
действием противоположной стороны (среды), а с недостаточной 
осведомленностью о ее поведении или состоянии лица, прини
мающего решение, называются «играми с природой». 

В таких играх человек старается действовать осмотрительно, 
например, используя стратегию, позволяющую получить наи
меньший проигрыш. Второй игрок (природа) действует незлона
меренно, совершенно случайно, возможные стратегии его изве
стны (стратегии природы). Такие ситуации исследуются с помо
щью теории статистических решений. 

Рассмотрим «игру с природой» в условиях частичной неопре
деленности. Пусть у игрока I имеется т возможных стратегий 
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Aj, А2, ..., К^ и можно сделать п предположений о состояниях 
природы (среды) Hi, П2, ..., П„ с известными вероятностями их 
появления/7у. Пусть известен выигрыш а^р i= I, m,j= I, п, кото
рый получает ифок I при выборе стратегии Л̂  для каждого состо
яния природы Пу. 

Тогда можно составить платежную матрицу А следующего ви
да: 

Таблица 3.3.4 

А, 
Аг 

А,-

^т 

П1 

^11 

^21 

^/1 

^ m l 

П2 

an 
^22 

^/2 

^т2 

Пу 

1̂У 
a2j 

^ij 

^mj 

П. 1 
^\п 
^2п 

^ш 

^тп 1 

В этом случае S Ру = 1 и можно найти величину математиче-

ского ожидания выигрыша для каждой стратегии А{, 
п 

Mi = S PjGij. 
7=1 

Оптимальной будет считаться та стратегия, для которой эта 
величина принимает максимальное значение М =тахЛ//. 

у 
При этом следует заметить, что оптимизация в среднем не ис

ключает полностью влияние фактора случайности. 
Пример. Для доставки свежих фруктов из Кишинева в Моск

ву можно использовать три вида транспорта: Т, — воздушный, 
Т2 — автомобильный, Тз — железнодорожный. Ожидаемые вели
чины дохода а^р с учетом затрат на транспортировку, погрузочно-
разгрузочные работы и сроков доставки фруктов и потерь и вме
сте с условными вероятностями их получения p^j представлены в 
виде матрицы в табл. 3.3.5. 
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Таблица 3.3.5 

Ti 
Т2 
Тз 
Ру 

Оц 

300 
450 
600 
600 

Pi\ 

0,6 
0,2 
0,1 

^а 
200 
300 
450 
450 

Ра 
0,3 
0,7 
0,8 

/̂3 
-300 
-200 
-100 
-100 

Рв 
0,1 
0,1 
0,1 

Для выбора наиболее оптимального варианта доставки све
жих фруктов сначала находим для каждого вида транспорта мате
матическое ожидание выигрыша: 

M(Ti) = 300 • 0,6 + 200 • 0,3 + (-300). 0,1 = 210, 
М(Т2) = 450 • 0,2 + 300 • 0,7 + (-200) • 0,1 = 280, 
М(Тз) = 600 • 0,1 + 450 • 0,8 + (-100) • 0,1 = 410, 

а затем определяем максимальное значение этого показателя, ко
торое и указывает на оптимальное решение: 

тахМ(Т/) = М(Тз) = 410, 

следовательно, наиболее выгодно доставлять свежие фрукты в 
Москву из Кишинева железнодорожным транспортом. 

При исследовании «игры с природой» вводится показатель, 
позволяющий оценить, насколько то или иное состояние «при
роды» влияет на исход. Этот показатель называется риском. 

При пользовании стратегией А,- и состоянием среды Пу раз
ность между максимально возможным выигрышем |3у при данном 
состоянии «природы» Пу и выигрышем a^j при выбранной страте
гии Ау называется риском гф 

где Ру=тахд,у, т.е. максимальное число в столбце состояния среды П. 
' Очевидно, что риск всегда положительное число, т.е. Гу > О, 

Пользуясь этими положениями, найдем для задачи (табл. 
3.3.5) все значения Ру и построим матрицу рисков R (табл. 3.3.6). 
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т, 
Т2 

Тз 

Гц 

300 
150 

0 

Рп 
0,6 
0,2 
0,1 

Пх 
250 
150 

0 

Глава 3. Методы 

Рп 
0,3 
0,7 
0,8 

П\ 
200 
100 

0 

И модели теории иф 

Таблица 3.3,6 

Рп 

0,1 
0,1 
0,1 

п 
275 
145 

0 

Для решения задачи можно пользоваться значениями средне
го риска: 

Оптимальным в этом случае будет та стратегия, для которой 
средний риск будет минимальным 

г =min/). 

В связи с этим для каждого решения находим средний риск: 

7, = 300 • 0,6 + 250 . 0,3 + 200 • 0,1 = 275, 
72 == 150 • 0,2 + 150 • 0,7 + 100 • 0,1 = 145, 
73 = О 0 , 1 + 0 - 0 , 8 + 0 - 0 , 1 = О, 

который следует стремиться сделать минимальным, т.е. выбрать 
такую стратегию Tĵ ., для которой величина 7^ минимальна: 

г̂  =min;}- =min(275, 145, 0) = 0->Гз» 

следовательно, наиболее целесообразно доставлять свежие фрук
ты из Кишинева в Москву железнодорожным транспортом. 

Заметим, что максимум среднего выигрыша и минимум сред
него риска достигается при выборе одной и той же стратегии, в 
данном случае Т3. 

Мы рассмотрели вариант выбора только одной вполне опре
деленной стратегии, которая называется чистой. В коммерческой 
практике встречаются такие ситуации, в которых выгоднее при-
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менять или случайное чередование чистых стратегии, что увели
чивает размер гарантированного выигрыша, или одновременное 
использование всех стратегий с некоторыми вероятностями. В 
таких играх необходимо найти оптимальную смешанную страте
гию S*(pi,P2, ...,/?„) и найти цену игры при известной платежной 
матрице. 

Предположим, что на предприятии оптовой торговли имеет
ся л-типов товаров какой-либо товарной группы. В магазин не
обходимо завести Q = 1000 ед. всего ассортиментного набора дан
ной группы товара. Требуется определить объемы товаров каждо
го типа, которые целесообразно завести в магазин, и 
гарантированный уровень дохода. При этом известно, что если 
товар типау (1 <у < п) будет пользоваться спросом, то магазин от 
его реализации получит прибыль dp в противном случае издерж
ки, связанные с его хранением, порчей и т.п., составят убыток Cj. 
Моделью такого экономического конфликта является игра, в ко
торой в качестве одной стороны выступает магазин (ифок М), а 
в качестве другой — «природа» — спрос населения, причем он не
известен. Каждая из сторон имеет по п-стратегий: М̂  — стратегия 
ифока М по завозу /-го товара объемом Qf, а Tlj ~ стратегии игро
ка П — спрос нау-й товар. Полезностью магазина, очевидно, бу
дет его доход Д. В таком случае конечная игра задается матрицей 
выигрышей (табл. 3.3.7). 

Таблица 3.3.7 

м, 
Мг 

М, 

м„ 

п, 
dx 

-ci 

- С / 

-с„ 

П2 

-с\ 
di 

- С / 

-с„ 

Пу 

-Cl 

-сг 

-с , 

-(^п 

п„ 
- c i 
- С 2 

- С , -

dn 

Допустим, что доходы от продажи по каждому виду товаров 
равны, т.е. di= dj^ ^.. — d^ — d. Для упрощения матрицы вычтем 
из всех ее элементов число d, что не изменит множество опти-
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мальных смешанных стратегии, а только значение игры умень
шится на d, в результате чего (—с,- — d) = —hj матрица выигрышей 
примет другой вид: 

Я , = 

О 

-hi О 

-h„ 

-hi 

-К 

-К 

О 

Для решения задачи воспользуемся данными табл. 3.3.8. 
Таблица 3.3.8 

Показатели 

Доход от реализа
ции усл. ед., •̂ 
Издержки, усл. 
ед., 9 

Тип товара 

1 

32 

16 

2 

32 

8 

3 

32 

4 

4 

32 

4 

5 1 

32 

2 

32 
-8 
-4 
-4 
-2 

-16 
32 
-4 
-4 
-2 

-16 
-8 
32 
-4 
-2 

-16 
-8 
-4 
32 
-2 

-Ц1 
-8 
-4 
-4 
32 J 

С учетом этих данных матрица выифышей будет иметь следу
ющий вид: 

Н = 

Преобразуем эту матрицу путем вычитания из каждого эле
мента й? = 32 к виду: 

^ 0 - 4 8 - 4 8 -48 -48^ 
-40 О -40 -40 -40 

Я, =1 -36 -36 О -36 -36 
-36 -36 -36 О -36 
-34 -34 -34 -34 О 
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Определим при неизвестном спросе рентабельность завоза 
товаров рассматриваемой фуппы, для чего необходимо прове
рить выполнение следуюш е̂го неравенства: 

Д d 
S——-(//--1)>0. 
MCj'rd 

Поскольку в нашем случае это условие 
32 32 32 32 32 ,̂  ,, ^ 

• + —-—•+•-—— + Z——+^ >,>^-(^-"0>0 16 + 32 8+32 4 + 32 4 + 32 2 + 32 
выполняется, то товар завозить в магазин целесообразно. 

Очевидно, правильная торговая политика наблюдается при 
использовании смешанной стратегии 5^/= (Р\,Р2,Рз^ •-•^Рр •••'>Рп)^ 
где вероятности р^ показывают доли от всего объема Q = 1000 ед. 
каждого типа товаров, которые следует завозить в магазин, и оп
ределяются по формуле 

p,.=-J--, l<i<n. 

Например, для стратегии Mj находим: 

Ръ= 1 . = — 7 - . г - Ц ; 7-т=о,21. й=5 1 
ЛзЕ-т- -36-

у=1 -«/ 
1 1 1 1 1 

-48 "̂  -40 '*' -36 "̂  -36 "*" -34 

Аналогично определяем остальные доли завозимых объемов 
товаров, после чего записываем оптимальную смешанную стра
тегию: 

^д^= (0,16; 0,19; 0,21; 0,21; 0,23), 

согласно которой следует завозить в магазин товаров по каж
дому типу соответственно в следующих объемах: 

Qi = 160 ед., Qj = 190 ед., Qi = Q^ = 210 ед., Q^ = 230 ед. 
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В этом варианте снабжения товарами доход магазина будет 
равен значению игры, которое определяется по формуле 

Д = п-1 

1 Ci+d 

+ rf =-30,6 + 32 = 1,4 усл. ед. 

При использовании смешанной стратегии, т.е. завоза товаров 
разного типа, доход гарантируется лишь в среднем, является 
ожидаемым и не может совпадать точно с реальным выигрышем, 
что и является характерным в условиях риска. 

3.3.6. Ифовые модели в условиях полной коммерческой 
неопределенности 

Рассмотрим игру с природой тп.У одного сознательного иг
рока имеется т стратегий Aj, А2, ..., А;„, у другого - возможно п 
состояний «слепой силы природы» П|, П2,..., П„. Известен выиг
рыш (исход) ифока по каждой его стратегии и каждому состоя
нию природы а^р / = 1, mj = 1, л. Но, к сожалению, ничего нель
зя предположить, с какими вероятностями природа принимает 
эти состояния. Другими словами, ничего конкретного нельзя 
сказать о состояниях среды, в которой протекает коммерческий 
процесс. В этом случае решение будет приниматься в уникальных 
условиях полной коммерческой неопределенности. 

Запишем платежную матрицу и матрицу рисков задачи «игры 
с природой». 

Таблица 3,3.9 

А, 

А, 

А„ 

п, 
Он 

Оц 

0ml 

п, 
"и 

«*• 

«ту 

п„ 
Ощ 

Ош 

Отп 
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Таблица 3.3.10 

А, 

^ 

к 

П) 

nl 

'•/1 

'•ml 

Пу 

'•у 

'v 

>'щ/ 

... 

п. 

'"'" 

Пп 

^тп 

Где гу=тгхау-ау, / = 1,/w, у = 1, л. 

Рассмотрим варианты определения наилучшей стратегии в 
условиях неопределенности на следующих примерах. 

Пример 1. В Северном округе Москвы планируется строи
тельство овощехранилища. Имеются три возможных проекта 
создания такого хранилища площадью Sj = 200 кв. м, S2 = 
300 кв. м и 8з = 400 кв. м. В зависимости от эффективности ис
пользования выделенных площадей рассчитаны варианты еже
годного дохода bfj (тыс. руб.), которые представлены в виде пла
тежной табл. 3.3.11. 

Таблица 3.3.11 

S, 

1 Si-200 м̂  
S2 = 300M2 

83 = 400 м^ 

ру = max Л/у 

Доход от занимаемой площади 

100 

130 
60 

-140 

130 

200 

350 
410 
290 

410 

300 

350 
520 
560 

560 

400 

350 
520 
670 

670 

a/=minu/. 
J 

130 
60 

-140 

W 

130 

max а у 
J 

350 
520 
670 

Надо определить наиболее целесообразный вариант строи
тельства овощехранилища. 
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Анализ игры начнем с позиций принципа минимакса. Он ос
нован на том предположении, что принимающий решение дейст
вует осторожно и избирает чистую стратегию, гарантирующую 
ему наибольший (максимальный) из всех наихудших (минималь
ных) возможных исходов действия по каждой стратегии. В этом 
случае, если мы изберем стратегию Sj, то наихудшее из того, что 
может случиться, состоит в том, что мы получим чистую выгоду в 
размере 

ai =т1пау =min(130, 350, 350, 350) = 130. 

Аналогично находим для остальных стратегий наихудшие ис
ходы и записываем их в табл. 3.3.11. Это уровни безопасности 
каждой стратегии, поскольку можно быть уверенным, что ничего 
более худшего не произойдет. Лучшим решением S^^^ будет такое, 
которое гарантирует наилучший из множества наихудших исхо
дов и определяется в соответствии с изложенным принципом по 
формуле 

а = таха/ =maxmina,y =130->5i. 
' i J 

Такая стратегия Sj является максиминной, поскольку чтобы 
не произошло, т.е. при любом состоянии среды, результат не мо
жет быть хуже, чем а. Это нижняя цена игры. В силу этого прин
цип максимина называют также принципом наибольшего гаран
тированного результата. Максиминная оценка является единст
венно абсолютно надежной при принятии решения в условиях 
неопределенности. Этот принцип является основой критерия 
Вальда, в соответствии с которым оптимальной стратегией при 
любом состоянии среды, позволяющем получить максимальный 
выигрыш в наихудших условиях, является максиминная страте
гия, определяемая выражением 

W - таха/ = maxmina,y -> Sy^^ 
f i J 

Следует заметить, что при наличии возможности получения 
дополнительной информации в игре каким-либо образом, мож
но повысить гарантирова^1ный уровень выигрыша. 
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Теперь проведем аналогичные рассуждения для второй сторо
ны — состояний среды. Если нам известно точно состояние сре
ды ~ в данном случае величина занимаемой площади, то мы вы
берем решение S,-, максимизирующее наш выигрыш: 

j^j =тахау. 

Очевидно, учитывая все возможное, худший для нас вариант 
будет определяться выражением 

р = max Р у = min max ay. 
J J ' 

Это верхняя цена игры, или минимакс, а соответствующая 
стратегия ~ минимаксная. В соответствии с этим вторая сторона 
«природы» даст возможность нам выиграть не больше, чем р. 

Составим теперь матрицу рисков для представленной игры 
(табл. 3.3.12). 

Таблица 3.3.12 

nj 

Si 
S2 

^3 

100 
0 
70 
270 

200 
60 
0 

120 

300 
210 
40 
0 

400 
320 
150 
0 

max Г/ 

320 
150 
270 

S 

150 

Риск является основой минимаксного критерия Сэвиджа, со
гласно которому выбирается такая стратегия S^, при которой ве
личина риска принимает минимальное значение в самой небла
гоприятной ситуации: 

5 = minmaxr̂  -^S^. 

Сущность этого критерия состоит в том, чтобы избежать 
большого риска при выборе решения. В соответствии с этим кри
терием (табл. 3.3.12) следует построить овощехранилище площа
дью $2 = 300 кв. м. 
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При анализе «игры с природой» разумнее придерживаться не
которой промежуточной позиции, граница которой регулируется 
показателем пессимизма-оптимизма % в критерии Гурвица. В со
ответствии с этим компромиссным критерием для каждого реше
ния определяется линейная комбинация минимального и макси
мального выигрыша 

G/ = X niin Uij + (1 - х) max a^j 

и затем выбирается та стратегия S/, для которой эта величина ока
жется наибольшей: 

Сг = тахСг/ =тах X min uij + (1 - х) î ax a^j 

Коэффициент X называют еще и степенью оптимизма. Его зна
чения находятся в диапазоне О < х ̂  1, при х = 1 он превращается в 
критерий Вальда, а при х ~ О получают критерий «крайнего опти
мизма», выбирающий стратегию «ва-банк», которой соответствует 
самый больший выигрыш. Допустим, в примере табл. 3.3.11 мы 
придерживаемся ближе к пессимистической оценке и полагаем, 
что X = 0,8, тогда для каждой стратегии получим соответственно: 

(?, = 0,8 . 130 + (1 - 0,8) • 350 = 174; 
(/2 = 0,8 • 60 + (1 - 0,8) • 520 = 152; 
(?з = 0'8 • (-140) + (1 - 0,8) • 670 = 22. 

В соответствии с критерием Гурвица наиболее целесообраз
ный вариант строительства овощехранилища определяется сле
дующим образом: 

G = maxG,=max(174, 152, 22) = 174-->5i. 
/• / 

Следовательно, наиболее целесообразным вариантом являет
ся строительство овощехранилища площадью Sj = 200 кв. м. 

Таким образом, приведенные методы и модели позволяют с 
разных сторон провести анализ хозяйственных решений торгов
ли в условиях неопределенности. 
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Пример 2. Магазин имеет некоторый запас товаров ассорти
ментного минимума. Если запас товаров недостаточен, то необ
ходимо завести его с базы; если запас превышает спрос, то мага
зин несет расходы по хранению нереализованного товара. Пусть 
спрос на товары лежит в пределах S = 5-8 единиц, расходы по 
хранению одной единицы товара составляют с = 0,1 руб., а расхо
ды по завозу единицы товара к = 0,2 руб. Определить оптималь
ную стратегию магазина по завозу товаров. Составим платежную 
матрицу. Игроком является магазин, а «природой» — спрос на то
вары. 

Элементы платежной матрицы определяют следующим обра
зом. Если магазин имеет 5 единиц товара и спрос равен S = 5, то 
магазин расходов не несет и элемент ац = 0. 

Если магазин имеет 6 единиц товара, а спрос равен S = 5, то 
магазин может продать 5 единиц товара, а одну единицу должен 
хранить, неся при этом расходы, которые определяются элемен
том a2i = —0,1. 

Если магазин имеет 5 единиц товара, а спрос равен S = 6, то 
магазину необходимо завести одну единицу товара, расходуя на 
это сумму, равную к. Следовательно, элемент a^j = —0,2. Проведя 
аналогичные рассуждения, можно получить значения всех эле
ментов платежной матрицы: 

Таблица 3,3.13 

"^ij 

5 

6 

7 

8 

5 

0 

-0,1 

-0,2 

-0,3 

6 

-0,2 

0 

-0,1 

-0,2 

7 

-0,4 

-0,2 

0 

-0,1 

8 

-0,6 

-0,4 

-0,2 

0 

Определим оптимальную стратегию по максиминному крите
рию Вальда: 

И̂  = тахттал-. 
i J 
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Для этого по каждой строке найдем минимальные значения 
элементов матрицы a/=mina;y. Так как элементами являются 

расходы магазина, взятые с противоположным знаком, то, следо
вательно, минимальный выигрыш будет соответствовать мини
мальному числу. 

Тогда щ = -0,6; aj = -0,4; аз = -0,2; а4 = -0,3, из которых по 
критерию Вальда находим максимальное значение: 

Ff̂  = таха, = аз =-0,2. 

Следовательно, оптимальная стратегия магазина заключается 
в поставке 7 единиц товара, что позволит ему обеспечить мини
мум издержек в самой неблагоприятной ситуации. 

Определим оптимальную стратегию по минимаксному крите
рию Сэвиджа: 

^ = minmaxry. 
' J 

Матрица рисков строится следующим образом. По каждой 
строке (так как оптимальная стратегия находится для магазина, 
т.е. игрока А) находится элемент с максимальным значением 
Ру =таха,у. Каждый элемент в /-й строке находится как раз
ность r^j = ру - ау. Следовательно, матрица рисков будет выглядеть 
следующим образом: 

Таблица 3.3.14 

nj 

5 
6 
7 
8 

5 

0 

0,1 
0,2 
0,3 

6 

0,2 
0 

0,1 
0,2 

7 

0,4 
0,2 
0 

0,1 

8 

0,6 
0,4 
0,2 
0 

Согласно минимаксному критерию находим максимальное 
значение риска по каждой строке: 0,6; 0,4; 0,2; 0,3. 
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Минимаксное значение риска г = 0,2. Следовательно, мини
максная стратегия магазина заключается в поставке 7 единиц то
вара, что позволяет ему гарантировать минимальный риск в са
мой неблагоприятной ситуации. 

Таким образом, используя методы и модели принятия реше
ний в условиях неопределенности, можно проводить количест
венный анализ сложных ситуаций, возникающих в коммерчес
кой практике, учитывать разнообразные социально-экономичес
кие факторы, влияющие на деятельность торговых предприятий, 
и принимать обоснованные, близкие к оптимальным решения по 
управлению. 

3.4. Игровые модели конфликтов 

Теория игр представляет собой набор математических инст
рументов для построения моделей, а в социально-экономических 
приложениях является неиссякаемым источником гибких кон
цепций. 

Ифа является математической моделью коллективного пове
дения, отображающей взаимодействие участников-игроков в 
стремлении добиться лучшего исхода, причем их интересы могут 
быть различны. Несовпадение, антагонизм интересов порождают 
конфликт, а совпадение интересов приводит к кооперации. Час
то интересы в социально-экономических ситуациях не являются 
ни строго антагонистическими, ни точно совпадающими. Прода
вец и покупатель согласны, что в их общих интересах договорить
ся о продаже, конечно, при условии, что сделка выгодна обоим. 
Однако они энергично торгуются при выборе конкретной цены в 
пределах, определяющихся условиями взаимной выгоды. Теория 
игр позволяет выработать оптимальные правила поведения в 
конфликтах. 

Возможность конфликтов заложена в существе самой челове
ческой жизни. Причины конфликтов коренятся в аномалиях об
щественной жизни и несовершенстве самого человека. Среди 
причин, порождающих конфликты, следует назвать прежде всего 
социально-экономические, политические и нравственные при
чины. Они являются питательной средой для возникновения раз-
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личного рода конфликтов. На возникновение конфликтов ока
зывают влияние психофизические и биологические особенности 
людей. 

Во всех сферах человеческой деятельности при решении са
мых разнообразных задач в быту, на работе или отдыхе приходит
ся наблюдать различные по своему содержанию и силе проявле
ния конфликты. Об этом ежедневно пишут газеты, передают по 
радио, транслирует телевидение. Они занимают значительное ме
сто в жизни каждого человека, причем последствия некоторых 
конфликтов бывают слишком ощутимы даже на протяжении мно
гих лет жизни. Они могут съедать жизненную энергию одного че
ловека или группы людей в течение нескольких дней, недель, ме
сяцев или даже лет. Бывает так, правда редко, к сожалению, что 
разрешение одних конфликтов проходит весьма корректно и про
фессионально фамотно, а других, что бывает значительно чаще, 
непрофессионально, безфамотно, с плохими исходами иногда 
для всех участников конфликта, где нет победителей, а есть толь
ко побежденные. Очевидно, необходимы рекомендации по раци
ональному образу действий в конфликтных ситуациях. 

Причем чаще часть конфликтов являются надуманными, ис
кусственно раздутыми, созданными для прикрытия профессио
нальной некомпетентности некоторыми лицами и вредны в ком
мерческой деятельности. 

Другие же конфликты, являясь неизбежным спутником жизни 
любого коллектива, могут быть весьма полезны и служат импуль
сом для развития коммерческой деятельности в лучшую сторону. 

Конфликты в настоящее время являются ключевой пробле
мой жизни как отдельных личностей, так и целых коллективов. 

Действия литературных персонажей, героев неизбежно со
провождаются проявлением, развитием какого-либо жизненного 
конфликта, который так или иначе разрешается иногда мирно, 
иногда драматически или трагически, например на дуэли. Луч
шими источниками наших знаний о человеческих конфликтах 
являются классические трагедии, серьезные и глубокие романы, 
их экранизация или театральная постановка. 

Деятельности человека могут противостоять в конфликте ин
тересы других людей или стихийные силы природы. В одних кон-
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фликтах противоположной стороной выступает сознательно и 
целенаправленно действующий активный противник, заинтере
сованный в нашем поражении, сознательно препятствует успеху, 
старается сделать все от него зависящее, чтобы добиться своей 
победы любыми средствами, например с помощью киллера. 

В других конфликтах такого сознательного противника нет, а 
действуют лишь «слепые силы природы»: погодные условия, со
стояние торгового оборудования на предприятии, болезни со
трудников и т.п. В таких случаях природа не злонамеренна и вы
ступает пассивно, причем иногда во вред человеку, а иногда к его 
выгоде, однако ее состояние и проявление могут ощутимо влиять 
на результат коммерческой деятельности. 

Движущей силой в конфликте является любопытство челове
ка, стремление победить, сохранить или улучшить свое положе
ние, например безопасность, устойчивость в коллективе или на
дежда на успех достижения поставленной в явном или неявном 
виде цели. 

Как поступить в той или иной ситуации, часто бывает неясно. 
Характерной особенностью любого конфликта является то, 

что ни одна из участвующих сторон не знает заранее точно и пол
ностью всех своих возможных решений, а также и другие сторо
ны, их будущее поведение и, следовательно, каждый вынужден 
действовать в условиях неопределенности. 

Неопределенность исхода может быть обусловлена как созна
тельными действиями активных противников, так и несознатель
ными, пассивными проявлениями, например стихийных сил 
природы: дождя, солнца, ветра, лавины и т.п. В таких случаях ис
ключается возможность точного предсказания исхода. 

Общность всех конфликтов независимо от их природы за
ключается в столкновении интересов, стремлений, целей, путей 
достижения целей, отсутствия согласия двух или более сторон — 
участников конфликта. Сложность конфликтов обусловливается 
разумными и расчетливыми действиями отдельных лиц или кол
лективов с различными интересами. 

Неопределенность исхода конфликта, любопытство, интерес 
и стремление к победе побуждают людей к сознательному вступ-
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лению в конфликт, что притягивает к конфликтам и участников, 
и наблюдателей. 

Математическая теория игр дает научно обоснованные реко
мендации поведения в конфликтных ситуациях, показывая «как 
играть, чтобы не проиграть». Для применения этой теории необ
ходимо уметь представлять конфликты в виде игр. 

Основой любого конфликта является наличие противоречия, 
которое принимает форму разногласий. Конфликт можно опре
делить как отсутствие согласия между двумя или более сторона
ми —- лицами или группами, проявляющееся при попытке разре
шить противоречие, причем часто на фоне острых отрицательных 
эмоциональных переживаний, хотя известно, что из двух ссоря
щихся виновный тот, кто умнее. 

Следует заметить, что вовлечение в конфликт в коммерчес
кой деятельности большого количества людей позволяет резко 
увеличить и обнаружить множество альтернатив и исходов, что 
является важной позитивной функцией конфликта, связанной с 
расширением кругозора, увеличением количества альтернатив и 
соответственно возможных исходов. 

В процессе коммерческих переговоров приходится искать об
ласть взаимных интересов (рис. 3.4.1), позволяющую найти ком
промиссное решение. Делая большие уступки по менее значимым 
аспектам для фирмы, но более значимым для оппонента, коммер
сант получает больше по другим позициям, которые более значи
мы и выгодны для фирмы. Эти уступки имеют минимальные и 
максимальные границы интересов. Это условие получило назва
ние «принцип Парето» по имени итальянского ученого В. Парето. 

Одним из типичных социально-психологических межлично
стных конфликтов является несбалансированное ролевое взаи
модействие. Теоретическую основу анализа межличностных кон
фликтов предложил американский психолог Э. Берн, который 
дал описание взаимодействия партнеров (рис. 3.4.2) в виде сете
вых моделей. 

Каждый человек в процессе взаимодействия с окружающими 
вынужден играть более десятка ролей, причем далеко не всегда 
успешно. В предлагаемой модели каждый партнер может имити
ровать роль С — старшего, Р — равного или М — младшего. Если 
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А 
Интерес А 
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mm 
В 

mm max Интерес 

Рис. 3.4.1. Область вариантов компромиссных решений на переговорах 
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Рис. 3.4.2. Сетевые модели ролевого взаимодействия партнеров 
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ролевое взаимодействие сбалансировано, то общение может раз
виваться бесконфликтно, иначе при разбалансе ролей возможен 
конфликт. 

В длительных конфликтах часто доля делового содержания с 
течением времени уменьшается и начинает доминировать лично
стная сфера, что и представлено на рис. 3.4.3. 

Рис. 3.4.3. Изменение соотношения деловой 
и личностной составляющих сфер конфликта 

Конфликт представляет собой процесс, развивающийся во 
времени (рис. 3.4.4), который можно разделить на несколько пе
риодов. Таковыми, например, могут быть предконфликтный пе
риод (/„), конфликтное взаимодействие (ti^) и послеконфликтный 
период (/J. 

Напряженность с течением времени в предконфликтный пе
риод (/о - /i) постепенно (1) или лавинообразно (2) нарастает, а 
затем достигает наибольшего значения в момент кульминации /2 
и затем спадает. Следует заметить, что зачастую конфликтное 
взаимодействие имеет продолжительность (/3 — /j) всего около 
1 мин, а послеконфликтный период может быть больше его в 
600-2000 и более раз. Причем показатели исхода конфликта для 
обеих сторон могут совсем не содержать выигрышных показате
лей, т.е. одни ущербы. 
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Предконфликтный 
период 

Конфликтное i После-
взаимодействие | конфли1стный| 

[ период 

t, t2 f3 и t 

Рис. 3.4.4. Динамические модели развития конфликтов 

Состояние человека во взаимодействии можно интерпрети
ровать графически в виде сочетания степени его активности А и 
уровня настроения (рис. 3.4.5). 

активность 

>А(Хз; Уг) в(х2; Уг) М{х^\ У2) 

состояние 

настроение 

Рис. 3.4.5. Графическая модель оценки состояния партнера 
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Измерение этих показателей можно производить от среднего, 
нейтрального (0) уровня. Тогда точка состояния определяется 
вектором с соответствующими координатами, например 
M(xi, ĵ 2)- Состояние, определяемое другим вектором N(xi,yi), от
личается меньшей активностью Ау = (У2 ~ Ĵ i)- Состояние партне
ра, определяемое вектором А(хз, У2), отличается более скверным 
настроением, чем состояние, определяемое вектором В(х2, ^2). 

На рис. 3.4.6 представлена модель взаимодействия партнеров, 
состояния которых зафиксированы векторами А и В, по которым 
можно построить результирующий конфликт-вектор Е. Эта зона 
готовности к конфликту из всех квадрантов является самой не
благоприятной. Пользуясь такими графическими моделями 
оценки состояния партнеров, можно заранее подготовиться к 
возможным исходам их взаимодействия. 
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4 / / 

<-) / 

/ / 
А ^^"^^ 
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благоприятной 

/ \ пассивности 
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Игровую модель конфликта можно представить как сочета
ние отображения (рис. 3.4.7) возможных позитивных и негатив
ных альтернатив (ходов) участников-игроков К и П и вариантов 
исходов для каждой пары ходов К, П в виде платежной матрицы 
В ~ \\Ьу\\, элемент которой можно определить по формуле 

т 

к=\ 
где Ef^iPfj) и Mi^ — соответственно оценка характеристики исхода конфликта 

в баллах и ее вес, к = 1, т. 

На рис. 3.4.7 показано, что действия обеих сторон негативны
ми альтернативами (~/-) свидетельствуют о том, что с помощью 
«войн» понять друг друга нельзя. Позитивные действия с обеих 
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Рис. 3.4.7. Игровая модель конфликта 
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сторон приводят к мирному исходу. Варианты альтернатив (-/+) 
или (+/-) могут привести к мирному варианту согласия, что оп
ределяется цепочкой причинно-следственных альтернатив в 
многоходовом взаимодействии. 

Пример. Рассмотрим пример решения конфликтной ситуа
ции. 

Рынок. Женщина заплатила за 2кг помидоров, а контрольные 
весы показали недовес 200 п Она попросила продавца забрать по
мидоры и вернуть деньги. Продавец отказал и оскорбил покупа
тельницу 

Альтернативы покупательницы: Hj — вызвать администра
цию, П2 ~ обратиться в правоохранительные органы, Пз — оскор
бить продавца и потребовать вернуть деньги. 

Альтернативы продавца: Kj — вернуть деньги, К2 ~ оскорбить 
покупательницу и не вернуть деньги, Кз — не вернуть деньги. 

В качестве характеристик оценки исходов конфликта выбе
рем следующие. 
1. Э - сила эмоционального возбуждения, дб. (0,19) 
2. tj^ - время конфликтного взаимодействия, мин (0,17) 
3. т - продолжительность негативных эмоций, мин (0,15) 
4. Ос — количество обидных, фубых слов, шт. (0,13) 
5. Л^ — количество участников конфликта, чел. (0,11) 
6. /сп ~ послеконфликтный период, мин (0,09) 
7. Т — суммарные затраты времени, мин (0,07) 
8. 3ĵ  - затраты материальные, руб. (0,05) 
9. t^ — предконфликтный период, мин (0,03) 
10. т+ - продолжительность позитивных 

и нейтральных эмоций, мин (0,01). 

Характеристики расположены по рангу, в скобках указан их 
вес Af̂ , найденный методом парных сравнений (п. 1.3). 

Введем 10-балльную оценку характеристик конфликта по 
шкале хуже {Б^ = 1) — лучше (Б̂ ^ = 10) и сформируем матрицу их 
возможных значений табл. (3.4.1). 

Теперь необходимо для каждой пары альтернатив (П ,̂ Ку) ус
тановить фактические значения характеристик конфликта Р,у, 
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определить балльную оценку характеристик Б̂^ (Р^), а затем вы
числить значения исходов by по формуле 

т 

к=\ 
где т - количество характеристик конфликта; 

Л4 - вес k'Vi характеристики конфликта; 
^к (^у)"" балльное значение к-й характеристики конфликта исхода пары 

альтернатив Ру, Kj. 

Например, для пары альтернатив П ,̂ Kj и условных значени
ях характеристик найдем значение исхода Ь^: 

йц = 0,19 • 5 + 0,17 .1 + 0,15 • 3 + 0,13 • 1 + 0,11 . 5 + 0,09 • 3 + 
+ 0,07 . 3 + 0,05 . 9 + 0,03 • 9 + 0,01 • 1 = 3,23. 

Аналогично проводим вычисления исходов Ь^ для остальных 
пар альтернатив и таким образом построим игровую модель кон
фликтной ситуации в виде платежной матрицы: 
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В = 
^3,23 5,05 3,66̂  
3,09 4,54 3,48 
3,07 8,5 3,8 

Пользуясь принципом минимакса, находим нижнюю и верх
нюю цены игры, которые равны а = Р = 3,23, тогда пара альтер
натив rii, Ki определяют седловую точку игры. Следовательно, 
минимаксные стратегии участников конфликта IIi и Kj являют
ся оптимальными. 

Фактически покупательница так и сделала: вызвала админис
тратора, который изъял гири у продавца, запретил торговлю, а 
продавец принял назад помидоры и вернул деньги. 

Следует заметить, что при других значениях показателей кон
фликта может быть построена матрица, которая не содержит сед-
ловой точки, тогда можно пользоваться критериями Вальда, Сэ-
виджа, Гурвица, а также воспользоваться симплексным методом 
линейного программирования для решения игры в смешанных 
стратегиях. 

3.5. Деловые игры 

3.5.1. Постановка деловой игры 

в настоящее время применение математических методов и 
моделей ограничено трудностями описания задач коммерческой 
практики полностью на математическом языке. 

В таких случаях возможно применение комбинированного 
метода, включающего как формальные, так и неформальные ме
тоды, использующие накопленный опыт и интуицию людей. Та
кая комбинация методов может быть представлена в виде игро
вой модели. 

В современных условиях даже очень опытный руководитель 
не всегда оказывается в состоянии без применения специальных 
современных средств и методов объективно сопоставить преиму
щества различных вариантов решений и выбрать из них опти
мальный. Поэтому одной из ключевых проблем принятия реше-
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НИИ является повышение их обоснованности, чему и служат де
ловые ифы. Отличительной особенностью и преимуществом де
ловых игр является возможность привлечения людей к решению 
задач. Это позволяет имитировать влияние человеческого факто
ра на ход решения задач и, следовательно, значительно прибли
зить игровую модель к практическим условиям коммерческой де
ятельности. В целом деловая игра воспроизводит (имитирует) 
взаимодействие людей по оптимальному использованию имею
щихся ресурсов в процессе достижения цели. При этом участни
ки игры действуют в условиях неопределенности по многим при
чинам, а исход заранее желательно бы просмотреть. 

Деловая игра позволяет постепенно, по шагам раскрывать не
определенность и вносить ясность, обнаруживая цепочки при
чинно-следственных связей между явлениями коммерческой 
практики. В ходе игры появляется возможность проверять про
фессиональную компетентность каждого участника игры. Почти 
все виды практической деятельности любого человека связаны с 
тем, что ему приходится принимать решения, совершая выбор из 
имеющихся в его распоряжении возможностей. При этом он, ес
тественно, стремится к тому, чтобы выбираемый вариант был оп
тимальным: наилучшим, наиболее разумным, выгодным и целе
сообразным. В простых ситуациях эту задачу удается решить на 
основе простых наглядных представлений о сути дела и сообра
жений здравого смысла. Но если ситуация сложная (на практике 
чаще всего это так), то такой подход не дает желаемых результа
тов. С целью получения четких представлений об исходах и их 
количественных оценках необходимы привлечение математичес
ких методов и построение игровой модели. С их помощью можно 
согласовать коллективные интересы и цели, определить пути и 
методы их наилучшего достижения при общей наглядности и 
очевидности выигрышей и проифышей каждого игрового хода. 
Это способствует развитию навыков работы с людьми, учета их 
личностных качеств в зависимости от исполнения той или иной 
роли — должности в игре. 

Игровая модель позволяет выяснить, в каком направлении 
развития участники игры могут проиграть, причем ее участники 
имеют возможность в любой момент приостанавливать свое уча-
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стие и воздействовать на механизм развития коммерческого 
процесса, изменять его в ту или иную сторону, многократно про
сматривая возможные варианты исходов игры. Поэтому время 
игры и личный успех каждого из участников определяются уров
нем его профессиональной подготовленности. Здесь сказывают
ся не только опыт и интуиция, но и знание современных методов 
анализа. 

Такой наглядный анализ ситуаций коммерческого процесса 
позволяет установить уровень профессиональной подготовлен
ности каждого специалиста, а в процессе поиска вариантов лич
ного поведения выбрать наиболее эффективный путь к достиже
нию цели. 

Последовательность игры задается в такой форме, чтобы у 
каждого игрока была возможность перестроить свое поведение 
соответственно проявляющимся результатам и интересам. Здесь 
нельзя точно предсказать, с каким набором решений и исходов 
столкнется тот или иной ифок, что и позволяет участникам са
мообучаться. 

В конструкции деловой ифы входят: 
игровая модель (объект и предмет моделирования; состав уча

стников игры; описание игровых объектов; правила игры (права, 
обязанности, нормы и т.д.); алгоритм проведения игры; инфор
мация; алгоритм обработки данных; варианты модификации 
игры); 

оснащение игры (задания, инструкции; таблицы; справочни
ки; тесты; программы; алгоритмы обработки данных; техничес
кие средства обработки информации; сценарий игры; катализа
тор — набор факторов, влияющих на скорость игры); 

игровой комплекс (торговая организация, предприятие, отдел, 
секция, работники торговли); 

вход игры (обеспечивается исходной информацией, которую 
игроки могут менять в процессе игры); 

выход игры (им является решение задачи или новая задача по 
разработке новых условий для очередного тура игры или ее моди
фикации). 

В основе конструкции любой игры лежат взаимосвязь ресур
сов и использование знаний о возможностях их использования. 
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Важно отметить, что замена информационного массива на реаль
ные ресурсы коммерческой системы (организации или предпри
ятия) превращает ифу в непосредственный эксперимент. 

3.5.2. Деловая игра «Коммерсант» 

Алгоритм деловой игры «Коммерсант» приведен на рис. 3.5.1. 
Ифа носит многоцелевой характер, поскольку позволяет решать 
разные задачи коммерческой сферы: выявление знаний специа
листов о коммерческой деятельности, ресурсах и их использова
нии, проведение анализа развития коммерческой операции; про
верка навыков и умений по применению экономико-математи
ческих методов в коммерческой сфере; формирование правил 
поведения в конфликтных ситуациях, оценка уровня качества то
вара; обучение и подготовка кадров для коммерческой деятель
ности, решение задач распределения группы работников по 
должностям, проведение аттестации кадров; согласование инте
ресов в коллективе, приобретение навыков коллективной рабо
ты, расширение представлений о возможностях трудовых ресур
сов и создание атмосферы совместного решения задач коммерче
ской деятельности. 

В соответствии с известным утверждением в бизнесе: люди — 
продукт — прибыль, рассмотрим работу алгоритма деловой игры 
на примере оценки деловых качеств сотрудников коммерческой 
фирмы. 

Целью игры является выявление необходимых и достаточных 
качеств специалиста коммерческой деятельности: коммерсанта, 
менеджера, маркетолога, продавца, бухгалтера, экономиста, фи
нансиста или директора. 

Практические работники коммерческой сферы иногда вы
сказывают мнение о том, что некоторые работники не обладают 
необходимыми качествами и не соответствуют занимаемой долж
ности, хотя на другом месте они показали бы себя с этими же ка
чествами значительно лучше. Такое положение свидетельствует о 
нерациональном распределении трудовых ресурсов в коммерчес
ких предприятиях и организациях. Правильное распределение 
трудовых ресурсов является весьма сложной задачей, которая 
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Рис. 3.5.1. Алгоритм деловой игры «Коммерсант» 
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приобретает особую важность и актуальность в связи со сложив
шейся нехваткой профессионально подготовленных работников 
в коммерческой сфере. 

Для проведения деловой игры вначале необходимо проделать 
следующую организационную подготовку: 

введение в игру - участникам объясняются цели, задачи игры, 
объект и предмет имитации, исходные условия перед началом иг
ры; 

разделение на микрогруппы — по желанию участников или раз
ным признакам: профессии, занимаемой должности, возрасту, 
полу, с выделением лидеров или без них, распределение по ролям 
или должностям; 

изучение условий игры — индивидуально и связано с освоени
ем оснащения игры; 

обсуждение условий работы в микрогруппах — необходимо для 
обмена мнениями по предстоящему процессу игры; 

установление регламента игры — ориентируясь на наиболее ра
циональное время развития игры, для целей успешного планиро
вания в группах своей деятельности во времени. 

Игровой процесс в большей степени зависит от индивидуаль
ной и групповой организованности, постоянного контроля адми
нистратором хода игры и оперативного управления, вмешатель
ства для предупреждения негативных моментов, при этом лидеры 
групп постоянно следят и поддерживают игровую дисциплину в 
соответствии с правилами и последовательностью ифовых опе
раций, не затягивая игровую процедуру во времени. 

При подведении итогов игры администратор обосновывает ре
зультат, приводит удачные и неудачные примеры решения анало
гичных задач коммерческой сферы и формирует, если это необхо
димо, другие условия и цели для развития возможно нового вари
анта ИфЫ. 

Для эффективного проведения игры необходима предвари
тельная, тщательная и всесторонняя организационно-методиче
ская подготовка, обеспечивающая деловую, творческую и инте
ресную обстановку, активизацию привлечения знаний участни
ков игры о возможностях эффективного использования 
ресурсов. Здесь большое значение имеют личностные характери-
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стики ифоков, их индивидуальные возможности, уровень про
фессиональной подготовки. 

В целом игра является инструментом проверки знаний участ
ников о применении накопленного опыта, формальных и эврис
тических методов анализа в деле принятия управленческих реше
ний, а также заполнения пробела в знаниях о качествах специа
листов вообще и своих собственных в частности, поскольку 
именно качества личности работников в сильной степени сказы
ваются на результатах коммерческой деятельности. 

Игровой процесс включает следующую последовательность 
операций. 

1. Выбирается объект оценки качеств — коммерсант, прода
вец, финансист, менеджер, маркетолог, бухгалтер, экономист 
или какой-либо другой специалист. 

1-й цикл — самостоятельный анализ 
2. Определяются самостоятельно качества конкретной лич

ности, например собственные (позитивные и негативные), и 
вносятся в табл. 3.5.1. Можно выписать качества личности из 
произведения, например, Ли Якокка «Карьера менеджера»: ум
ный, внимательный, организатор, коммуникабельный, компе
тентный, здоровый, интересный, хобби, аналитик, прекрасно 
разбирается в людях, умеет увлечь за собой. Можно использо
вать другие литературные персонажи: Чичиков, Собакевич, Бен-
дер; например на качества ростовщика Жана Эстера ван Гобсека 
из известного произведения Бальзака «Гобсек»: атеист, красно
речив, холодный аналитический ум, человек-автомат, размерен
ный, жил бесшумно, берег жизненную энергию, очень осторож
ный, закрытый, сдержанный, говорил тихо, никогда не горячил
ся, человек-вексель, золотой истукан, корсар, прожил более 
80 лет. 

3. Выявляется предполагаемый перечень позитивных качеств, 
который необходим специалисту коммерческой сферы в практи
ческой деятельности. Для раскрытия содержания понятия о каче
ствах следует воспользоваться справочной литературой. 

4. Выявляется перечень негативных качеств, который paciipo-
странен в практической деятельности специалистов. 
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5. Сравниваются позитивные и негативные качества конкрет
ной личности, например собственные с предполагаемыми каче
ствами, необходимыми специалисту. 

6. Формируются рекомендации по развитию позитивных и 
устранению существующих негативных качеств конкретной лич
ности. 

2-й цикл — коллективный анализ 
7. Силами участников игры определяются позитивные и нега

тивные качества конкретной личности. 
8. Выявляются позитивные качества, необходимые специали

сту торговли в практической деятельности. 
9. Определяются негативные качества специалистов, прояв

ляющиеся в практической деятельности работников торговли. 
10. Каждый участник самостоятельно проводит ранжирова

ние качеств специалиста торговли путем определения их значи
мости, используя метод экспертных оценок. Для этой цели со
ставляется матрица (Хц^) предпочтений (табл. 3.5.2), позволяющая 
самостоятельно провести попарное сравнение качеств, что в ко
нечном итоге дает возможность определить их сравнительные 
(весовые) оценки. Для /-го участника игры элемент матрицы пар
ного сравнения определяется следующим образом: 

1 2, если качество К̂  доминирует К/, К/ У К/, 
1, если качества равнозначимы, К, ̂ ^ Ку; 
О, если качество К̂  менее значимо, чем качество Ку; К, < Ку. 

Качества сравниваются последовательно друг с другом, по
парно. 

Пусть в деловой ифе принимают участие т игроков. Просле
дим технику формирования матрицы предпочтений (табл. 3.5.2) 
/-Г0 игрока на примере сравнения пяти качеств: Kj - коммуника
бельность, К2 — компетентность, Кз — стаж работы, К4 - дисцип
линированность, Кз — чувство юмора. 

Последовательность заполнения матрицы начинается с диа
гонали, где качества сравниваются сами с собой. Поскольку они 
равны по значимости, то по всей диагонали записывается 1, затем 
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Таблица 3.5.2 

Качества 

^\ 
К2 

1 Кз 
1 К4 

Кз 
5 
^Ху 
/=1 

Ki 

1 
2 
0 
0 
1 

4 

К, 

0 
1 
0 
1 
1 

3 

1̂ 3 

2 
2 
1 
0 
0 

5 

К4 

2 
1 
2 
1 
0 

6 

î 5 

1 
1 
2 
2 
1 

7 

^ / 

6 
7 
5 
4 
3 

«2 = 25 

Л/// = ^ У 
0,24 
0,28 
0,20 
0,16 
0,12 

5 
Хл//=1,о 
/=1 

Ранг 

2 1 
1 
4 
3 
5 

Сравниваются качества Kj последовательно со всеми остальны
ми. По каждому качеству определяется сумма баллов по строкам 
по формуле 

п — 

М 

Затем проводится проверка правильности заполнения матри
цы по формулам 

п п п п о ^ 
S Ху + X Ху = 2л, "LllXij =П = S ^/. 
/=1 у=1 / у /=1 

После этого определяется относительная значимость каждого 
качества по формуле 

п 
п 

причем следует иметь в виду, что S ^ / = 1»0. 
/=1 

Далее определяется ранг каждого качества и соответственно 
составляется ранжированный перечень качеств. 

11. Определяются на основе рассчитанных т игроками экс
пертных оценок усредненные веса качеств по модели: 
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N 

' N ' 

на базе чего формируется ранжированный перечень качеств спе
циалиста участниками игры. 

12. Определяется перечень необходимых и достаточных ка
честв специалиста, без наличия которых он не может быть допу
щен к работе. Для этой цели строится график связи усредненных 
весов качеств М^ =f(K^), на котором качества располагаются по 
весам в порядке убывания их значимости. Устанавливаются верх
няя и нижняя границы диапазона необходимых и достаточных 
качеств, которые находятся опытным путем. Найденные значе
ния откладываются на оси весов качеств и полагают, что качест
ва, которые имеют вес, больший М^, считаются необходимыми, а 
остальные — достаточными. Причем в зоне достаточных качеств 
выделяются менее важные качества, вес которых менее Л/„. Та
ким образом, формируется эталон качеств специалиста, перечень 
которых заносится в табл. 3.5.3. 

13. Проводят сравнение качеств конкретной личности с эта
лоном и определяют перечень качеств, которые следует развивать 
в порядке их важности, а также качества, которым не придали 
должного значения (недооценили), и качества, которые переоце
нили, т.е. придали слишком большое значение. 

3-й цикл — оценка качества 
14. Определяются характеристики качеств К,- и записываются 

в табл. 3.5.3. 
15. Определяется шкала оценки для характеристик качеств, 

например, по 10-балльной шкале (—5 +5). 
16. Определяются оценки качеств специалиста С^.^. Количест

во баллов характеристике присваивается участниками-эксперта
ми в зависимости от степени необходимости рассматриваемой 
характеристики качества, один из вариантов которой приведен в 
табл. 3.5.3. 

17. Заносятся в табл. 3.5.3 усредненные веса качеств Л/,-. 
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18. Дается коллективная оценка необходимых и достаточных 
качеств специалиста с учетом их характеристик шкалы оценки по 
модели 

п 
Cc = ^CciM^. 

/=1 

В результате получим сумму баллов для специалиста. 
19. Производится оценка качеств конкретной личности, на

пример самооценка по модели 

Таким образом, получена сумма баллов оценки отдельной 
личности. 

Таблица, 3.5.3 

Качества 
специалиста, 

к, 

к, 
Образование 

кг 
Чувство 
юмора 

кз 
Стаж работы 

К4 
Возраст 

Усред
ненные 

веса, 
м, 

Ранг, 

3 

2 

1 

9 

Характе
ристики 

Высшее 
Незакончен
ное высшее 
Среднее 
Специальное 

Присутству
ет 
Ситуативно 
Отсутствует 

До 5 лет 
До 10 лет 
Свыше 
20 лет 

До 25 лет 
До 40 лет 
До 50 лет 

Оценка 

характе
ристик 

5 

4 
2 
3 

5 
3 
0 

3 
5 

2 

2 
4 
5 

специа
листа, 

+5 

+5 

+5 

+5 

лич
ности, 

См 

3 1 

3 

2 1 

4 
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Продолжение 

Качества 
специалиста, 

К5 
Дисципли
нирован
ность 

Компетент
ность 

Коммуника
бельность 

Здоровье 

Вниматель
ность 

Усред
ненные 

веса, 
Ранг, 

5 

4 

6 

8 

7 

Характе
ристики 

Да 
Нет 

Да 
Нет 

Сдержан 
Несдержан 

Да 
Нет 

Да 
Нет 

Оценка 

характе
ристик 

+5 
- 5 

+5 
-5 

+5 
- 5 

+5 
- 5 

+5 
- 5 

специа
листа. 

+5 

+5 

+5 

+5 

4-5 

лич
ности. 

- 5 

20. Определяются расхождения оценок качеств отдельной 
личности и специалиста АС = С^ — С /̂. 

21. Проводятся подведение итогов игры и дискуссия. 
В результате достигается цель игры — определен перечень не

обходимых и достаточных качеств специалиста, без наличия ко
торых претендент не может занимать рассматриваемую долж
ность. 

Необходимо заметить следующее обстоятельство: если игра 
проходила без предварительной подготовки слушателей в аудито
рии, то использовался только объем имеющихся у игроков 
знаний на входе игры - вначале индивидуальных, а затем коллек
тивных. Проведение предварительной работы в библиотеке, вы
явление качеств из литературных произведений, например, по-
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священных описанию жизни замечательных людей, известных 
экономистов, предпринимателей, коммерсантов, менеджеров, 
руководителей, общественно-политических деятелей, использо
вание справочной или специализированной литературы, а также 
привлечение специалистов соответствующих областей знаний, 
значительно увеличивают объем исходной информации, необхо
димой в игре. Подобная работа позволяет прежде всего устано
вить перечень существующих качеств личности. Затем проводит
ся работа по раскрытию понятия каждого качества. Это позволя
ет избежать разногласия и перейти к группировке качеств и 
построению структуры качеств личности специалиста, установ
лению их взаимосвязи и соподчинения. Полученную совокуп
ность можно представить в виде древовидной структуры качеств 
личности специалиста. На основе этой модели можно строить 
анкеты экспертного опроса, формировать тесты индивидуальной 
оценки претендентов на работу в коммерческой сфере, прово
дить профилактические работы по аттестации кадров, проверки 
их компетентности. Решение этих задач можно проводить на ба
зе игровой модели путем изменения условий решения задачи. В 
случае необходимости часть этапов игровой модели может быть 
пропущена. 

Практика проведения игр по изложенному выше алгоритму 
показала недостаточность знаний работающих о качествах, кото
рые должны быть у специалиста. 

Так, например, не все работники коммерческой сферы пони
мают, что производительность труда зависит от компетентности, 
которая определяется как состояние, характеризующее готов
ность справляться со своими задачами на уровне современных 
требований и знаний, и включает семь компонентов: квалифи
кацию, ориентацию, мотивацию, эрудицию, интуицию, стиль. 
Поэтому некомпетентность является общественно опасным яв
лением. 

Таким образом, сочетание математических методов в игровой 
композиции с эвристическими методами позволяет построить 
эффективный инструмент познания различных сфер деятельнос
ти работников коммерческой сферы. 
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3.5.3. Оценка согласованности мнений игроков 
в деловой игре 

Согласованность мнений игроков можно определить на базе 
анализа установленных ими коэффициентов весомости. Для это
го используют коэффициент вариации: 

^м — 

где д̂/у — среднее квадратическое отклонение коэффициентов весомости 
/-Г0 показателя качества. 

Среднее значение коэффициента весомости по /-му показате
лю качества определяется по следующей формуле: 

Л//=—Ё Л/л, / = 1, л, У = 1, т, 

где т ~ количество игроков; 
M^j — коэффициент весомости пдя /-го показателя качества, установлен

ного у-м игроком. 

/ 

Если для всех т показателей качества выполняется соотноше
ние Vi < 0,35, то процедура определения коэффициента весомос
ти считается законченной. Если условие не выполняется, то это 
свидетельствует о низкой, недопустимой согласованности ифо-
ков, и поэтому необходим дополнительный анализ. 

Опыт практической работы показал следующий вариант рас
пределения значений коэффициентов вариации с указанием сте
пени согласованности: F< 0,1 — согласованность высокая; F = 
= 0,11 -f- 0,15 - выше средней; К= 0,16 -г- 0,25 - средн51я; К= 0,26 -ь 
-5- 0,35 - ниже средней; V> 0,35 — низкая. 

Для повышения согласованности игроков проводится по
вторное определение коэффициентов весомости показателя с по-
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следующим обсуждением и проведением соответствующих вы
числений Fj. 

Степень согласованности мнений игроков оценивается еще и 
с помощью коэффициента конкордаций Wo взаимовлиянии раз
личных показателей, например единичных на групповые. 

В целом необходимо ответить на вопрос: удовлетворяет нас 
или нет полученная степень согласованности мнений экспертов? 
Величина коэффициента конкордаций колеблется в пределах 
О < }V< 1,0: от нуля Ж= О, соответствующего полной несогласо
ванности мнений игроков, до единицы IV =" 1,0, что указывает на 
полную согласованность мнений. 

Важность того или иного показателя в одной группе устанав
ливается игроками независимо друг от друга путем ранжирова
ния на основе попарного сравнения. 

Коэффициент конкордаций рассчитывается по модели 

125 
}V= — 

У=1 

где т — количество игроков; 
п — количество показателей. 

Для вычисления параметра S проводятся следующие опера
ции: 

а) каждый игрок (/) ранжирует показатели (/) качества (г^), а 
результаты записывает в таблицу. 

Следует заметить, что сумма рангов показателей каждого иг
рока должна составлять величину 

^~ 2 • 

Например, если имеется п — 5 показателей сравнения, то 

2 
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В этом случае, если игрок считает, что первые три показателя 
одинаковые по важности, присваивает следующие ранги: 2, 2, 2, 
4, 5, что в сумме равно 15; 

б) мнения т игроков о важности п показателей качества рас
полагаются в виде матрицы (табл. 3.5.4), где по каждому показа
телю (К )̂ определяется сумма рангов, выставленных всеми ифо-
ками: 

т 

У=1 

Мнение игроков о важности показателей 
Таблица 3.5.4 

Показатель 

1 Ki 
2 К2 

! 3 Кз 

п К, 

1 

1̂1 

Гц 

3̂1 

Гп\ 

2 

^12 

Гц 

ГЪ2 

Гп2 

Игроки 

3 

^13 

''23 

'•зз 

ГпЪ 

J т 

f\m 

flm 

^Ът 

' пт 

т 

У=1 

Л: 
R, 
Лз 

К 

в) находится общая сумма оценок для всех показателей: 
п т п 

г) определяется средняя сумма рангов показателей качества: 

__ I л \ т п 

д) находится сумма квадратов отклонений сумм рангов пока
зателей от их средней /?: 

5=Е(/?/-^)^. 
/=1 
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Знаменатель коэффициента конкордации представляет собой 
гипотетическую сумму рангов, установленных ифоками в случае 
полной согласованности их мнений, и вычисляется с учетом чис
ла так называемых связанных рангов. Они появляются в том слу
чае, если игрок не может при ранжировании отдать предпочтение 
какому-нибудь одному из некоторых показателей качества, тогда 
каждому из них присваивается один и тот же ранг. 

Число одинаковых рангов важности выставленных ифокому 

^^ ^ — 
к- J ^ 

J 

где tf^j— число повторений одинакового ранга в ̂ -й группеу-го игрока; 
kj — номер группы рангову-го игрока; 
Pj — число групп одинаковых рангову-го ифока. 

Чем ближе значение коэффициента конкордации Жк 1, тем 
выше степень согласованности мнений игроков. 

3.5.4. Оценка компетентности игроков в деловой игре 

Оценку степени компетентности игроков можно провести 
косвенно и таким образом сделать отбор высококвалифициро
ванных специалистов. Использование показателя согласованно
сти ифоков Ŵ  позволяет выявить совокупность игроков, внутри 
которой согласованность достаточно высока. На основе этих 
данных можно судить о степени компетентности ифока. Для это
го поочередно один из игроков исключается из суммарной оцен
ки и подсчитываются значения fK̂  _ i для оставшихся (т — \) иг
роков. Если этот коэффициент W^ _ | оказывается существенно 
выше (более 10%), чем РКдля всей совокупности ифоков, то рас
сматриваемый ифок / исключается из совокупности. Эту проце
дуру последовательно повторяют для оценки всех оставшихся иг
роков. Так поступают до тех пор, пока значение Ж не перестанет 
увеличиваться, т.е. останется постоянной величиной. 

Последовательность анализа состоит в следующем: iio каждому 
/-му ифоку вычисляется коэффициент конкордации Ж^ _ j для ос-
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тавшихся (т — I) игроков, из которого исключено мнение /-го иг
рока. Затем на этой основе вычисляется отклонение по формуле 

""m-l ). 
Оценка компетентности А:-го игрока осуществляется по сле

дующему правилу: если относительная величина отклонения 

5/ = •100 

оказывается более 10%, то игрок исключается из совокупности и 
считается некомпетентным, при d^ < 10% ифока оставляют в со
вокупности и он считается компетентным. Результаты вычисле
ний представляют в матричном виде в табл. 3.5.5. 

Таблица 3.5.5 

Игрок 

1 
2 
3 

т 

" ^ « - 1 

цгт 

MV 

AW"" 

di,% 

di 
di 
d, 

i 

Компетентность 
(нет, да) 

да 
нет 
да 

да 

Результаты анализа позволяют сформировать группу компе
тентных игроков с высокой степенью согласованности, на чье 
мнение в дальнейшем и следует опираться. 

Контрольные вопросы 
1. Каковы основные термины и определение теории игр? 
2. Определите и запишите антагонистическую матричную игру. 
3. Каков принцип минимакса? 
4. Когда следует использовать смешанные стратегии и как их 

найти? 
5. Каков геометрический метод решения игры? 
6. Как следует принимать решение в условиях коммерческого 

риска? 
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7. Каковы критерии принятия решения в условиях коммерче
ской неопределенности? 

8. Когда следует применять критерии Вальда, Гурвица, Сэ-
виджа? 

9. Как следует проводить деловую игру? 
10. Каковы причины и функции конфликтов? 

Задачи 
1. Для антагонистической матричной ифы определите верх

нюю и нижнюю цену игры, оптимальные стратегии игроков. 
Г\. II 
I ^х. 

Ai 
А2 
Аз 
А4 

Bi 
15 
20 
80 
45 

В2 
25 
40 
30 
20 

Вз 
50 
70 
40 
35 

В4 
57 
60 
55 
25 

В5 
10 
20 
90 
75 

Вб 
10 
30 
65 
55 

2. Определите минимаксные стратегии игроков и седловую 
точку игры. 

Г\. II 
I ^ \ ^ 

А, 
А2 
Аз 
А4 
Аз 
Аб 

Bi 

5 
10 
15 
10 
7 
7 

Вз 

8 
12 
10 
7 
10 
2 

Вз 

7 
4 
8 
8 
11 
3 

В4 

6 
7 
7 
12 
3 
12 

Bs 

3 
2 
4 
6 
5 
4 

3. Вычислите смешанные стратегии игроков в игре 2x2. 
Г\. II 
I ^ \ ^ 

А, 
А2 

Bi 
4 
-3 

В2 1 
-8 
15 
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4. Дайте геометрическую интерпретацию решения предыду
щей задачи. 

5. Для задачи 1 найдите оптимальные смешанные стратегии 
двух игроков, используя метод линейного программирования. 

6. Определите оптимальную стратегию в «игре с природой», 
заданной следующей платежной матрицей. 

1̂ "̂ """--̂  II 

Ai 
1 А2 

Аз 
А4 

П1 

8 
6 
10 
4 

Пг 

1 
4 
5 
8 

Пз 

5 
3 
7 
15 

П4 

10 
12 
9 
2 

если вероятности наступления состояния природы П], Щ, Пз, П4 
соответственно равны: р^ = 0,15; pj = 0,35; ;?з ~ 0,3; /74 = 0,2. 

7. Составьте матрицу рисков для предьщущей задачи 6 и опре
делите оптимальную стратегию по критерию минимаксного риска. 

8. Определите оптимальную стратегию в «игре с природой» по 
критерию Вальда и Гурвица при х = 0,2 в задаче 6. 

9. Определите развитие реальной конфликтной ситуации, по
стройте игровую модель и найдите оптимальное решение. 

10. Определите для «игры с природой» оптимальную страте
гию по критериям Сэвиджа и Гурвица для х = 0,3 и % = 0,7 и про
анализируйте результаты. 

Г̂ "̂ "̂  II 

Ai 
1 А2. 

A3 
А4 

П1 

100 
90 
80 
70 

П2 

200 
300 
150 
250 

Пз 

150 
140 
90 

300 

П4 

70 
100 
200 
100 

Пз 

80 
50 

100 
60 



ГЛАВА 4 

МЕТОДЫ И МОДЕЛИ 
ТЕОРИИ ГРАФОВ И СЕТЕВОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ 

В коммерческой деятельности большинство возникающих за
дач удобно представлять для восприятия и анализа в виде сетей, 
которые позволяют ответить на два главных вопроса: до какого 
места необходимо дойти (цель) и какой путь следует избрать 
(как)? Коммерческую деятельность можно рассматривать как со
вокупность задач, предназначенных для передвижения, склади
рования и распределения товаров, денег, документов, воды, неф
ти, газа, электроэнергии, теле- и радиосистем, информации о то
варах, поставках и покупателях. Наглядность и логическая 
обоснованность методов сетевого анализа позволяют выбрать до
вольно естественный подход к решению задач коммерческой де
ятельности. Сетевые модели для людей, не занимающихся науч
ной работой, являются более понятными, чем другие модели, по
скольку для них все же лучше один раз увидеть, чем сто раз 
услышать. В значительной степени методы сетевого анализа ос
нованы на теории графов ~ области математики, началом разви
тия которой явилась задача о кенигсбергских мостах, сформули
рованная швейцарским ученым Л. Эйлером в 1736 г. Через реку 
Прегель, на которой стоял город Кенигсберг, семь мостов (рис. 
4.1.1) связывали два острова друг с другом. Задача заключалась в 
том, чтобы пройти по всем мостам только один раз и вернуться 
обратно к началу маршрута. Эйлер доказал неразрешимость этой 
задачи. 

Позже Д. К. Максвелл и Г. Р. Кирхгоф на основе исследования 
движения тока в электрических цепях сформулировали некото
рые принципы сетевого анализа. Были разработаны методы рас
чета наибольшей пропускной способности телефонных линий. В 
40-х годах XX в. в результате развития теории исследования опе-
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Глава 4. Методы и модели теории графов и сетевого моделирования 

Рис, 4.1, L Модель задачи о кенигсбергских мостах 

раций был разработан ряд математических методов, необходи
мых для анализа больших систем. В 50-60-х годах проводились 
работы по построению новых сетевых моделей и разработке алго
ритмов их решения на основе элементов теории графов. 

4 .1 . Элементы теории графов 

в коммерческой деятельности коммерсантам постоянно при
ходится решать задачи поиска покупателей продукции, товаров, 
имеющихся в распоряжении у предприятий, клиентов-посредни
ков как на территории России, так и за рубежом. При этом в дви
жении постоянно находятся люди, деньги, товары, документы, 
информация. Так, например, после определения руководителем 
возможных мест, которые необходимо посетить, возникает зада
ча выбора оптимального маршрута из имеющихся, так называе
мая задача коммивояжера, которая представлена графически на 
рис. 4.1.2. 

Структура изображения задачи на рис. 4.1.1 называется гра
фом. Граф задается двумя множествами: непустым множеством X 
и множеством f/, содержащим пары элементов из множества X, 
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Иваново ребро Ярославль 

Москва Владимир 

Палех Самара 
Рис. 4.L2. Неориентированный граф задачи коммивояжера 

При этом элементы множества i/могут повторяться, а также мо
гут повторяться элементы в парах. Граф, заданный на множествах 
XviU, обозначается G= (X, U), Если элементы в парах множества 
и не упорядочены, то граф называется неориентированным, в 
противном случае — ориентированным, или орграфом. 

Элементы множества Jf называют вершинами графа, а множе
ства и — ребрами для неориентированного фафа и дугами для 
орграфа. На плоскости граф задается в виде точек (вершин) и ли
ний, соединяющих некоторые из них (ребер или дуг). На рис. 
4.1.3, 4.1.4 изображены соответственно неориентированный и 
ориентированный графы. 

Рис. 4.1.3. Несвязный неориентированный граф 
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ил 

Рис. 4.1,4. Ориентированный граф 

Для неориентированного графа на рис. 4.1.3 множество вер
шин Xw ребер [/можно записать так: 

y!f = {Xj, ^2, Х3, ^4, Х5, Х5, Х7}, 
f / = {(Xi, Xi), (Xi, X2), (X3, X2), (X3, X4), (X3, X5), (X4, X5), (X5, Хб)}. 

Для ориентированного графа множества вершин и дуг запи
сываются следующим образом: 

л = {Xj, Х2, Х3, Х4}, и= {(Xj, Х2), (Xj, Х3), (Х3, Х2), (Х3, Х3), (Х3, Х4)} 

и л и f / = {Wi, U2, W3» "4' "5}-

1. Приведем ряд определений для неориентированных графов. 
Ребро, начало и конец которого совпадают, называется петлей 
(xi,Xi), рис. 4.1.3. 

Вершины называются смежными, или соседними, если сущест
вует ребро, их соединяющее (xj, Xj), (Х3, Х4), (Х3, Х5), (Х4, Х5), (Х5, х^), 
вершины Хз и Хб — несмежные. 

Если вершина является началом или концом ребра, то верши
на и ребро называются инцидентными. 

Степенью вершины называется число инцидентных ей ребер, 
степень вершины х обозначается d(x). Например, рис. 4.1.3 
d{x^ = 2; ^(хз) = 3; d{x/^ = 2; ^(хз) = 3. Вершина, степень которой 
равна нулю ^(ху) = О, называется изолированной x-j. Вершина, сте-
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4 .1 . Элементы теории графов 

пень которой равна единице d(x^) = 1, называется висячей, или 
тупиковой, JCg. 

Последовательность вершин и ребер, в которой конец преды
дущего ребра совпадает с началом следующего, называется марш
рутом. Число ребер в маршруте определяет его длину: (X|; Х2; х^; 
х^; х^; х^; Х2) - маршрут, длина которого равна 6 (рис. 4.1.3). 

Цепью называется маршрут, в котором все ребра различны. 
Например, (х^; х^; х^, Xj) — цепь, длина которой равна 4. Простой 
называется цепь, в которой все вершины различны, например 
(Х1,Х2,Хз,Х4,Х5), рис. 4.1.3. 

Граф называется связным, если для любых двух его вершин су
ществует цепь, соединяющая эти вершины. Граф, представлен
ный на рис. 4.1.2, ~ связный, а на рис. 4.1.3 ~ несвязный, по
скольку не существует цепи, соединяющей вершину Ху с осталь
ными. 

Расстоянием между вершинами связного фафа называется 
длина самой короткой цепи, соединяющей вершины. 

Диаметром фафа называется максимальное расстояние меж
ду его вершинами. 

Циклом (простым циклом) называется цепь (простая цепь), 
начало и конец которой совпадают, на рис. 4.1.3 это последова
тельность (х^; х^; х^; Хз). 

Цикл в графе называется эйлеровым, если он содержит все ре
бра фафа ровно один раз. Связный фаф, в котором есть эйлеров 
цикл, называется эйлеровым графом. Его можно нарисовать, не 
отрывая карандаш от бумаги и не повторяя линий «одним рос
черком» (рис. 4.1.7,6): 

Теорема. Связный фаф называется эйлеровым тогда и только 
тогда, когда степень каждой его вершины четная. 

Подграфом фафа G называется фаф G^ с множеством вершин 
Xi и множеством ребер f/j такой, что Х^ е X, UIG U. ДЛЯ фафа на 
рис. 4.1.3 подфафом может быть фаф Gi = (Xi, f/j), где Xi = (Х|, 
^2, х^, х^, х^), а f/j = {(xj, Х2), (xj, Х3), (Х3, Х4), (Х3, Х5)}. 

Компонентой связности графа называется его связный под-
фаф, не являющийся собственным подфафом никакого другого 
связного подфафа данного фафа, на рис. 4.1.3 фаф имеет две 
компоненты связности. 
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Вершина графа, удаление которой повышает число компо
нент связности, называется тонкой сочленения. Под удалением 
вершины понимается удаление самой вершины и всех инцидент
ных ей ребер. Точкой сочленения является, например, вершина 
Хз (см. рис. 4.1.3), удаление которой приводит к появлению треть
ей компоненты связности. 

Деревом называется связный граф без циклов (рис. 4.1.5). 

'̂ 8 ^9 МО "̂ 11 42 

Рис. 4.1.5. Дерево 

Вершина Xj является корнем дерева. Лесом называется граф 
без циклов, представляющий собой совокупность деревьев (рис. 
4.1.6). 

Граф называется полным, если любые две его вершины соеди
нены ребром (см. рис. 4.1.2). 

М2 Мз М4 

Рис. 4.1.6. Лес 
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4 .1 . Элементы теории графов 

Граф называется регулярным степени d, если все его вершины 
имеют степень d. На рис. 4.1.2 регулярный граф степени flf = 5. 

Регулярный граф, все вершины которого имеют степень 1, 
называется паросонетанием. Граф называется двухдольным, если 
множество его вершин Л" может быть разделено на два непересе
кающихся подмножества Уи Z таким образом, что каждое ребро 
графа соединяет вершины из двух разных подмножеств Ки Z. 

Гамильтоновой цепью называется простая цепь, содержащая 
все вершины графа ровно один раз. Например, для графа 
(рис. 4.1.7а) цепь (6, 1, 5, 4, 3, 2, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 19, 
18, 17, 16, 7)является гамильтоновой. 

Гамилыпоновым циклом называется гамильтоновая цепь, нача
ло и конец которой совпадают. Если в конец предьщущей цепи 
дописать вершину 6, получим гамилыпонов цикл. 

Граф называется гамилыпоновым, если в нем имеется гамиль-
тонов цикл (рис. 4.1.7,а). 

Теорема. Если в графе G с л-вершинами степень каждой 
вершины не меньше чем -•, то граф G — гамильтонов. 

Термин «гамильтонов» связан с именем ирландского матема
тика У. Гамильтона, который в 1859 г предложил игру «Круго
светное путешествие». Каждой из двенадцати вершин додекаэдра 
(см. рис. 4.1.7,а) соответствует один из городов мира. Необходи
мо, переезжая из города в город по ребрам додекаэдра, посетить 
каждый город только один раз и вернуться назад. Эта задача сво
дится к поиску простого цикла, проходящего через каждую вер
шину графа. 

Задачи, касающиеся эйлеровых и гамильтоновых цепей и цик
лов, часто встречаются на практике. Например, стоимость выпол
нения комплекса коммерческих операций, работ существенно за
висит от последовательности, в которой они выполняются. 

Граф называется взвешенным, если каждому его ребру постав
лено в соответствие некоторое число, называемое весом ребра, на
пример расстояние между городами, стоимость или время проез
да между ними. 

Задачу коммивояжера можно представить как в виде ориен
тированного, так и неориентированного графа рис. (4.1.8,а,б). 
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а) гамильтонов 

Рис. 4,1.7. Графы 

б) эйлеров 

Предложенный вариант решения задачи коммивояжера пред
ставляет собой кольцевой маршрут, где каждый город посещает
ся только один раз, начиная с любого населенного пункта. 

2. Для ориентированных графов в основном все определения 
сохраняются, однако имеются некоторые отличия. Последова
тельность дуг, в которой конец предьщущей дуги совпадает с на
чалом следующей, называется путем. Длина пути определяется 
количеством в нем дуг. Путь называется простым, если в нем дуга 
не встречается дважды, в противном случае он является состав
ным. Путь, в котором никакая вершина не встречается дважды, 
называется элементарным. Путь, который начинается и заканчи
вается в одной и той же вершине, называется контуром. 

В неориентированном графе пользуются термином не путь, а 
цепь, а вместо контура — цикл. 

В графе рис. 4.1.4 путем является, например, последователь
ность (jcj; х^; х^; Xj). Последовательность (Х2; х^; х^) путем не явля
ется, так как не существует дуги, соединяющей Х2ИХу 
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Самара 
дуга 

Москва 

М ( Владимир 

Ярославль • < 

Ярославль 
Иваново 

Иваново 
Владимир 

Палех 

а) ориентированный - контур 
Москва Самара 

Палех 

б) неориентированный - цикл 

Рис. 4.1.8. Графы 

Для ориентированного графа вместо степени вершины вво
дится понятие полустепеней исхода и захода. Если вершина явля
ется началом дуги, то дуга называется исходящей из вершины, если 
концом, то — заходящей. Полустепенью исхода вершины d~(x) на
зывается число дуг, исходящих из этой вершины, полустепенью 
захода d^{x) — число дуг, заходящих в вершину. Для графа, изоб
раженного на рис. 4.1.4, можно записать: 

rf-(x2) = О, rf-(xi) = 2, d''{x^ = 2, d^{x^ = 0. 

При решении задач на компьютере граф лучше представлять 
в виде матриц, операции с которыми удобно проводить на ком
пьютере. 

Известно несколько типов матриц, позволяющих задавать 
граф: смежности, инциденции, пропускных способностей. 

Матрица смежности вершин графа представляет собой квад
ратную матрицу >4̂ хл' строки и столбцы которой соответствуют 
вершинам, каждый элемент которой а^^ определяется следующим 
образом: 

^ ^ I А:-число ребер (дуг), соединяющих вершины/иу; 
'̂  ' О, в противном случае. 
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Для ориентированного графа элемент a^j равен числу дуг, на
правленных от вершины / к вершине j . 

Для неориентированного графа, представленного на рис. 4.1.3, 
матрица смежности симметрична и имеет размерность (7x7) и за
писывается в виде 

1 
2 
3 

А = А 
5 
6 
7 

1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 
0 

2 
1 
0 
1 
0 
0 
0 
0 

3 
0 
1 
0 
1 
1 
0 
0 

4 
0 
0 
1 
0 
1 
0 
0 

5 
0 
0 
1 
1 
0 
1 
0 

6 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 

7 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

Слева и сверху проставлены номера вершин. 
Для ориентированного графа, изображенного на рис. 4.1.9, ма

трица смежности тоже квадратная (6 х 6) и записывается в виде 

S 
Хх 
Х2 
^3 
ХА 
t 

S 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

^1 
1 
0 
0 
0 
0 
0 

X, 
1 
1 
0 
0 
0 
0 

А'з Х/^ 
0 0 
1 1 
1 1 
0 0 
0 0 
0 0 

t 
0 
0 
0 
1 
1 
0 

А = ^ 

Матрицу смежности чаще применяют для задания неориенти
рованного графа. Для задания ориентированного графа лучше ис
пользовать матрицу инциденций. 

Матрицей инциденций — вершины — дуги ориентированного 
графа с п вершинами и т дугами называется матрица Всп стро
ками и т столбцами, элемент которой 6̂y определяется следую
щим образом: 

—1, если вершина является началом дуги (/,у); 
by = j 1, если вершина является концом дуги (/, у); 

О, если вершина и дуга не инцидентны. 
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Для неориентированного графа элемент b^j = 1, если вершина 
инцидентна ребру и О в противном случае. 

Для ориентированного графа, представленного на рис. 4.L9, 
матрица инциденций В имеет следующий вид: 

{SX,) {SXi) {Х,Х^) {Х,Х,) (ХЛ) {Х^Х,) {Х^Х,) {Х,Х,) {X,t) {X,t) 

s X, 
Xl 
x^ Л4 
/ 

-1 
1 
0 
0 
0 
0 

-1 
0 
1 
0 
0 
0 

0 
-1 

1 
0 
0 
0 

0 
-1 

0 
1 
0 
0 

0 
-1 

0 
0 
1 
0 

0 
0 

-1 
1 
0 
0 

0 
0 

-1 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
1 

-1 
0 

0 
0 
0 
0 

-1 
1 

0 
0 
0 

-1 
0 
1 

B = 

Конечный граф без циклов и петель, ориентированный в 
одном направлении от входа к выходу графа, называется сетью. 

Взвешенный ориентированный граф без петель, в котором 
выделено А:-вершин, называемых полюсами, является А:-полюс-
ной цепью. Среди сетей особо вьщеляется двухполюсная транс
портная сеть (рис. 4.1.9) S = (Л̂ , U) с множеством вершин N vi 
множеством дуг U, для которых выполняется следующее условие: 

1) существует только одна вершина сети s е Ы,ъ которую не 
заходит ни одна дуга. Эта вершина называется входом, или исто
ком, сети; 

2) существует только одна вершина сети / G АГ, из которой не 
выходит ни одной дуги сети. Эта вершина называется выходом, 
или истоком, сети; 

Х2 ^4 

Рис. 4.1,9. Транспортная сеть 
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3) каждой дуге сети и е f/поставлено в соответствие неотрица
тельное число с(и), называемое пропускной способностью дуги. 

Примерами вершин сети могут быть пересечения автострад, 
электростанции, телефонные узлы, железнодорожные узлы, 
аэропорты, водохранилища, товарные склады. 

Примерами дуг сети могут быть дороги, линии электропере
дачи, телефонные линии, авиалинии, водные магистрали, нефте-
и газопроводы. 

Постановку и решение подобных задач можно получить с по
мощью методов сетевого моделирования. 

4.2. Природа потоков в сетях и принцип 
их сохранения 

Сходство сетевых представлений наблюдается в природе, тех
нике и различных сферах деятельности человека. Так, например, с 
высоты птичьего полета или самолета можно наблюдать сетевую 
модель формирования реки, например Волги, от ее истоков ма
ленькие ручейки и реки, соединяясь во взаимосвязанные артерии, 
объединяются в одно большое русло, по которому потоки воды ус
тремляются в Каспийское море. Такие же аналогии представляют 
собой сети железных дорог, по которым транспортные потоки на
правляются из пунктов отправления в пункты назначения, осуще
ствляя перевозку потоков грузов и пассажиров. Совокупность ли
ний электропередач также представляют собой энергетическую 
сеть, по которой потоки электроэнергии от электростанций по 
проводам поступают к потребителям. Автомобильные дороги как 
в масштабе города, района, области, так и в более крупных мас
штабах страны или, например части света — Европы, представля
ют собой сети, по которым движутся потоки автомобилей. Нефте-
и газопроводы в совокупности представляют собой сети трубо
проводов, по которым потоки нефти или газа поступают от источ
ников к потребителям. Водопроводные сети обеспечивают движе
ние потоков воды по трубопроводам от источников к потребите
лям. Аналогичные сети представляют собой маршруты движения 
кораблей и самолетов, обеспечивающие перемещение потоков 
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пассажиров и грузов по планете. Такие же аналогии представляют 
собой телефонные, радио- и телекоммуникационные сети, по ко
торым циркулируют информационные потоки, например ком
пьютерные сети связи различного назначения. Особый интерес 
представляют сети, образованные движением товарных и финан
совых потоков, изучение которых может пояснить очень многие 
явления нашей жизни. 

Перечисленные сетевые аналогии потоковых процессов име
ют динамический характер, связанный с перемещениями различ
ных по своей природе масс в пространстве: электроэнергии, неф
ти, газа, воды, воздуха, железнодорожного, воздушного, авто
мобильного транспорта, товаров, финансов, пешеходов, инфор
мации и т.п. Причем существование этих потоков необходимо 
для обеспечения и поддержания жизнедеятельности человека. 
Именно поэтому возник принцип сохранения потока. Сетевое 
представление взаимодействия и циркуляции потоков необходи
мо, чтобы оценить и вычислить разные характеристики, описы
вающие условия существования и поведения потоков в таких 
средах. Множество возникающих в таких случаях задач может 
быть решено с помощью теории потоков в сетях. В этой теории в 
качестве основы рассматриваются движения в сетях потоков лю
бой природы от источника s к стоку /. 

Определение, Потоком в сети S= {N, U) от входа se Мк выхо
ду / G 7V называется неотрицательная функция ф, определенная на 
множестве дуг сети U, со следующими свойствами: 

1) величина потока по каждой дуге не должна превосходить ее 
пропускной способности О < ф(/. У) < с(/, у) (/, У) Е U; 

2) величина потока, входящего в каждую вершину сети, за ис
ключением входа и выхода, равна величине потока, выходящего 
из этой вершины. 

S Ф"(/,У)- Е_Ф'*"(У,/) = 0, />5, J^t, 
jeNi JeN, 

где Nj — множество вершин, инцидентных дугам, направленным от верши-
_ ны /; исходящие; 
Nj - множество вершин, инцидентных дугам, направленным к вершине /, 

входящие. 
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Из определения потока следует, что величина потока не исче
зает и не накапливается в вершинах сети и, следовательно, коли
чество потока из входа s равно количеству потока, заходящему в 
выход /. Это значение называется величиной потока V, Таким об
разом, поток в сети сохраняется, а величина потока равняется 
сумме значений потоков, выходящих из вершины s или входящих 
в вершину t: 

jeN, jeN, 

На рис. 4.2.1 изображена сеть автомобильных потоков, 
которая представяет ориентированную сеть S = (N, U) имеющую 
множество вершин N = {1, 2, 3, 4} и множество дуг U — {(1, 2); 
(2,3); (2, 4); (1,3); (3,4)}. 

Рис. 4.2.1. Сеть автомобильных потоков 

Количественные характеристики дуг сети, а также взаимо
связь между ее вершинами могут быть представлены с помощью 
матрицы расстояний L = ||/,у|| или матрицы стоимостей С = ||с,у||. 
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Для ориентированной сети рис. 4.2.1 матрица смежности 
имеет вид 

1 
Л = 2 

3 
4 

1 
0 
0 
0 
0 

2 
1 
0 
0 
0 

3 
1 
1 
0 
0 

4 
0 
1 
1 
0 

Матрица инциденций ориентированной сети рис. 4.2.1 имеет 
вид 

Верши
ны Л̂  

1 
2 
3 
4 

(1,2) 

- 1 
1 
0 
0 

Дуги (/,У) 

(2,3) 

0 
- 1 

1 
0 

(2,4) 

0 
- 1 

0 
1 

(1,3) 

- 1 
0 
1 
0 

( 3 , 4 ) ; 

0 
0 1 

- 1 
1 

На рис. 4.2.1 стрелками показано направление односторонне
го разрешенного движения потоков автомобилей. От одного пе
рекрестка / до другого у пропускная способность по дуге по каж
дой улице с(/, j) ограничена и определяется максимально допус
тимой скоростью движения, например 60 км/ч. 

В связи с этим мощность автомобильного потока ф(/,У) не мо
жет превысить допустимую c{ij). Таким образом, должны выпол
няться первое свойство потока, условие существования статичес
кого или устойчивого потока для каждой улицы: 

0<(f>(ij')<c(ij')(i,J)eU, 

Рассматривая взаимодействие ограничений по каждой улице 
и в совокупности, по всем перекресткам (вершинам сети), усло
вие сохранения потока в этой сети запишем следующим образом: 

К = ^ ф - ( / , У ) 
JeNi JeNi 
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Для источника сети при i = s нет входящих потоков, следова
тельно, V= I. Ф~(̂ ,У). 

Для стока при / = t нет выходящих потоков, следовательно, 

JeNf 

Рассмотрим пример анализа ориентированной сети S = (Л̂ , 
U), представленной на рис. 4.2.2, N= {s, 1, 2, 3, 4,..., /}; U = {(s, 1); 
(s,3); (1,2); (1,3); (2,0; (3,2); (3,4); (4,0). 

3 3(3) 4 

Рис. 4.2.2. Ориентированная сеть 

Пропускная способность указана над каждой дугой, где рядом 
в скобках указано значение существующего потока. Свойства по
тока в данном случае выполняются, поскольку указанные величи
ны не превышают пропускных способностей дуг В каждой вер
шине, отличной от входа и выхода, поток сохраняется. Например, 
в вершину 2 заходят 4 единицы потока по дугам (1, 2) и (3, 2)и вы
ходят 4 единицы по дуге (2, /)• Величина потока в сети составляет 
К=3 + 4 = 7и сохраняется. 

4.3. Теорема о максимальном потоке 
и минимальном разрезе 

Пусть в ориентированной сети S= (N, U) от источника к сто
ку протекает поток, величина которого равна V. Поскольку про
пускная способность каждой дуги c(i, j) является величиной ко
нечной, то максимальная величина допустимого потока всей се-
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4.3. Теорема о максимальном потоке и минимальном разрезе 

ти тоже ограничена. Максимальный поток сети определяется на 
основе одного из основных понятий теории сетей — понятия раз
реза. Введем понятие разреза. 

Множество вершин N сети S = (N, U) можно разбить на два 
непересекающихся подмножества N^ и Np, которые соединяются 
между собой дугами, образующими множество дуг разреза Up, 
Причем исток 5 принадлежит множеству вершин Np, а сток t при
надлежит множеству BepjJHH Np. Тогда величина потока из мно
жества Л̂ ,̂ в множество Np, протекающего по дугам Up, не может 
быть больше, чем сумма пропускных способностей дуг этого 
множества, что можно записать таким образом: 

Е Ф ( / , У ) ^ Е С ( / , У ) leNpi JeNpi {iJ)eUp, 
i i 

Этот барьер для noTojca, отделяющий множество вершин Np, 
от множества вершин Np, называется разрезом и обозначается 
(Np, Np), Разрез представляет такое множество дуг Up, исключе
ние которых отделяет вход от выхода сети, и, следовательно, от
деляет множество Np от Np сети 1?= (N, U) таким образом, что су
ществование потока в таком случае невозможно и тогда F = 0. 
Причем начало дуги разреза принадлежит множеству Np, а конец 
- Np. Таким образом, в разрез входят дуги, соединяющие верши
ны этих множеств. 

Величина максимального потока от источника s к стоку / ог
раничена сверху величиной разреза C{Np, Np), определяемой сум
мой пропускных способностей всех_входящих в него дуг множе
ства Up и, следовательно, V< C{Np,Np). Минимальным разрезом се
ти называется разрез, имеющий минимальную величину. 

В соответствии с теоремой о максимальном потоке и минималь
ном разрезе, сформулированной Фордом и Фалкерсоном, величи
на максимального потока V^^^ от входа s (источника) в выход / 
(сток) равна величине минимального разреза, отделяющего вход 
и выход сети и, следовательно, К̂ ах = î in C(7V«, N Л-

Рассматриваемые сети являются сетями с офаниченной про
пускной способностью и имеют распространение в реальной 
жизни. Это послужило поводом к появлению и постановке задач 
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о максимальном потоке разной природы, связанных с определе
нием максимально допустимой величины Кпри соблюдении ус
ловий, записанных в виде системы уравнений и неравенств. 

В сформулированной выше задаче для сохранения потока ав
томобилей (см. рис 4.2.1), например, через перекресток (3) необ
ходимо, чтобы поступающие потоки автомобилей к этой верши
не (3) ф(1, 3) и ф(2, 3) равнялись величине потока, вытекающего 
из этой вершины ф(3, 4), что можно записать так: 

Ф(1,3) + ф(2,3)<ф(3,4). 

Аналогичные уравнения можно записать для остальных вер
шин сети. Поскольку задача заключается в определении макси
мально возможного потока в сети, то необходимо последователь
но вычислить потоки через все разрезы и выбрать из них мини
мальный. 

Разрез АА на рис. 4.2.1 отделяет источник (1) от стока (4), в 
данном случае вершину (4) от остальных вершин (1,2, 3). Вели
чина разреза определяется пропускной способностью входящих в 
него дуг (2, 4) и (3, 4) и соответстзенно равна С(2, 4) + С(3, 4) = 
= 2 + 8=10. Затем можно определить все другие возможные ва
рианты разрезов (В, В) (D, D) и (С, С). Тогда величина максималь
ного потока от источника к стоку равна величине минимального 
разреза: 

V^^ = min [(.4, А), (В, В), (С, О, (Д D)] = min[10; 12; 19; 5] = 5. 

Приведенный вариант анализа фрагмента сети автомагистра
ли указывает на возможность применения приведенного прин
ципа сохранения потока в коммерческой деятельности. Это поз
волит своевременно принимать оптимальные управленческие 
решения и облегчить оперативное вмешательство по регулирова
нию не только автомобильных, но и финансовых или товарных 
потоков. 

Пример. Построим разрезы для сети, представленные на рис. 
4.3.1 для различных множеств N^: 
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1) Np = {5, 1, 4,}, тогда Np = {2, 3, /}, следовательно, дуги разреза 
Up = {(j, J ) ; (1. 3); (1, 2); (4, t)} (рис. 4.3.2), таким образом, 
С= (Л/р, Np) = 10 + 4 + 3 + 9 = 26; 

2) Np = {s, 3}, тогда Л̂^ = {1, 2, 4, t), следовательно, дуги разреза 
Up = {{s, 1); (3,4); (3,2)} (рис. 4.3.3), таким образом, С = {N N) = 
= 5 + 7 + 2 = 14. 

«5^У 

1 

14(0) 

3(3) 

Ь 

2 

А 
2(0) Т 

3 7(3) 4 

Рис, 4,3,1. Ориентированная сеть 

3 7(3) 4 
Pwc. - .̂5.2 Разрез сети, величина разреза 26 

На рисунках дуги разрезов выделены. Из рисунков видно, 
что после удаления дуг разрезов перестают существовать пути 
движения потока от входа сети s к выходу t. Разрезы имеют раз
личные пропускные способности. Разрез, имеющий минималь-
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Ф^\ y^Ws 
1 

у 4(0) 

3(3) 2 

2(0) Т 

сх^?' 

3 7(3) 4 

Рис. 4.3.3. Разрез сети, величина разреза 14 

ную пропускную способность, называется минимальным разре
зом сети. 

Рассмотренные алгоритм и примеры моделирования позво
ляют решать аналогичные по своей природе задачи, например по 
бесперебойному снабжению потоками электричества, бензина, 
газа, мазута, нефти, воды, продовольственными и непродоволь
ственными товарами населенных пунктов, и таким образом пре
дупредить появление критических ситуаций в городах и поселках 
нашей страны. 

4.4. Понятия сетевого моделирования 

Одним из важных преимуществ сетевого моделирования яв
ляется возможность построения сетевых моделей, наглядно ото
бражающих процессы коммерческой деятельности. Так, напри
мер, на рис. 4.4.1 представлен ориентированный фаф движения 
денежных потоков на счетах бухгалтерского учета, где в кружках 
указаны номера счетов бухгалтерского учета, а стрелками — про
водки. 

Значительное место в сетевом моделировании занимают зада
чи, связанные с планированием и составлением расписания вы
полнения работ или операций в коммерческой деятельности. В 
таких моделях множество работ всей совокупности задается от-
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Рис, 4.4,1. Ориентированный граф движения денежных средств 
на счетах бухгалтерского учета 

ношениями предшествования между ними. Например, на рис. 
4.4.2 изображена сетевая модель комплекса работ по переводу 
торгового предприятия на самообслуживание. 

Обычно время и ресурсы выполнения каждой работы задают
ся вначале. Кроме того, прежде чем работа может начаться, все 
предшествующие ей работы должны быть завершены. Например, 
доставка оборудования, событие 15 является предшествующей 
работой (или опорной) для работы по монтажу оборудования. 
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4.4. Понятия сетевого моделирования 

Следовательно, при наличии полного перечня работ комплекса 
сеть можно построить, если точно установлены предшествующие 
операции для каждой работы. В таких случаях сетевая модель 
представляет собой отражение логической взаимосвязи всех вхо
дящих элементарных работ в комплекс от начала до конца. Сете
вые графики представляют собой орграфы без контуров, дугам и 
вершинам которых приписаны числовые значения. Наибольшее 
распространение получил способ задания сетевых фафиков в 
терминах дуги — операции, а вершины - события. 

Исходное (1) — это такое событие, с которого начинается вы
полнение всего комплекса операций, а завершающее событие 
(32) соответствует достижению конечной цели. События обозна
чаются кружками, квадратами, ромбами или другими геометри
ческими фигурами. 

В сетевом моделировании различают следующие понятия: 
1) фактическая работа (6, 7) изображена стрелкой (—>), это 

процесс, требующий затрат ресурсов — времени, денег, людей, 
электроэнергии, товаров и т.п.; 

2) работа-ожидание (—• — •—>), это процесс, требующий 
только затрат времени, например ожидание, сушка, старение, за
твердевание цементного раствора и т.п.; 

3) критическая работа (=>), наиболее напряженная, нагру
женная работа (13, 15); 

4) фиктивная работа ( >) обозначает логическую зависи
мость между работами (28, 29), имеет нулевую продолжитель
ность; 

5) путь - любая непрерывная последовательность событий и 
работ; 

6) критический путь — это путь, не имеющий резервов, вклю
чает только критические работы (1, 2), (2,12), (12,13), (13,15), (15, 
27), (27, 29), (29, 30), (30, 31), (31,32). 

Приведенные определения, понятия и графические изобра
жения являются основой методов сетевого планирования и уп
равления, позволяющие проводить построение, а затем анализ 
и оптимизацию сетевых моделей задач коммерческой деятель
ности. 
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4.5. Постановка сетевых задач 
коммерческой деятельности 

4.5.1. Задача о максимальном потоке 

Рассмотрим двухполюсную сеть S = {N, U) с одним входом 
(источником) S G Л̂  и выходом (стоком) t GN, дуги сети (/, у) G и 
имеют ограниченную пропускную способность Су. Задача о мак
симальном потоке заключается в поиске таких потоков ф,у по ду
гам (/,у) сети, что результирующий поток из источника в сток яв
ляется максимальным. 

Математическая модель задачи о максимальном потоке вы
глядит следующим образом: 

найти такие значения сру, при которых 

^ = Еф^=Еф7/=>п1ах 
j j 

при ограничениях: 

J J 

Для решения этой задачи может быть использован метод по
строения увеличивающих цепей. 

4.5.2. Задача о потоке минимальной стоимости 

Пусть дана двухполюсная сеть S={N,U)c источником s и сто
ком t. 

Для каждой дуги (i,j) е f/заданы пропускная способность с у и 
стоимость доставки по ней единицы потока Гу, Необходимо най
ти поток от источников в сток заданной величины V, имеющей 
минимальную стоимость доставки. Очевидно, при этом поток V 
не должен превышать максимальной величины V^^. 
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Математическая модель задачи имеет следующий вид: 

i J 

j j 
Еф/у-Хфу7=0, ieN, i^s, 1Ф1, 
j j 
0<(Pij<qj {i,J)eU. 

4.5.3. Транспортная задача 

Транспортная задача является одной из первых потоковых за
дач, которая была сформулирована и решена в 1941 г Ф. Хичко
ком, а затем стала применяться в различных задачах перевозки и 
распределения. В этой задаче рассматриваются предложение фу-
зов (товаров) от /w-поставщиков в объемах Oi, ai, а^,..., Л/,..., а^ и 
спрос от «-покупателей в объемах bi, b2, b^,..., bp ..., b^, затраты на 
перевозку единицы груза от /-го поставщика ку-му покупателю 
составляют Су, а объемы перевозимых грузов соответственно 
составляют х,у, которые необходимо определить. Математическая 
модель имеет следующий вид. 

Определить такие объемы перевозок 

х̂  = ?/= 1,т;У= 1,л, 

которые при условиях-ограничениях 

М 
п 

/=1 
т 

/=1 
Xij>Q 

п 
Ibj, 
У=1 
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обеспечивали бы минимальные затраты на перевозку в соответст
вии с целевой функцией 

т п 
F{^) = S S суХу -^ min. 

/=1у=1 

Модель этой задачи может быть представлена в виде сети 
(рис. 4.5,1), если вершинам поставить в соответствие поставщи
ков и покупателей, а ориентированным дугам — пути для пере
возки грузов. 

^ 1 -

С 

о 
с 

У 
Рис, 4,5.1. Сетевая модель транспортной задачи 

Эта задача является частным случаем задачи поиска потока 
минимальной стоимости. В то же время частным случаем транс
портной задачи являются задачи о назначениях, например задача 
оптимального распределения по населенным пунктам торговых 
агентов или маркетологов для изучения рынка. 

4.5.4. Задача коммивояжера 
в коммерческой деятельности коммерсанты, торговые агенты 

постоянно проводят работу по поиску партнеров или клиентов 
для заключения договоров на поставку и покупку товаров. Для 
решения этих задач коммерсантам необходимо выезжать в ко
мандировки, выполнять вояж по целой сети городов как по на
шей стране, так и за рубежом. Поскольку продолжительность ко-
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мандировки и транспортные расходы следует сокращать, то необ
ходимо перед поездкой составить кратчайший маршрут, преду
сматривающий посещение каждого пункта только один раз, и 
возвращение обратно. Задача коммивояжера заключается в опре
делении такой последовательности объезда городов, которая 
обеспечит минимальное время переезда, или минимальную стои
мость проезда, или минимальное расстояние переезда. 

Постановка задачи. Пусть имеется п городов. Расстояния 
между любой парой городов (/, j) известны и составляют d^p где 
i= 1,т; j — 1,п, Если прямого маршрута сообщения между горо
дами не существует, а также для всех / =у полагаем, что dy = <». На 
этом основании расстояния между городами удобно представить 
в виде матрицы D = (dfj)„y^„. 

Если городам поставить в соответствие вершины графа (рис. 
4.5.2), а соединяющим их дорогам ребра, то в терминах теории 
графов задача заключается в определении гамильтонова цикла 
минимальной длины. Гамильтонов цикл включает все вершины 
графа ровно один раз, причем начальная вершина совпадает с ко-

Fuc. 4.5.2. Неориентированный граф задачи коммивояжера 
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печной, а длина определяется суммой длин всех ребер. Таким об
разом, необходимо построить кольцевой маршрут проезда всех 
городов минимальной длины, начиная с любого пункта и в лю
бую сторону 

Поскольку всего городов п, то коммивояжер, выехав из задан
ного города, должен побывать в остальных {п—\) городах только 
один раз. Следовательно, всего существует {п — 1)! возможных 
маршрутов, среди которых один или несколько — оптимальные. 
В большинстве случаев можно предположить, что расстояние 
между городами / иу является симметричным и равно расстоянию 
от городау до города /, т. е. d^j = dji. Расстояния между городами за
пишем в виде матрицы D. Если в задаче п городов, то D является 
матрицей размером {пхп) с неотрицательными элементами d^j > О, 
которые отображают длины ребер в сети городов. Так, при А7 = 5 
количество возможных вариантов маршрутов равно (5 — 1)! = 24. 
Расстояния между городами заданы матрицей в табл. 4.5.1. 

Таблица 4,5.1 

1 
2 
3 
4 
5 

1 
• оо 

60 
50 
10 
20 

2 

90 
оо 

30 
70 
40 

3 

80 
40 
оо 

20 
50 

4 

40 
50 
60 
оо 

20 

5 

100 
70 
20 
50 
оо 

Решение задачи можно представить в виде замкнутого конту
ра, представляющего собой кольцевой маршрут, например, для 
графа, изображенного на рис. 4.5.2, возможный вариант можно 
записать в виде совокупности соответствующих пар дуг: 

М,= {(1,2), (2, 4), (4, 5), (5,3), (3,1)}. 

Длина ДЛ4) маршрута равна сумме соответствующих длин 
ребер матрицы расстояний, тогда целевую функцию можно запи
сать так: 
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Для любого допустимого маршрута каждая строка и каждый 
столбец матрицы расстояний D содержат только по одному эле
менту Решением задачи является определение кольцевого марш
рута минимальной длины. 

4.5.5. Распределение торговых агентов по городам 

Торговая фирма продает товары в различных городах. В целях 
развития торговая фирма провела маркетинговые исследования в 
п городах и установила покупательную способность в каждом го
роде по bj условных единиц. Затем фирма наняла на конкурсной 
основе п торговых агентов для продвижения своих товаров на 
продажу в эти города. Профессиональный уровень агентов разли
чен и составляет долю реализуемых товаров /-м агентом а^. Как 
распределить торговых агентов по городам, чтобы фирма получи
ла максимальный доход от продажи товаров? 

Введем управляющие переменные х,у. 

^ 1 если / агент направлен ву-й город, 
^^ I О, в противном случае. 

Введем параметр d^j = арр который определяет объем това
ров, реализуемых /-м торговым агентом ву-м городе. 

Математическая модель задачи имеет следующий вид: 

У = 1 

Ёх». =1 7 = 1,«, 
/=1 
Xije{QA}, 
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Найти такие х̂у, которые при условиях-ограничениях обеспе
чили бы максимальный доход от продажи в соответствии с целе
вой функцией 

я п 
^ = S S dijXij -> max. 

/=iy=i 

Первое и второе условия ограничений формализуют направ
ление в каждый город по одному агенту. 

Представленная математическая модель соответствует задаче 
о назначениях и может быть решена венгерским методом или ме
тодом потенциалов. 

4.5.6. Формирование оптимального штата фирмы 

Коммерческая фирма провела независимый анализ своей ра
боты и установила профессиональную некомпетентность части 
сотрудников. Проведенные финансовые расчеты показали невы
годность обучения этих сотрудников. Фирма объявила конкурс 
на замещение вакантньис должностей и провела отбор 300 чело
век из 15 000 претендентов, поскольку обучение некомпетентных 
сотрудников очень дорого. 

На фирме имеется п групп различных должностей: продав
цов, кассиров, менеджеров, бухгалтеров, коммерсантов, марке
тологов, в каждой из которых по bj вакантных единиц, у = 1, л. 
Претенденты проходили тестирование на профессиональную 
пригодность, по результатам которого их разделяли на т групп по 
Qi кандидатов в каждой группе, / = 1, т . Для каждого кандидата из 
/-Й группы необходимы дополнительные затраты с,у на обучение 
для занятияу-й должности. Если c^j = О, претендент соответствует 
должности, а если с у = ©о, претендент не может вообще занимать 
рассматриваемую должность. Необходимо так распределить ото
бранных кандидатов по должностям, чтобы затраты на их обуче
ние были бы минимальными. 

Математическую модель задачи можно записать так: 
т п 

С = 2 S CyXij -> min, 
/=ly=l 
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т 

т п 

/•=1 7=1 

Решение этой задачи можно получить с помощью методов 
линейного программирования, в частности методов решения 
транспортной задачи или венгерским методом. 

4.5.7. Планирование работ коммерческой деятельности 

В коммерческой деятельности с целью исключения ущербов 
или неприятных неожиданностей необходимо составлять планы 
будущих работ, развернутых во времени. Любое множество работ 
связано отношениями предшествования. Причем каждая работа 
может быть начата, если все предшествующие ей работы будут за
вершены. В таких случаях сетевые методы позволяют решать как 
прямые, так и обратные задачи планирования работ коммерчес
кой деятельности. 

В результате решения прямых задач определяется оптималь
ный план комплекса работ при заданной схеме организации работ. 

Решение обратной задачи связано с поиском оптимального 
плана схемы организации работ, обеспечивающего максималь
ную эффективность. 

Множество возникающих задач коммерческой деятельности 
можно свести к одной из трех наиболее типичных постановок за
дач оптимизации. 

1. Какое максимальное количество средств и каким образом 
может быть высвобождено при заданной организации работ при 
условии, что общее время выполнения всего комплекса работ не 
возросло? 
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2. Как наилучшим образом использовать выделенные ограни
ченные ресурсы, чтобы время выполнения всего комплекса работ 
не превысило заданной величины? 

3. Как распределить вьщеленные ресурсы между работами, 
чтобы время выполнения всего комплекса работ было бы мини
мальным? 

При этом в исходных данных задач параметры работ могут 
быть заданы совершенно точно (детерминированный случай) 
или с некоторой степенью определенности, вероятности (стохас
тический случай). 

Рассмотрим детерминированный вариант постановки задачи. 
Подготовка задачи к решению начинается с формирования 

исходной информации на основе бесед со специалистами, де
тально представляющих специфику предстоящей работы. На
пример, специалисты бухгалтерии могут пояснить движение де
нежных средств предприятия с указанием счетов и проводок бух
галтерского учета, что позволило построить ориентированный 
граф, представленный на рис. 4.5.3. 

После описания содержания комплекса работ коммерческой 
деятельности следует вьщелить определяющие их характеристи
ки. В качестве таковых могут быть: 

В — общие ресурсы по выполнению комплекса работ; 
bij — вьщеленные ресурсы для выполнения элементарной ра

боты (/,у); 
tij - длительность выполнения элементарной работы {ij) вы

деленными ресурсами Ьф j 
Сл — коэффициент пересчета ресурсов работы {ij)\ Су =—; 
Т — время выполнения всего комплекса; '> 
п — количество работ. 
Затем проводят выбор главного экономического показателя, 

критерия эффективности, по которому определяется успех вы
полнения всего комплекса, например время выполнения работ 
Т или ресурсы В. В качестве критерия эффективности выбираем 
Г— время, которое необходимо найти минимальным из возмож
ных. 

В начале решения задачи рассматривается исходный вариант 
распределения общих ресурсов В по элементарным работам Ьц, 
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что и определяет длительность их выполнения, поскольку извест
на связь/^•= Л *,у). 

Затем проводятся следующие операции: 
а) составляется перечень всех работ, которые необходимо 

включить в сетевой график; б) указывается логическая очеред
ность выполнения работ (предшествующие и последующие); в) 
определяются ресурсы для каждой работы, длительность их вы
полнения; г) определяются правила пересчета ресурсов при их 
перераспределении между работами; д) все сведения представля
ют в виде структурно-временной таблицы. Например, табл. 4.5.2 
составлена для комплекса работ по переводу предприятия на са
мообслуживание. 

Таблица 4.5.2 

Работа 
(/•,У) 

(0, 1) 
(1,2) 
(1,3) 
(2,4) 
(3, 5) 
(4,6) 
(5,6) 
(5, 8) 
(5, 7) 
(6, 8) 
(7,8) 
(8,9) 

Содержание работы 

Составление сметы 
Приобретение оборудования 
Подбор кадров 
Монтаж оборудования 
Подготовка кадров 
Оформление зала 
Доставка товаров 
Заказ и получение формы 
Заказ и получение ценников 
Выкладка товаров 
Заполнение ценников 
Генеральная репетиция 

Ре
сур
сы, 

Кг 
^2,4 

^3.5 

^4,6 

^5,6 

^5,8 

^5,7 

^6,8 

^7,8 

h,9 

Коэффи
циенты 

пересчета 

Cia = 0,2 
Ci 3 = 0,5 

^2.4 = 0,3 

3̂.5 = 0,6 
Чб = 0,4 
^5.6 = 0,7 

5̂.8 = 0,9 
С5,7=1,0 

6̂.8 = 0,8 

^7 .8=^1 

^8.9 = Ь 2 

Длительность 
работ, дни /,у 

факти
чески 

/о,1 = 15 

^1,2=16 

1̂,3 = 6 

2̂,4 = 6 

3̂,5 = 5 
Чб = 8 
5̂.6 = 6 

^5,8=14 

5̂,7 = 8 

6̂,8 = 2 

7̂,8 = 4 

Ъ = з 

опти
маль
ная 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

Задача состоит в поиске минимального времени выполнения 
всего комплекса работ при заданных ограничениях в ресурсах В 
путем их оптимального перераспределения между работами. 
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Поскольку управляемыми параметрами являются ресурсы 
элементарных работ Ь^, определяющие длительность их выполне
ния tip то необходимо найти новый вариант перераспределения 
выделенных ресурсов В путем переноса с одних работ (/,у) части 
ресурсов О < Xij < bij на другие работы (А, к), т. е. х̂у = x^j^ так, чтобы 
общий срок выполнения работ был минимальным из возможных. 

Математическую модель задачи по переводу предприятия 
розничной торговли на самообслуживание можно представить 
таким образом: 

найти такой вариант распределения ограниченных ресурсов В 
между элементарными работами 

и такие неотрицательные значения длительностей их выполнения 
^,1 = ? ^ и = ?^2,3 = ?^3,4 = ?...^8,9 = ? 

которые бы при заданных ограничениях 
п 

0<Xij<by, x,y = x̂ jt, ty>0, B^Y^bij 

обращали бы в минимум функцию цели: 
Т-АЧ,х =ЛЬол); Кг =Л*1,2); 2̂,3 =Л*2,з); — 8̂,9 = / ( М } ^ "̂ in-

Решение задач этого класса может быть решено методами се
тевого планирования, рассмотренными в п. 4.6.3. 

4.6. Методы решения сетевых задач 

4.6.1. Построение максимального потока 

На практике часто возникают задачи определения макси
мального количества товара, которое может быть перевезено от 
производителя потребителю. Аналогичными являются задачи 
определения максимальной пропускной способности системы 
автомагистралей или энергосети определения максимального ко-
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личества нефти или газа, передаваемых по трубопроводам, ин
формации, пропускаемой по компьютерной или телефонной се
ти. Формально эти проблемы сводятся к задаче построения мак
симального потока в сети. Для их решения необходимо ввести 
несколько определений. 

Пусть задана сеть 5=^ (N, U) с множеством вершин Л" и мно
жеством дуг и. 

Определение. Дуга « G f/, соединяющая вершины / G NJ G TV се
ти S, называется допустимой дугой, если она обладает одним из 
следующих свойств: 

1) направление дуги совпадает с направлением потока, и зна
чение потока по этой дуге меньше ее пропускной способности: 

и = {ij), ф(«) < c(w); 

2) направление дуги, противоположное направлению потока, 
а величина потока отлична от нуля: 

и = (/, О, 9(w) > 0. 

Дуги, обладающие первым свойством, называют увеличиваю
щими; дуги, обладающие вторым свойством, — уменьшающими. 

Определение. Увеличивающей цепью, соединяющей вход и 
выход сети, называется простая цепь, все дуги которой являются 
допустимыми. 

Пример. Построим увеличивающую цепь для сети S = (Л̂ , U), 
представленной на рис. 4.6.1. 

2 

3 4(3) 4 

Рис. 4.6.1. Построение увеличивающей цепи 
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Над каждой дугой указана ее пропускная способность и в 
скобках — величина потока по этой дуге. 

Цепь (5, 1, 2, 4, /) является увеличивающей, так как все ее ду
ги — допустимые: 

дуга (s, 1) — увеличивающая, так как она проходит по направ
лению потока и поток по ней меньше ее пропускной способнос
ти: 6 < 9; 

дуга (1,2) — также увеличивающая дуга: 3 < 6; 
дуга (2, 4) — уменьшающая, так как она а) проходит против 

движения потока б) поток по ней 2 > 0; 
дуга (4, О — увеличивающая: 4 < 7. 
Построим увеличивающую цепь для сети, представленной на 

рис. 4.6.2. 

3 7(3) 4 

Рис. 4.6.2. Построение увеличивающей цепи 

Цепь (s, 3, 2, О — увеличивающая, так как все ее дуги являют
ся допустимыми увеличивающими дугами. 

Определение максимального потока основано на увеличении 
потока вдоль увеличивающей цепи на величину Аф. 

Алгоритм построения максимального потока включает следу
ющую последовательность: 

1) задание начального значения потока. Удобно задавать ну
левое начальное значение (KQ = 0); 

2) построение увеличивающей цепи от входа к выходу сети. 
Если такой цепи нет, то максимальный поток построен, и его ве
личина 
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^тах= S Ф(^,У)= Х . Ф ( У , 0 , 

в противном случае переходят к пункту 3; 
3) увеличение вдоль построенной цепи значения потока на 

максимально возможную величину Дф, при этом по каждой уве
личивающей дуге поток увеличивается на Аф, а по каждой умень
шающей дуге уменьшается на Дф. 

Возврат к пункту 2). 
Пример. Определим максимальный поток для сети (см. рис. 

4.6.1). Начальный поток в сети задан, следовательно, пункт 1 ал
горитма выполнен. 

1. Увеличим поток вдоль цепи (s, 1, 2, 4, /). 
Вдоль дуги (5, 1) поток можно увеличить на разницу между 

пропускной способностью этой дуги 9 и уже проходящим по ней 
потоком 6 (9 - 6 = 3). 

Вдоль дуги (1, 2) аналогичным образом поток можно увели
чить на 3 (6 — 3). 

Дуга (2, 4) является уменьшающей. Максимальная величина, 
на которую можно уменьшить поток по ней, равна 2, те. значе
нию уже проходящего потока. 

По дуге (4. /) поток можно увеличить на 3 (7 - 4). 
Таким образом, максимальная величина Дф, на которую мож

но увеличить поток, составляет наименьшую из величин: 
Аф = min(3, 3, 2, 3) = 2, 

при этом на каждой увеличивающей дуге поток увеличивается на 
эту величину, а по каждой уменьшающей — уменьшается. 

Новое значение потока записано в скобках над дугой (рис. 
4.6.3). 

После такого перераспределения значение потока увеличи
лось на 2 и стало равным F= 11 (8 + 3 = 6 + 5), а условие сохра
нения потока в вершинах сети по-прежнему выполняется. Заме
тим, что если увеличить поток не на 2, а на 3, то на дуге (4, 2) по
лучим отрицательное значение —1 (2 — 3), что противоречит 
свойству неотрицательности потока. 
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3 4(3)(4) д 4 

Рис, 4,6.3. Построение максимального потока 

2. Рассмотрим теперь цепь (s, 1, 2, /). 
Эта цепь увеличивающая, так как все дуги — допустимые. По

ток вдоль этой цепи можно увеличить на 

Аф = min (9 - 8; 6 - 5; 10 ~ 5) = 1. 

Новое значение потока указано во вторых скобках на рис. 
4.6.3. 

Заметим, что если допустить увеличение потока на 5, то поток 
по дугам (5, 1) и (1, 2) превзойдет пропускную способность этих 
дуг. 

3. Затем рассмотрим цепь (s, 3, 4, О-

Аф = min (8 - 3; 4 - 3; 7 - 6) = 1. 

Больше увеличивающих цепей нет, следовательно, макси
мальный поток построен. Его величина: 

f̂max = 11 + 1 + 1 = 9 + 4 = 6 + 7 = 13. 

Минимальный разрез АА, соответствующий этому потоку, со
держит дуги: {(1, 2); (1,4); (3,4)}, а его пропускная способность 
6 + 3 + 4 = 1 3 соответствует величине максимального потока. 

Из примера следует, что значение Аф, на которое увеличива
ется поток вдоль увеличивающей цепи, определяется следующим 
образом: 
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Аф = т1п{Аф(м)} = 
ueU 

с(и) - ф(«), если дуга увеличивающая 
ф(«), если дуга уменьшающая. 

Специалистам часто приходится изучать возможности сетей с 
незаданной, жестко фиксированной ориентацией, например, ав
томагистралей с двухсторонним движением при отсутствии 
сплошной разделительной полосы. При этом неориентирован
ные сети позволяют увеличить значение максимальных потоков 
по ним. 

Построить максимальный поток в этом случае можно по сле
дующему алгоритму: 

1) заменить каждое ребро сети, не выходящее из источника и 
не входящее в сток, двумя противоположно направленными ду
гами, имеющими каждая ту же пропускную способность, что и 
заменяемое ребро; 

2) перейти к алгоритму построения максимального потока 
для ориентированной сети. 

Пример. Построим максимальный поток (сначала) для ориен
тированной сети, представленной на рис. 4.6.4. 

Рис. 4,6.4. Построение максимального потока в ориентированной сети 

Начальное значение потока равно нулю F= 0. 
Увеличивающие цепи: 
1) (5, 1, 2, О, Дф = min (8, 4, 10) = 4; 
2) (5, 1, 3, 4, О, Аф = min (8 - 4, 3, 2, 9) = 2. 
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Больше увеличивающих цепей построить нельзя. 

Пример. Построим максимальный поток для сети с той же 
структурой (рис. 4.6.5). 

3 2 4 

Рис. 4.6.5. Сеть 

Заменяя ребра двумя противоположно направленными дуга
ми, получаем следующую сеть (рис. 4.6.6). 

Рис. 4.6.6. Построение максимального потока в неориентированной сети 
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Увеличивающие цепи: 
1)(^, 1,2,/),Дф = 4; 
2)(5, 1,3,4,0,Аф = 3; 
3) (S, 3, 2, /), Дф = 2; 
4) (S, 3, 4, О, Аф = 2. 

Больше увеличивающих цепей не существует. Максимальный 
поток F̂ ax = 7 + 4 = 9 + 2=11. Оптимальная ориентация сети по
казана на рис. 4.6.7. 

3 2(2) 4 

Рис. 4.6.7. Оптимальная ориентация сети 

4.6.2. Метод ветвей и границ 

Существует достаточно большой класс задач, в которых для 
нахождения оптимального решения необходимо перебрать все 
возможные варианты решений по какому-либо критерию. Одна
ко такой прямой перебор может занять очень много времени. На
пример, для выбора оптимальной последовательности проведе
ния маркетинговых исследований фуппой из т специалистов 
разного профиля в п объектах рынка необходимо перебрать боль
шое множество вариантов. В задаче коммивояжера для формиро
вания оптимального маршрута объезда п городов необходи vio вы
брать один лучший из (л — 1)! вариантов по критерию времени, 
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стоимости или длине маршрута. Эта задача связана с определени
ем гамильтонова цикла минимальной длины. В таких случаях 
множество всех возможных решений следует представить в виде 
дерева - связного графа, не содержащего циклов и петель. Про
цесс разбиения множества всех маршрутов на непересекающиеся 
подмножества в виде дерева представлен на рис. 4.6.8. Корень 
этого дерева объединяет все множество вариантов, а вершины де
рева — это подмножества частично упорядоченных вариантов ре
шений. 

Рис, 4,6.8, Дерево ветвления маршрутов 

Вершина (/, j) соответствует подмножеству всех маршрутов, 
содержащих ребро (/, У), а вершина (/, /) — подмножеству всех 
маршрутов, где это ребро отсутствует. 

Процесс разбиения на эти подмножества можно рассматри
вать как ветвление дерева. Поэтому метод называется методом 
поиска по дереву решений, или методом ветвей и границ. 

Метод ветвей и фаниц представляет собой алгоритм направ
ленного перебора множества вариантов решения задачи. Сущ
ность этого метода состоит в том, что от корня дерева ветвятся 
не все вершины. 
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Вначале проводится оценка каждой вершины первого уров
ня, а затем ветвится та вершина, которая получает лучшую 
оценку (минимальную или максимальную) в соответствии с вы
бранным критерием. Однако вычислить точное значение крите
рия, не перебрав всех вариантов, невозможно. Чтобы избежать 
этой рутины, используют не точное значение критерия, а оцен
ку снизу или сверху, которую называют нижней оценкой грани
цы и верхней оценкой границы множества вариантов. При этом 
оценка вершины должна удовлетворять следующим требова
ниям: 

1) оценка не должна быть больше (при минимизации) или 
меньше (при максимизации) минимального (максимального) 
значения функции для рассматриваемого множества; 

2) оценка подмножества нижнего уровня не должна быть 
меньше (при минимизации) или больше (при максимизации) 
значения оценки подмножества более высокого уровня; 

3) оценка единственного варианта решения на последнем 
уровне точно совпадает со значением критерия целевой функции 
решения. 

Процесс разбиения на подмножества позволяет получить 
подмножество, содержащее оптимальный маршрут. Пары горо
дов (звенья) маршрута фиксируются при движении по дереву в 
обратном направлении к начальной вершине. На каждом шаге 
итерации на основе сравнения нижних границ подмножеств 
ветвление выполняется только из вершины, имеющей меньшее 
значение нижней границы. 

Рассмотрим решение задачи коммивояжера с исходными 
данными, записанными в табл. 4.5.1. 

Для определения нижней границы множества воспользуемся 
операцией редукции или приведения матрицы по строкам, для 
чего необходимо в каждой строке матрицы D найти минималь
ный элемент табл. 4.6.1. 

di^mindij, i = l,n. 
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Таблица 4.6.1 

1 
2 
3 
4 
5 

1 
оо 

60 
50 
10 
20 

2 

90 
оо 

30 
70 
40 

3 

80 
40 
оо 

20 
50 

4 

40 
50 
60 
оо 

20 

5 

100 
70 
20 
50 
оо 

di 

40 
40 1 
20 1 
10 
20 

Затем вычесть его из элементов рассматриваемой строки. В 
связи с этим во вновь полученной матрице табл. 4.6.2 в каждой 
строке будет как минимум один ноль. 

Таблица 4.6.2 н 1 
2 
3 
4 

1 5 

dj 

1 
оо 

20 
30 
0 
0 

0 

2 

50 
оо 

10 
60 
20 

10 

3 

40 
0 
оо 

10 
30 

0 

4 

0 
10 
40 
оо 

0 

0 

5 

60 
30 
0 
40 
оо 

0 

Затем такую же операцию редукции проводим по столбцам, 
для чего в каждом столбце табл. 4.6.2 находим минимальный эле
мент 

dj=mmdyy j = hn. 

Таким образом мы получим полностью редуцированную мат
рицу табл. 4.6.3, где величины d^ и dj называют константами при
ведения. 

Сумма констант приведения определяет нижнюю фаницу: 

Н = Id.^-Zdj 
V/=l М 

= 140. 
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Таблица 4.6.3 

1 / >v 
1 
2 
3 
4 
5 

1 dj 

1 

<х> 

20 
30 

0(10) 

0(0) 

0 

2 

40 
оо 

0(10) 

50 
10 
10 

3 

40 
0(20) 

оо 

10 
30 
10 

4 

0(40) 

10 
40 
оо 

0(0) 

0 

5 

60 
30 

0(30) 

40 
оо 

30 

di 

40 
10 
0 
10 
0 

Элемент матрицы dij соответствует расстоянию от пункта / до 
пунктау. Поскольку в матрице п городов, то D является матрицей 
пхп с неотрицательными элементами dij > 0. Каждый допустимый 
маршрут представляет собой цикл, по которому коммивояжер 
посещает город только один раз и возвращается в исходный го
род. Длина маршрута определяется выражением 

F{M,,)^ idij, к = \'Лп-1\ 

причем каждая строка и столбец входят в маршрут только один 
раз с элементом d^j. 

Определяем ребро ветвления и разобьем все множество марш
рутов относительно этого ребра на два подмножества 
(/,У) и (/, У) (рис. 4.6.8). С этой целью для всех клеток матрицы 
табл. 4.6.3 с нулевыми элементами заменяем поочередно нули на 
оо и определяем для них сумму образовавшихся констант приве
дения, они приведены в скобках (табл. 4.6.3). Наибольшая сумма 
констант приведения равна (40 + 0) = 40 для ребра (1,4), следова
тельно, множество разбивается на два подмножества {(1,4)} и 
{(1,4)}. 

Исключение ребра (1,4) проводим путем замены элемента 
d^^ = О на оо, после чего осуществляем очередное приведение 
матрицы расстояний для образовавшегося подмножества {(1,4)}, 
в результате получим редуцированную матрицу (табл. 4.6.4). 

Нижняя граница гамильтоновых циклов этого подмножества 
Я(М) = 140+ 40 =180. 

321 



Глава 4. Методы и модели теории графов и сетевого моделирования 

Таблица 4.6.4 

1' ^N, 
1 
2 
3 
4 
5 

^J 

1 

оо 

20 
30 
0 
0 

0 

2 

40 
оо 

0 
50 
10 

0 

3 

40 
0 
оо 

10 
30 

0 

4 

оо 

10 
40 
оо 

0 

0 

5 

60 
30 
0 

40 
оо 

0 

/̂ 

40 
0 1 
0 
0 
0 

40 • 

Включение ребра (1,4) проводится путем исключения всех 
элементов первой строки и четвертого столбца табл. 4.6.4, в кото
рой элемент 4̂,1 ~ ^ заменяем на ©о, для исключения образования 
негамильтонова цикла. В результате получим другую сокращен
ную матрицу (4 X 4) табл. 4.6.5, которая подлежит операции при
ведения. 

Таблица 4.6.5 

2 
3 
4 
5 

' dj 

1 

20 
30 
0 0 

0 

0 

2 

0 0 

0 
50 
10 

0 

3 

0 
0 0 

10 
30 

0 

5 

30 
0 

40 
0 0 

0 

di 

0 
0 
10 1 
0 

10 

Сумма констант приведения сокращенной матрицы 

' j 

После операции приведения сокращенная матрица будет 
иметь вид табл. 4.6.6. 

Нижняя граница подмножества {(1,4)} равна: 
Я(1,4) = 140+10=150<180. 
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Таблица 4.6.6 

Г-2 
3 
4 

1 5 

dj 

1 

20 
30 
оо 

0(30) 

20 

2 

оо 

0(10) 

40 
10 

10 

3 

0(20) 

оо 

0(30) 

30 

0 

5 

30 
0(30) 

30 
оо 

30 

di 

20 
0 
30 
10 

Поскольку нижняя граница этого подмножества {(1,4)} мень
ше, чем подмножества {(1,4)}, то ребро (1,4) включаем в маршрут. 

Затем опять определяем ребро ветвления. С этой целью опре
деляем сумму констант приведения (указаны в скобках) табл. 
4.6.6 для нулевых клеток, заменяя их поочередно на ©о. Макси
мальная сумма констант J4 "*" ̂ з ~ ^0 + О = 30 принадлежит ребру 
(4,3). Следовательно, разбиваем множество маршрутов {(1,4)} на 
два подмножества {(1,4); (4,3)} и {(1,4); (4,3)}. Затем проводим ис
ключение ребра (4,3) путем замены элемента матрицы а^2> == О на ©о 
и определяем Я(4,3) = 130. Включаем ребро (4,3), определяем 
Я(4,3) = 170. Продолжая дальше операции в соответствии с ука
занным алгоритмом решения задачи, в конечном итоге получаем 
сокращенную матрицу табл. 4.6.7. 

Таблица 4.6.7 

[К 
3 
5 

2 

оо 

0 

5 

0 
оо 

в соответствии с этой матрицей включаем в гамильтонов мар
шрут ребра (3,5) и (5,2). В результате по дереву ветвлений гамиль
тонов цикл образуют ребра (1,4), (4,3), (3,5), (5,2), (2,1), рис. 4.6.9. 
Последовательность объезда городов коммивояжером 4 - 4 — 3 — 
- 5 — 2 — 1 представлена матрицей смежности в табл. 4.6.8. Дли
на маршрута равна F{Mj^) = 180 совпадает с нижней границей 
подмножества. 
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Таблица 4.6.8 

R 1 
2 
3 
4 
5 

1 

0 
1 
0 
0 
0 

2 

0 
0 
0 
0 
1 

3 

0 
0 
0 
1 
0 

4 

1 
0 
0 
0 
0 

5 

0 
0 
1 
0 
0 

Рис. 4.6.9. Гамильтонов цикл коммивояжера 

Алгоритм решения задач методом ветвей и границ включает 
следующую последовательность. 

1. Проводим операцию редукции матрицы расстояний по 
строкам и столбцам, находим нижнюю границу всего множества 
маршрутов: Я = X^/ + Е^у • 

'• у 

2. В каждой клетке, в которых dij = О, заменяем поочередно 
нули на оо, затем находим суммы новых констант приведения: 
di + dp которые записываем в клетках рядом с нулем в скобках 
табл. 4.6.3, 4.6.6. 

3. Выбираем ребро ветвления (/,у) по максимальной величине 
суммы констант приведения. Затем исключаем его из множества 
путем замены элемента матрицы dij = ©о. В результате будет обра
зовано подмножество маршрутов {(/,У)}. 
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4. Редуцируем полученную матрицу расстояний и определяем 
нижнюю границу этого подмножества маршрутов H{i,j). 

5. Включаем дугу {ij) в маршрут путем исключения /-й стро
ки иу-го столбца из матрицы и замены симметричного элемента 
матрицы dp = оо для исключения образования негамильтонова 
цикла. 

6. Редуцируем сокращенную матрицу и определяем нижнюю 
фаницу подмножества Я(/, у). 

7. Сравниваем нижние границы подмножеств Я{(/, у)} и 
Н {(/, у)} и подвергаем подмножество, имеющее меньшее значе
ние нижней границы, ветвлению. 

8. Определяем гамильтонов цикл при получении матрицы 2x2. 

4.6.3. Методы сетевого планирования 

Современное разнообразие, многосвязность и взаимозависи
мость задач коммерческой деятельности вызывают большие 
трудности при планировании реальных сроков их выполнения. 

Традиционные, сложившиеся методы планирования и управ
ления иногда не обеспечивают выполнение операций в коммер
ческой деятельности в намеченные сроки и не позволяют опре
делить оптимальные объемы ресурсов, а, как известно, «время — 
деньги». 

Необходимым свойством системы планирования и управле
ния работами является способность оценить текущее состояние, 
учесть возможное состояние в будущем, предсказать дальнейший 
ход работ и таким образом предупредить от возможных ошибок, 
заранее оперативно воздействовать на ход комплекса работ в 
сжатые сроки и с наименьшими затратами. 

Наиболее эффективны в настоящее время сетевые методы и 
модели, на базе которых созданы методы сетевого планирования 
и управления (СПУ). Такие системы предназначены для управле
ния объектами особого типа и сложности, получившими назва
ние комплексов взаимосвязанных работ, коммерческих опера
ций, разработок, которые требуют четкой координации взаимо
действия множества исполнителей. СПУ позволяет осуществить 
надежную координацию всех звеньев и подразделений, участву-
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ющих в сложном комплексе. В таких случаях СПУ, по существу, 
является единственно возможным методом научного планирова
ния и управления по выполнению больших масштабов работ с 
высокой вероятностью соблюдения заданных сроков их реализа
ции, что является их главным достоинством. 

Особенность СПУ заключается в том, что деятельность всех 
коллективов исполнителей рассматривается в целом как единый 
комплекс взаимосвязанных и взаимозависимых операций, на
правленных на достижение общей конечной цели. Здесь исполь
зуется информационно-динамическая модель особого вида, так 
называемая сетевая модель логико-математического описания, 
позволяющая алгоритмизировать расчеты параметров этого про
цесса: продолжительности, трудоемкости, стоимости и т.д. Сис
темы рассчитаны на использование компьютерных систем обра
ботки исходных и оперативных данных для расчета контролируе
мых показателей и получения необходимых аналитических и 
отчетных сводок. 

В СПУ применяются графическое изображение или анали
тическая запись плана работ, в которых отражается их логичес
кая последовательность, взаимосвязь, продолжительность, стои
мость и др. Они создаются с целью оптимизации разработанно
го плана и текущего управления ходом работ путем 
периодического сбора информации и соответствующей коррек
тировки плана. 

Эти системы являются комплексом храфических и расчетных 
методов, организационных мероприятий и контрольных при
емов, обеспечивающих моделирование и динамическую перест
ройку планов в коммерческой деятельности. Причем фафичес-
кие методы дают наиболее наглядно-обозримую информацию о 
ходе комплекса работ как в целом, так и в деталях. В целом сис
тема СПУ включает сбор, переработку информации, поступаю
щей от управляемого объекта, выработку решений на ее основе и 
передачу распоряжений на управляемый объект. 

СПУ концентрируют внимание руководителей на самых важ
ных работах комплекса, отсеивая второстепенные. Так, при сло
жившихся методах управления в поле зрения руководителя обыч-
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но находится до 70% работ, что, безусловно, затрудняет принятие 
им эффективных решений. Разработка СПУ позволила устано
вить, что практически лишь около 10% работ от всего комплекса 
существенно влияют на ход выполнения работ. При этом время, 
затрачиваемое руководителями на решение вопросов управле
ния, сокращается на 50-60%. Кроме того, все участники работ 
находятся в объективно равных условиях осведомленности, что 
оказывает влияние на успех завершения всего комплекса работ в 
намеченные сроки. 

Преимущество СПУ заключается в следующем: 
а) концентрирует внимание руководителей на небольшом 

числе работ и исполнителей; 
б) устанавливает четкую взаимосвязь между исполнителями, 

обеспечивая тесное организационное единство; 
в) позволяет в любой момент времени располагать исчерпы

вающей информацией; 
г) обеспечивает непрерывность управления ходом работ, 

своевременность принятия решений, оперативность вмешатель
ства; 

д) позволяет рационально маневрировать выделенными ре
сурсами; 

е) дает большую экономию времени, средств, энергии, мате
риалов и т.д.; 

ж) дисциплинирует исполнителей, создается объективная 
картина качества работ, доступная каждому, исключается штур
мовщина; 

з) создается возможность выполнения вычислительных работ 
на компьютере. 

В настоящее время методами СПУ решается около 14% задач 
общего объема применяемых математических методов. Работы 
по использованию и развитию СПУ получили широкое распро
странение в разных отраслях народного хозяйства нашей страны 
и за рубежом, уже накоплен большой опыт и сложилась своя ис
тория. Например, в США в конце 50-х годов появилась система 
CRM — метод критического пути — для управления строительны
ми работами, затем PERT — метод оценки и обзора программ при 
разработке ракетного вооружения «Поларис». 
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В России работы по применению методов и моделей СПУ 
начались с 1961 г. В процессе развития появились различные це
левые системы: ПУСК - планирование, управление созданием 
корабля; СУР — система управления разработками; АСОР — авто
матизированная система организации работ; ЦПК — централизо
ванное планирование и контроль и др. 

В зависимости от масштаба комплекса работ различают такие 
системы: с числом событий в сети 10-5-12 тыс. — большие разра
ботки, средние — 1,5 -ь 10 тыс. и малые - до 1,5 тыс. В случае не
больших разработок от нескольких десятков событий до 100 ис
пользуются ручные методы расчета и анализа, в остальных случа
ях - по специальным компьютерным программам. 

Методы и модели СПУ могут с успехом применяться в ком
мерческой деятельности при выполнении различных комплексов 
работ: проведении текущего или капитального ремонта; реконст
рукции коммерческих торговых предприятий; подготовке и про
ведении оптовых и розничных ярмарок; разработке плана ком
мерческой деятельности; заготовке, переработке и закладке пло-
дововощной продукции на длительное хранение; переводе 
предприятий торговли на самообслуживание; оперативной 
реконструкции секций супермаркетов; строительстве универ
сальных оптовых предприятий; разработке плана развития торго
вой сети; планировании торговой деятельности; составлении 
бухгалтерского отчета; поставке товаров покупателям; заключе
нии договоров на поставку; открытии нового торгового предпри
ятия, а также многих комплексов финансово-коммерческих 
операций. 

Подготовка задач к решению. На предварительном этапе сете
вого моделирования определяются структура комплекса работ, 
последовательность выполнения отдельных операций, состав и 
взаимосвязь организаций соисполнителей, ориентировочные 
сроки поставок, потребность в основных ресурсах и ассигнова
ниях. Внешние связи плана работ торгового предприятия согла
совываются со всеми организациями. Затем переходят к исходно
му планированию по одному из трех вариантов. 
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В первом случае проводят расчленение комплекса работ цен
трализованно «сверху вниз» на составляющие элементы, на базе 
которых ответственным исполнителям выдаются задания. 

Второй вариант построения сетевой модели «снизу вверх» ба
зируется на сшивании, т.е. соединении нескольких первичных 
сетевых графиков, полученных от ответственных исполнителей, 
в одну сеть. 

Третий, наиболее распространенный способ «сверху вниз» — 
«снизу вверх» включает поочередное членение комплекса работ и 
укрупнение с координацией на основе первичных графиков от
ветственных исполнителей, детально представляющих специфи
ку операций. 

Ответственные исполнители в системах СПУ — это специали
сты, осуществляющие руководство работами по отдельным час
тям комплекса и несущие за них персональную ответственность. 

Более наглядное представление о содержании работ в целом и 
в деталях дает построение сетевой модели комплекса работ. 

4.6.4. Правила построения сетевых моделей 

Наиболее распространенным способом изображения СПУ 
являются сетевые модели в терминах работ и событий, где работы 
изображаются стрелками, а события — кружками (см. рис. 4.4.1, 
4.4.2). При построении сетевых моделей следует придерживаться 
следующих основных правил. 

1. Строится трафарет событий (рис. 4.6.10). 
2. Наносятся на трафарет в соответствии со структурно-вре

менной табл. 4.5.2 последовательно все работы. 
3. Просматриваются возможные варианты следования собы

тий и работ; табличная запись и формы изображения приведены 
на рис. 4.6.11. 

4. Всем стрелкам сетевого фафика задают общее направление 
слева направо. 

5. Не должно быть стрелок, которые ниоткуда не выходят и 
никуда не входят. 

6. Между одной парой событий можно изобразить только од
ну работу. 
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о о о о о 
о о © о о 
о о о о о 
Рис. 4.6.10. Трафарет событий 

Г^ (0.1) ^ ^ (1.2) ^^ 

^^ (0 .1 ) ^ - ^ О . з ) ^2\ ® Kl> <з) 

(0.1) ^-^ (1.3) 

(2^^iU^>i^iiLK4) 

Л/с. 4.6.11. Варианты следования событий и работ 
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7. При необходимости изображения двух параллельно выпол
ненных работ между двумя событиями 5 и 7 (рис. 4.6.12а) вводят 
дополнительное промежуточное событие 6 и фиктивную работу 
(6, 7) с нулевой продолжительностью (рис. 4.6.126). 

а) неправильно б) правильно 
Рис, 4,6.12. Варианты изображения работ 

8. Из сети исключают тупиковые события, от которых не на
чинается ни одна работа, за исключением завершающего собы
тия комплекса. 

9. Проводят преобразование геометрии взаимного располо
жения работ и событий к виду, удобному для восприятия в целом, 
устраняют пересечения работ. 

10. Нумерацию событий проводят последовательно слева 
направо и сверху вниз. 

Построенная по исходным данным табл. 4.5.2 и перечислен
ным правилам взаимосвязи работ и событий (рис. 4.6.13) пред
ставляют собой сетевую модель задачи по переводу коммерческо
го предприятия на самообслуживание. 

В случае больших комплексов работ сначала строят частные 
сетевые графики ответственные исполнители, а затем формиру
ют сводную модель комплекса путем их сшивания. 

Установлено, что на листе бумаги размером 1,5 х 2 м можно 
разместить сетевой график, включающий до 1000 событий. 

Следует учитывать, что сетевые модели большого объема 
труднообозримы. В связи с этим проводят укрупнение сетевой 
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Рис, 4.6.13. Сетевая модель по переводу коммерческого предприятия 
на самообслуживание 

модели путем устранения менее важных фрагментов и, следова
тельно, уменьшения числа изображаемых событий и работ, ос
тавляя только наиболее значимые. 

4.6.5. Параметры сетевых моделей и методы их расчета 

Основные параметры сетевых моделей — это критический 
путь, резервы времени событий, работ и путей. Кроме этих пока
зателей имеется ряд вспомогательных, которые являются исход
ными для получения дополнительных характеристик по анализу 
и оптимизации сетевого плана комплекса работ. 

При расчетах применяют следующие обозначения парамет
ров сетевой модели: 

tf — ранний срок свершенияу-го события; 
tj^ — поздний срок свершенияу-го события; 
R: - резерв времени на свершение у-го события; 
/̂у " — ранний срок начала работы (/,у); 
hf'^ ~~ ранний срок окончания работы (/,у); 
tiP'^ — поздний срок начала работы (/,у); 
tij^'^ - поздний срок окончания работы (/,у); 
r^J^ — полный резерв времени работы (/,у); 
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r^j^'^ — свободный резерв времени работы (/,У); 
kij^ — коэффициент напряженности работы (/,у); 
Гп — продолжительность пути L^; Г^ = /(/^п); 
Гкр - продолжительность критического пути Lĵ p; 
^(Ш "" полный резерв времени пути ̂ п-

Рассмотрим определения и модели расчета параметров сете
вой модели. 

Ранний срок свершения j-eo события tf — наиболее ранний (ми
нимальный) из возможных моментов наступления данного собы
тия при заданной продолжительности работ. 

Поздний срок свершения J-eo события t" — наиболее поздний 
(максимальный) из допустимых моментов наступления данного 
события, при котором еще возможно выполнение всех последую
щих работ в установленный срок. 

Резерв времени на свершение j-eo события Rj — это промежуток 
времени, на который может быть отсрочено наступление собы-
тияу без нарушения сроков завершения всего комплекса, опреде
ляется как разность между поздним tf и ранним tf сроками на
ступления события Rj = tj" — //. 

Ранний срок начала работы t^f'^ — наиболее ранний (мини
мальный) из возможных моментов начала данной работы при за
данной продолжительности работ. Он совпадает с ранним сроком 
наступления ее начального события: 

Ранний срок окончания работы t^f^ — наиболее ранний (мини
мальный) из возможных моментов окончания данной работы 
при заданной продолжительности работ. Он превышает ранний 
срок наступления ее события i на величину продолжительности 
работы: 

4j о ^ Чу 

Поздний срок начала работы t^^'^ — наиболее поздний (макси
мальный) из допустимых моментов начала данной работы, при 
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котором еще возможно выполнение всех последующих работ в 
установленный срок: 

п.н ^ ^ п _ 
Поздний срок окончания работы t^J^^ — наиболее поздний 

(максимальный) из допустимых моментов окончания данной ра
боты, при котором еще возможно выполнение последующих ра
бот в установленный срок: 

.п.о^.п 
'(/ 7 • 

Полный резерв времени работы {ij) rjP — максимальное время, 
на которое можно отсрочить начало или увеличить продолжи
тельность работы /̂y без изменения общего срока выполнения 
комплекса: 

.̂ п = ^ п _ ^ р __ ^ 
' IJ 7 W *(/• 

Свободный резерв времени работы (/, j) r^f^'^ - максимальное 
время, на которое можно отсрочить начало или увеличить про
должительность работы при условии, что все события сети насту
пают в свои ранние сроки: 

.̂ с.в ^ ^ р _ ^ р _ ^ 

Полный резерв времени пути Ji(iw) показывает, на сколько мо
гут быть увеличены продолжительности всех работ в сумме пути 
LYI относительно критического пути Ẑ p.* 

^dn) ^ ^(^кр) -^(^п) "̂  ^кр ~ ^п-

Коэффициент напряженности работы (/, j) k^j^ характеризует 
напряженность по срокам выполнения работы (ij) и определяет
ся по формуле 

где /(Ẑ max) ~ длительность максимального из некритических путей, прохо
дящих через работу (iJ); 

/'(^кр) ~" продолжительность части критических работ, входящих в рас
сматриваемый путь JL̂ ax-
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Чем ближе коэффициент напряженности к 1, тем сложнее 
выполнять эту работу в установленные сроки. 

Методы расчета параметров сетевой модели делятся на две 
группы. 

В первую группу входят аналитические методы, которые вклю
чают вычисления по формулам непосредственно на сетевом гра
фике, табличный и матричный методы. 

Ко второй группе относятся методы, основанные на теории 
статистического моделирования, которые целесообразно приме
нять при расчете стохастических сетей с очень большим разбро
сом возможных сроков выполнения работ. 

В качестве примера рассмотрим из первой аналитической 
группы табличный метод расчета параметров. В этом случае за
полнение табл. 4.6.8 производится последовательно по следую
щим правилам: 

а) графы 1 и 3 заполняются на основе исходных данных, пред
ставленных в структурно-временной табл. 4.5.2; 

Таблица 4.6,8 

Работа 

ал 

1 

(0,1) 
(1,2) 
(1,3) 
(2,4) 
(3,5) 
(4,6) 
(5,6) 
(5,8) 
(5,7) 
(6,8) 

1 (7,8) 
(8,9) 

Коли
чество 
пред-
шест-
вую-
щих 

работ 

2 
0 

2 
1 
3 

Про
дол
жи-

тель-
! ность 

% 

3 

1?~ 
16 
6 
6 
5 
8 
6 
14 
8 
2 
4 
3 

Сроки выполнения работ 

ранние 

начало 

4 
0 
15 
15 
31 
21 
37 
26 
26 
26 
45 
34 
37 

окон
чание 

. Р О 

5 
15 
31 
21 
37 
26 
45 
32 
40 
34 
47 
38 
50 

поздние 

начало f П.Н 
4j 

6 
0 
15 
22 
31 
28 
37 
39 
33 
35 
45 
43 
47 

окончание . п.о 
'и 

1 
15 
31 
28 
37 
33 
45 
45 
47 
43 
47 
47 
50 

Резервы времени 

работ 

пол
ный 

8 
0 
0 
7 
0 
7 
0 
13 
7 
9 
0 
9 
0 

сво
бодный . е в 

~ 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
13 
7 
0 
0 
9 
0 

собы-
" 1 

тип j 
У̂ 

10 1 
0 
0 
7 
0 
7 
0 
0 
0 
9 
0 
0 
0 
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б) в графе 2 записывается количество предшествующих работ 
по сетевому графику или определяется из графы 1 по числу работ, 
имеющих второй цифрой в коде ту, с которой начинается данная 
работа. Например, в графе 1 имеются три работы, оканчивающи
еся на цифру 8: (5,8); (6,8); (7,8), поэтому работа (8,9) имеет три 
предшествующие работы; 

г) в графе 4 раннее начало работ, выходящих из исходного со
бытия, а раннее окончание этих работ равно их продолжительно
сти (гр. 5). Раннее начало последующих работ определяется пу
тем выбора максимального из сроков раннего окончания пред
шествующих работ. Количество сравниваемых сроков равно 
количеству предшествующих работ графы 2. Раннее начало по
следующих работ можно определить после того, как найдено ран
нее окончание предшествующих. В свою очередь раннее оконча
ние каждой работы находится как сумма величин раннего начала 
и продолжительности данной работы; 

г) продолжительность критического пути определяется после 
заполнения граф 4 и 5 как максимальная величина из сроков ран
него окончания работ, которые ведут к завершающему событию 9; 

д) найденная величина критического пути Г р̂ = 50 дням за
носится в графу 7 для всех работ, ведущих к завершающему собы
тию. Затем заполнение ведется снизу вверх. Находятся все рабо
ты, следующие за рассматриваемой, и определяются разности 
между поздним окончанием этих работ и их продолжительностя-
ми. Минимальная из величин заносится в графу 7; 

е) в графе 6 позднее начало работы определяется как разность 
позднего окончания этих работ и их продолжительности (из зна
чений фафы 7 вычитаются данные графы 3); 

ж) в графе 8 полный резерв времени работы определяется раз
ностью между значениями граф 7 и 5. Если он равен нулю, то ра
бота является критической; 

з) в графе 10 резерв времени событий у определяется как раз
ность позднего окончания работы, заканчивающегося событием 
j фафы 7, и ранним началом работы, начинающимся событиему; 

и) значение свободного резерва времени работы определяет
ся как разность значений графы 10 и данных графы 8 и указыва
ет на расположение резервов, необходимых для оптимизации. 
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Пользуясь полученными значениями параметров работ по пе
реводу предприятия торговли на самообслуживание (табл. 4.6.8), 
можно перейти к анализу сетевой модели, а затем провести опти
мизацию. 

4.6.6. Анализ сетевых моделей 

Анализ сетевой модели проводим с целью выявления резер
вов и «узких мест». Табличный метод расчета параметров (табл. 
4.6.8) позволяет решить эту задачу. Однако большую наглядность 
все же дает фафический метод анализа. Соединение различных 
методов сетевого моделирования позволяет объединить их пре
имущества. 

Следует помнить, что обнаруженные резервы позволяют бо
лее гибко управлять комплексом работ путем их разумного пере
распределения с одних работ на другие, более напряженные не 
произвольно, а по специальным методам оптимизации. 

Анализ сетевой модели (рис. 4.6.13) начинаем с определения 
минимального времени выполнения всего комплекса работ. Для 
этой цели проследим все возможные пути перехода из исходного 
события (0) к завершающему (9). Таких путей четыре: 

Zj = [(0,1) (1,2) (2,4) (4,6) (6,8) (8,9)], 
I 2 " [(0,1) (1,3) (3,5) (5,6) (6,8) (8,9)], 
1з = [(0,1) (1,3) (3,5) (5,6) (8,9)], 
^4= [(0,1) (1,3) (3,5) (5,7) (7,8) (8,9)]. 

Определим длительность этих путей: 

Т, = и,) = Го,1 + Кг + hA + 4̂,6 + 6̂,8 + 8̂,9 = 
= 16 + 16 Н- 6 + 8 + 2 + 3 = 50 дн. 

Г2 = /(^2) = 0̂,1 + Къ + 3̂.5 -̂  5̂,6 + кл + 8̂,9 = 
= 15+ 6 + 5 + 6 + 2 + 3 = 37 дн. 

Гз = /(1з) = ,̂1 + 1̂,3 + 3̂.5 + 5̂,6 + 8̂,9 = 
= 15 + 6 + 5 +14 + 3 = 43 дн. 

Т; = t{L,) = /од + /1,3 + 3̂,5 + hj + 7̂,8 + 8̂,9 = 
=15+ 6 + 5 + 8 + 4 + 3= 41 дн. 
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Поскольку многие из работ, лежащих на этих путях, выполня
ются параллельно, общий срок перевода коммерческого пред
приятия на самообслуживание будет определяться путем макси
мальной продолжительности, называемым критическим: 

7KP=max{/(Z/)} = 50 дн. 

Длительность пути ^2 составляет /(Z2) = 37 дней, т.е. мини
мальна, однако не позволяет выполнить все работы комплекса. 

Длительность пути Lj составляет /(Lj) = 50 дней, однако за это 
время все работы комплекса могут быть выполнены. Следова
тельно, минимальное время, за которое может быть выполнен 
весь комплекс работ, составляет 50 дней, следовательно, путь Lj 
является критическим. 

Теперь определим полные резервы времени по всем путям: 

R(L2)=Tj^p-T2=\3m. 
Л(^з) = 7кр-"7з = 7дн. 
Л(£4) = Гкр-7; = 9дн. 

В пределах имеющихся резервов времени с выполнением не
которых работ можно не спешить, и общий срок выполнения 
комплекса работ не увеличится. Если же длительность выполне
ния любой из работ критического пути увеличилась, то общий 
срок выполнения комплекса неизбежно возрастет. 

Для наглядного выявления мест расположения резервов вре
мени построим сетевой график работ в масштабе времени (рис. 
4.6.13). 

Построение начинается с критического пути Zĵ p в соответст
вии с правилами сетевого моделирования по графику событий с 
учетом изображения длительностей работ ty в масштабе времени 
по оси абсцисс. По оси ординат длины стрелок выбираются из 
соображений удобства восприятия топологии сети в целом. Этим 
объясняется большая длина стрелки работы (6,8) в сравнении 
с работой (4,6), хотя по масштабу времени длительность /4,6 боль
ше М̂-
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50 
' Дни 

/ ^7,8 ^ 

Рис, 4,6.13, Сетевой график работ в масштабе времени 

Длительность всех остальных путей Г2, Гз, Т^ меньше, поэто
му вводим фиктивные события 5', 8^ Т и фиктивные работы 
(5',6), (8',8), (7',8) с нулевой продолжительностью. 

В результате мы получили полную картину расположения 
мест свободных резервов времени (табл. 4.3.1) работ г^^ = 13 
дням, г^^ = 7 дням и r-jj^ = 9 дням. Наиболее напряженными яв
ляются работы критического пути Zj, которые не имеют резервов 
и поэтому являются «узкими местами» комплекса работ. 

Таким образом, в результате анализа сетевой модели мы полу
чили необходимые данные для проведения оптимизации. 

Наличие резервов позволит провести оптимизацию сетевого 
графика путем лучшего перераспределения вьщеленных ресурсов 
и построить более экономный план, который даст возможность 
выполнить весь комплекс работ за меньшее время. 
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4.6.7. Оптимизация сетевых моделей 

Сетевой график работ составлен таким образом, что израсхо
дованы все ресурсы В, Однако на этом графике не все работы 
критические, поэтому можно уменьшить время Г р̂ за счет резер
вов, имеющихся на некритических работах. Перенеся эти резер
вы на критические работы, можно уменьшить время их выполне
ния и тем самым получить новые сроки выполнения работ и со
ответственно меньший Г^р. Оптимальным сетевым планом будет 
такой план, когда Г^р получится наименьшим из всех возмож
ных в данных условиях. Очевидно, новые длительности всех пу
тей в таком случае будут равны, т.е. 

Г о 7^0 'рО гр Q <трО 
1 - ^2 ~ ^3 "" ^4 ~ ^ КР-

Механизм перераспределения средств включает уменьшение 
средств части работ (/,у) на некоторую величину x,y < b^p что при
водит, естественно, к увеличению времени ее выполнения: 

Средства Ху, вложенные в другую работу (h,k), Ху = Х;,̂ ,̂ приво
дят к уменьшению времени ее выполнения: 

^'hk ^Л^нк) ^ hk-

Продолжительность выполнения работ зависит от объема вы
деленных ресурсов, работает формула «время — деньги» и не за
висит от того, каким образом эти ресурсы были инвестированы. 
Нетрудно показать, что эта зависимость нелинейная и может 
быть представлена выражением 

t = lim 0̂ п 
л« 

= ̂  ехр(сх) = ̂ 0 exd 
^х^ 

что показывает на экспонентную форму связи. 
В практике выполнения расчетов эти функции обычно пред

ставляют приближенно линейными выражениями следующего 
вида: 
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hk 

В СВЯЗИ С тем что выделенные ресурсы В ограничены, то 
должно выполняться условие их сохранения, т.е. сумма средств, 
снимаемых с работ (/,у), должна быть равна сумме средств, пере
даваемых работам (А, к)\ 

м N 

СИ ПЕР 
где М — число работ, с которых средства снимались; 

Л̂  - число работ, на которые средства переносились. 

На этом основании общий срок выполнения всего комплекса 
работ определяется целевой функцией следующего вида: 

N 
ТКР = 2 ^/,т + ^ /(Чк)у 

КР КР 

где (/, т) - номера работ критического пути, средства которых не изменя
лись. 

В процессе перераспределения средств необходимо соблю
дать условие Офаничения на величину снимаемых средств x^j с 
работы (/,/), которое определяется наличием свободного резерва 
времени Гу этой работы по формуле 

и, следовательно, удовлетворять этому условию 

х-<^^ 
^ij^ij 

Решение задачи оптимизации состоит в последовательном 
переносе средств с некритических работ на критические, перехо-
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де от одного пути к другому до тех пор, пока все работы не будут 
критическими и не будут иметь резервов, а длительности всех пу
тей станут равными. 

Перед началом оптимизации расположим длительности всех 
путей последовательно в порядке увеличения их резервов. 

На первом этапе оптимизации выбираем резервы работ, бли
жайший к критическому пути L^ = 50 дней, путь L^ = 43 дня. На 
этом пути L^ некритическая работа (5,80 имеет свободный резерв 
времени г^^ =7 дней. Условие допустимости решения по величи
не переносимых средств определяется выражением 

^св 

^5,8'^5,8' 

Перенесем часть средств работы (5,80 на работу критическо
го пути (1,2). 

Замечание. Переносить средства с работы одного пути, на
пример (5,80 пути Li, на любую работу, даже и критическую, но 
входящую в этот же путь Z.2, например (0,1), нельзя. 

Величину переносимых средств и длительности новых рав
ных критических путей Т{ = Т{ = Г р̂ можно найти, составив и 
решив следующую систему уравнений: 

1̂ 5,8'= 1̂,2-
[^3 + ^5,8' • ^5,8' • ^5,8' = ^1 ~ ha ' ^1,2 * ^1,2 • 

Найдя величину переносимых средств, проверяем допусти
мость такого решения по ограничению. Если оно недопустимо, 
то переносим средства на любую другую работу; опять составля
ем новую систему уравнений и таким образом продолжаем опти
мизацию. Новые длительности работ (5,80 и (1,2) находим по 
формулам 

^5,8' ^ hx ^^ "̂  ^5,8' • ^5,8')» 
^1 ,2^ ^1,2(1 ^^1,2 *^1,2)» 

а длительности новых критических путей определяем из следую
щего выражения: 
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^Г "• ^3 " ^КР "" 1̂ "" Чл ' 1̂,2 • 1̂,2-

На втором этапе рассматриваем следующий ближайший не
критический путь ^4, на котором у работы (7,70 имеется свобод
ный резерв времени 

„ев гр^ гр 

Проверяем условие допустимости решения относительно ве
личины переносимых средств: 

^7,7' 
^1Л'<-

Затем переносим часть средств х-^у работы (7,70 на две рабо
ты (1,2)и(5,80 для сокращения времени выполнения работ пер
вого и второго путей. Для нахождения величин переносимых 
средств составим систему уравнений: 

^7,Г =Ч2"^^5,8> 

^КР - 1̂,2 • 1̂,2 • 1̂,2 = ^4 •+• 7̂,7' * ̂ 7,7'' ̂ 7,7'' 
ТКР ""̂ 5,8' '̂ 5,8' '̂ 5,8' =^4 +^7,7' '̂ 7,7' •^7,7'-

Затем находим величины переносимых средств Ху 7, ^\;i^ 5̂,8'» 
а также новые длительности работ: 

Ч'Х^ 1̂,2 (1 "" 1̂,2 • ^1,2)-
5̂,8' "̂  5̂,8' (1 "" 5̂,8' * ^5,8)-
7̂,7' ~ '̂7,7' (1 "" 7̂,7' ' '̂7,7')-

Длительности новых критических путей вычисляем по фор
муле 

1 ~ ^3 "" ^4 "• ^ КР "• ^4 "̂  '7,7' • ^^7,7' • ^7,7'-

На третьем этапе путь L2 имеет резерв времени у работы 
(5,50: 

„ СЕ гр гр 

343 



Глава 4. Методы и модели теории графов и сетевого моделирования 

Проверяем условие допустимости решения по формуле 
„ев 

хсг, <—^— 
Ч5'̂ 5,5' 

Затем переносим резервы с некритической работы (5,50 на 
работы (1,2), (5,80, (7,7') остальных критических путей, для чего 
запишем систему уравнений: 

ШР ^\а '^\Л • ^ 2 = ^2 + 5̂,5' • ^5,5' • ^5,5'» 

^КР - 5̂,V • ^5,8' • 5̂̂ 8' = ^2 + 5̂,5' * ^5,5'' ^5,5'» 

^КР - ^7,7' • ^7,7' • ^7,7' = ^2 + 5̂,5' * ^5,5' * ^5,5'-

Решая эту систему, находим величины переносимых средств, 
проверяем на допустимость такого решения и определяем новые 
длительности работ: 

^U = tl2 (1 - 1̂,2 • ^1,2) = 9,3 дня, 
^ 5> = ^5,8' (1 - ^5,8' • ^5,8) = 14,3 ДНЯ, 
^7,Г = ^7,Г (1 - ^7,Г • ^7,г) = 6,3 дня, 
'̂5,5' = 5̂,5' (1 - ^5,5' • ̂ 5.5') = 12,3 ДНЯ. 

Теперь длительности всех четырех путей от исходного собы
тия (0) к завершаюш.ему (9) стали равными: 

Т{'' = Гз'" = Г/' = Г/ = Г^р = 43,3 дня. 

Оптимизация закончена. Таким образом, применение мето
дов сетевого моделирования позволило выявить экономию 
50 - 43,3 = 6,7 дня по переводу коммерческого предприятия на 
самообслуживание. 

С учетом полученных в результате решения новых значений 
длительностей работ построим оптимальный сетевой план (рис. 
4.6.14) комплекса работ по переводу коммерческого предприятия 
на самообслуживание. 
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10 15 20 25 30 35 40 45 
•кр 

50 
Дни 

Рис. 4.6.14. Оптимальный сетевой план работ 

Этот план является оптимальным, поскольку все его работы 
лежат на критических путях и не имеют резервов. Следует заме
тить, что мы переносили резервы с некритических работ на кри
тические произвольно, поэтому полученный план не является 
единственным. Вообще можно перебрать все возможные вариан
ты на компьютере и затем выбрать из них лучший. 

4.6.8. Венгерский метод решения задач о назначениях 

Специфические особенности задач о назначениях послужили 
поводом к появлению эффективного венгерского метода их ре
шения. Основная идея венгерского метода заключается в перехо
де от исходной квадратной матрицы стоимости С к эквивалент
ной ей матрице С^ с неотрицательными элементами и системой п 
независимых нулей, из которых никакие два не принадлежат од
ной и той же строке или одному и тому же столбцу. Для заданно
го п существует л! допустимых решений. Если в матрице назначе
ния А'расположить п единиц так, что в каждой строке и столбце 
находится только по одной единице, расставленных в соответст
вии с расположенными п независимыми нулями эквивалентной 
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матрицы стоимости С^, то получим допустимые решения задачи о 
назначениях. 

Алгоритм венгерского метода рассмотрим на примере реше
ния задачи по заданной матрице стоимости: 

^1 9 8 б"! 
15 3 13 7 
13 13 15 101 
3 14 12 17 

Следует иметь в виду, что для любого недопустимого назначе
ния соответствующая ему стоимость условно полагается равной 
достаточно большому числу М в задачах на минимум. Если ис
ходная матрица не является квадратной, то следует ввести допол
нительно необходимое количество строк или столбцов, а их эле
ментам присвоить значения, определяемые условиями задачи, 
возможно после редукции, а доминирующие альтернативы доро
гие или дешевые исключить. 

А. Решение задач на минимум затрат 

4 4 

/=ly=l 

1. Проводим редукцию матрицы по строкам и столбцам, как и 
в методе ветвей и границ 

1 
15 
13 

Ш 

9 Ш 6 
m 13 7 

13 15 Q F 
14 12 17 

min 
1 
3 
10 
3 

0 
12 

=" 3 
0 

minO 

8 
0 
3 
11 
0 

7 
10 
5 
9 
5 

5 
4 
0 =" 
14 
0 

0 
12 
3 
0 

8 
0 
3 
И 

2 
5 
0 
4 

5 

.JJ 
"Г] 

14 

2. Методом проб и ошибок проводим поиск допустимого ре
шения, для которого все назначения имеют нулевую стоимость. 
Поскольку расположение нулевых элементов в матрице не позво-
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ляет образовать систему из четырех независимых нулей, то реше
ние недопустимое. 

3. Проводим модификацию матрицы. Вычеркиваем строки и 
столбцы с возможно большим количеством нулевых элементов — 
строки 2 и 3, столбец I, и получаем сокращенную матрицу: 

( 8 
11 

2 
4 14 

- 2 : 3 
12 

Минимальный элемент сокращенной матрицы (2) вычитаем 
из всех ее элементов и складываем его с элементами, располо
женными на пересечениях вычеркнутых строк и столбцов: 12 + 2 = 
= 14; 3 + 2 = 5 редуцированной матрицы. В результате получаем 
эквивалентную матрицу: 

0 
14 
5 
[0] 

6 
[0] 
3 
9 

[0] 
5 
0 
2 

3 
4 
[0] 
12 

х = 
0 
0 
0 
1 

0 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

4. Методом проб и ошибок определяем матрицу назначения 
X, которая позволяет по аналогично расположенным элементам 
исходной матрицы (в квадратах) вычислить минимальную стои
мость назначения 

Cmin = 8 + 3 + 10 + 3 = 24 ед. 

В. Решение задач на максимум прибыли 
4 4 

1. Модифицируем матрицу умножением всех элементов на 
(—1) и затем сложением их с максимальным элементом матрицы 
(17) так, чтобы матрица не содержала бы отрицательных элемен
тов: 
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1 

ип 
13 
3 

ш 
3 
13 
14 

8 
13 

гш 
12 

6 
7 
10 

пп 
х(-1) + 17 = 

16 8 
2 14 
4 4 
14 3 

И 
10 
7 
О 

min 
8 
2 
2 
О 

2. Редуцируя матрицу по строкам и столбцам, получим экви
валентную матрицу: 

''8 0 1 3 ^ 
О 12 2 8 
2 2 0 5 
14 3 5 о) 

Х = 

^0 1 0 0̂  
1 0 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

3. Методом проб и ошибок строим матрицу назначения ЛГи по 
ней вычисляем максимальную (в исходной матрице в квадратах) 
прибыль: 

55 ед. Стах = 9+14+15 + 17̂  

Пример. Распределить производство трех видов товара Tj, Т2, 
Т3 среди пяти предприятий III, П2, П3, П4, П5 с целью получения 
максимальной прибыли от продажи товаров по следующим дан
ным: 

издержки производства Су единицы товара (долл.) 

Ti 

Т2 

Тз 

П1 
20 
10 
5 

Щ 
25 
30 
10 

Пз 
40 
5 
2 

П4 
15 
35 
5 

П5 
35 
35 
10 

затраты по сбыту dy единицы товара (долл.) 

т, 
Т2 

Тз 

П1 
20 
10 
5 

П2 
50 
80 
5 

Пз 
20 
10 
5 

П4 
10 
35 
15 

Пз 
15 
50 
5 
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годовой спрос и цена товара (долл.) 

т, 
Тг 
Ъ 

Спрос Qi (шт.) 
40 000 

200 000 
60 000 

Цена Pj (долл.) 
60 
55 
40 

Решение 
1. Экономико-математическая постановка задачи. Расчет при

были для каждой пары товара — производитель 7̂ , Ylj определяем 
по следующей модели: прибыль = цена - издержки - затраты: 

Ti 
Т2 
Тз 

П1 
20 

1035 
530 

П2 
-15 
-55 
25 

Пз 
0 

40 
33 

П4 
35 

-15 
20 

Пз 
10 

- 3 0 
25 

Формируем матрицу годовой прибыли с учетом спроса 

Щ = hjj' Qi, (тыс. долл.) 

Ti 
Т2 
Тз 

П1 
800 

7 000 
Ll 800 1 

П2 
-600 

-11000 
1500 

Пз 
0 

8 000 
1980 

П4 
1 1400 1 
- 3 000 
1200 

Пз 
400 

-6000 
1500 

2. Модифицируем матрицу умножением всех элементов на 
(—1) и сложением с максимальным числом матрицы (8000) и для 
устранения дисбаланса вводим два вида Т4, Т5 фиктивной про
дукции с нулевой прибылью, поскольку матрица должна быть 
квадратной: 

Ti 
Т2 
Тз 
Т4 
Т5 

Hi 
7200 
1000 
6200 

0 
0 

П2 
8600 
19000 
6500 

0 
0 

Пз 
8000 

0 
6020 

0 
0 

П4 
6600 
11000 
6800 

0 
0 

Пз 
7600 
14000 
6500 

0 
0 

min 
6600 

0 
6020 

0 
0 
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3. Редуцируем матрицу по ртрокам и столбцам 

600 2000 
1000 19 000 
180 480 
0 0 
0 0 

1400 
0 
0 
0 
0 

0 
11000 
780 
0 
0 

1000 
14 000 
480 
0 
0 

4. Модифицируем матрицу путем исключения строк 4,5 и 
столбцов 3,4, получим сокращенную матрицу 

^600 2000 10001 Г420 1820' 
1000 19000 

480 
14000 
480 

-180 = 820 
О 

18820 
300 

Затем определяем в ней минимальный элемент 180, вычитаем 
его из всех элементов этой матрицы и суммируем его с элемента
ми, находящимися на пересечениях исключаемых строк и столб
цов редуцированной матрицы (вьщелена в квадрат), объединяем 
результаты и получаем эквивалентную матрицу 

С.= 

по которой строим матрицу назначения 
Го О О 1 0̂1 

Х = 

420 
820 
0 
0 
0 

1820 
18820 
300 
0 
0 

1400 
0 
0 
180 
180 

0 
11000 
780 
180 
180 

820 ] 
13820 
300 
0 
0 

о 1 
о о 

о о 
о о 

и по ней, наложив на матрицу исходных данных, определяем 
максимальное значение прибыли: 

П„ 1400 + 8000 + 1800 = 11,2 млн долл. 
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Наиболее сложной и тонкой работой является постановка за
дач о назначениях, связанных с вычислением элементов Cij матри
цы стоимости. Так, например, в известной задаче распределения 
претендентов по должностям необходимо определить каким-либо 
образом эффективность проявления личности на каждой вакант
ной должности, например бухгалтера, менеджера, коммерсанта 
или финансиста. В этом случае можно воспользоваться сравнени
ем требуемого перечня необходимых и достаточных качеств — эта
лона для занятия должности, например, коммерсанта и фактиче
ски имеющихся качеств у претендента. Затем, пользуясь методом 
парных сравнений п. 1.3 и моделями деловой ифы «Коммерсант» 
п.3.5.2, вычислим элемент матрицы с,у как разность интегральных 
критериев эталона и личности с учетом еще и отрицательных ка
честв претендента. В качестве претендентов на должности можно 
использовать известных литературных персонажей разного вре
мени, например Гобсека, Чичикова, Собакевича, Ноздрева, 
Плюшкина, Остапа Бендера, положительные и отрицательные 
качества которых описаны авторами в известных произведениях. 
Решение задачи в такой постановке вызывает огромный интерес и 
заставляет задуматься, например, о собственных положительных 
и отрицательных качествах и вообще своей потенциальной воз
можности предназначения в жизни. 

Контрольные вопросы 

1. Каковы основные термины и определения для неориенти
рованных графов? 

2. Каковы основные термины и определения для ориентиро
ванных фафов? 

3. В чем отличие гамильтонова и эйлерова графов? 
4. Как строится матрица смежности? 
5. Как строится матрица инциденций? 
6. В чем заключается принцип сохранения потоков в сетях? 
7. В чем состоит сущность теоремы о максимальном потоке? 
8. Как выполняются разрезы сети? 
9. Сформулируйте задачу коммивояжера. 
10. Каков алгоритм метода ветвей и границ? 
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И. Сформулируйте задачу планирования коммерческой дея
тельности. 

12. Каковы правила построения сетевых моделей? 
13. Каков принцип оптимизации задач сетевого планирова

ния? 

Задачи 

1. Запишите матрицу инциденций для орграфа, представлен
ного на рис. 4.6.15: 

2. Определите полустепени вершин орграфа из задачи 1. 
3. Нарисуйте граф по матрицам смежности А и В. Слева и 

сверху указаны номера вершин. 
1 2 3 4 5 

i f l 1 1 О о] 
2 1 0 1 1 0 

^=3 1 1 0 1 0 . 
4 0 1 1 0 1 
5[0 О О 1 i j 

4. Для сети, изображенной на рис. 4.6.16, постройте разрезы 
на заданных множествах: 

1 2 3 4 5 

1 
2 

А = 3 
4 
5 

1 1 1 0 0 
1 0 1 1 0 
1 1 0 1 0 
0 1 1 0 1 
0 0 0 1 1 

1 
2 

„ 3 
В = 4 

5 
6 

1 2 3 4 5 6 
' 0 1 0 0 0 0 
1 0 1 1 0 0 
0 1 0 1 0 1 
0 1 1 0 1 1 
0 0 0 1 0 1 
0 0 1 1 1 0 
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Рис. 4,6.16 
1)Л̂ , = {5,1,3}; 

3)Л̂ ^ = {5,2,5}; ' 
4)iV, = {5,4}. 
5. Постройте минимальный разрез для сети, представленной 

на рис. 4.6.16, и найдите максимальный поток. 
6. Найдите максимальный поток автомобилей для сети 4. 
7. Определите максимальный поток для сети, представленной 

на рис. 4.6.1, и докажите, что он максимальный, показав мини
мальный разрез. 

8. Определите максимальный поток для ориентированной се
ти, изображенной на рис. 4.6.17. 

3 4 
Рис. 4.6.17 

9. Постройте оптимальный кольцевой маршрут перевозки 
почты между городами, если матрица имеет следующий вид: 
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N 
1 
2 
3 
4 
5 

1 
оо 

20 
50 
40 
10 

2 
20 
оо 

70 
20 
15 

3 
50 
70 
оо 

30 
40 

4 
40 
20 
30 
оо 

80 

5 
10 
15 
40 
80 
оо 

10. Постройте сетевую модель задачи планирования поставки 
товаров оптовым покупателям. Проведите оптимизацию по кри
терию времени, определите критический путь, резервы времени 
и экономию. 

Содержание 
работ 

Отбор товара 
1 Подготовка к отправ-
1 КС 
1 Выписка накладных 
Определение объема 
отгрузки 

1 Проверка цен 
Оформление счета 
Заказ автомашин 
Отправление счета 
покупателю 
Проверка товара по 
счету 
Оплата счета 
Погрузка товара и 
проверка количества 
Перевозка товара 
Выфузка и сверка 
с документами 

Работа 
коэффи

циент, 

0,1 

0,2 
0,3 

0,4 
0,5 
0,6 
0,7 

0,8 

0,9 
1,0 

1,1 
1,2 

1,3 

! обозна
чение. 

^1 

«2 

«3 

^4 

^5 

ч 
^7 

^8 

^9 

^10 

«11 

^12 

1̂3 1 

опор
ная. 

-

flj 

02 

^3 

^3 

^5 

^4^6 

^4^6 

«7 

^8 

«9^10 

^11 

1̂2 1 

Длительность, /,-

варианты 

1 

2 

3 
1 

1 
1 
1 
3 

1 

2 
12 

2 
4 

4 

2 

4 

2 
2 

2 
2 
2 
1 

4 

3 
10 

3 
4 

4 

3 

5 

4 
3 

3 
2 
4 
1 

4 

3 
8 

3 
5 

5 

4 

6 

5 
4 

4 
2 
3 
2 

3 

4 
6 

4 
6 

4 

5 

3 

6 
3 

3 
2 
2 
2 

3 

4 
14 

4 
7 

5 
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4.6. Методы решения сетевых задач 

11. Проведите оптимизацию сетевых моделей по критерию 
времени, используя значения коэффициентов С/ из задачи 10; 
длительности выполнения работ указаны в моделях. 

а) б) 

Рис. 4.6.18 

12. В Калифорнии был построен космический корабль 
«Шаттл», который затем был перевезен на площадку для запуска. 
До начала строительства была поставлена задача выбора одного 
из трех возможных мест А, В или С строительства (рис. 4.6.19), а 
затем оптимального маршрута транспортировки корабля к одно
му из трех мест запуска D, Е или F. 

Рис. 4.6.19. Сетевая модель транспортных маршрутов 
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Глава 4. Методы и модели теории графов и сетевого моделирования 

Перевозку решено было выполнить только на грузовых авто
мобилях с безбортовой платформой. Между выбранными пунк
тами расположено 28 мостов, максимально допустимые нагрузки 
в тоннах которых показаны на рис. 4.6.15. Определить макси
мально допустимый вес для транспортировки частями корабля 
«Шаттл» и оптимальный маршрут следования с места строитель
ства до места запуска. 

13. Проведите решение задачи о назначениях на max и min. 
венгерским методом: 

а) 

в) 

5 
7 
9 
3 
10 
14 
8 
6 
12 

12 
10 
8 
11 
12 
8 
6 
10 
8 

10 
8 
7 
5 
10 
9 
6 
14 
16 

9 8 
14 15 
10 7 
6 11, 

16̂  
14 
12 
10 
12j 

б) - 2 
2 3 
5 -
6 7 

14. Распределите венгерским методом заказы на изготовление 
товаров Ti, Т2, Т3 среди предприятий П,, П2, П3, П4, П5 и опреде
лите величину максимальной прибьыи при следующих условиях: 

а) издержки на производство единицы товара 

Т, 
Т2 

П, 
20 23 

29 

Пз 
38 
6 
3 

П4 
15 
35 
4 

35 
35 
7 

б) затраты по сбыту единицы товара 
П, П, 

Ti 
Т2 
т, 

20 
7 
5 

50 
30 
5 

Пз 
20 

П4 
10 
35 
15 

Пз 
13 
60 
6 
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Директор 1 

Ответствен
ность, органи
затор, образо
вание, опыт ра
боты, воля. 
здоровье, инту
иция, энтузи
азм, коммуни
кабельность, 
самокритич
ность, уравно
вешенность, 
объективность. 
самообладание, 
воображение. 
разбираться в 
людях, знание 
законов, адап
тивность, бес
конфликт
ность, владе
ние этикетом 

Менеджер 

Образование, 
опыт, комму
никабельность. 
уравновешен
ность, работа с 
людьми, инту
иция, целеуст
ремленность. 
находчивость, 
сообразитель
ность, актив
ность, консуль-
тативность, ре
акция 

Экономист 

Образование, 
аналитичность. 
опыт, комму
никабельность. 
уравновешен
ность, работа с 
людьми, инту
иция, пункту
альность, бес
конфликт
ность. 
предвидение. 
уверенность. 
бизнес-план. 
практичность 

Бухгалтер 

Образование, 
стаж, внима
тельность. 
усидчивость, 
любовь к счету. 
четкость, пунк
туальность, ис
полнитель
ность, ответст
венность. 
целеустремлен
ность, кон
троль, непод
купность, ло
гичность. 
практичность. 
самообладание. 
аналитичность. 
формализм. 
бюрократизм 

Коммерсант 

Коммуника
бельность, бес
конфликт
ность, энтузи
азм. 
практичность. 
вежливость. 
умение убеж
дать, актив
ность, кругозор 
в товарных 
группах, обяза
тельность, ис
полнитель
ность, начи
танность. 
конкуренто
способность. 
находчивость. 
чувство юмора 

Маркетолог 

Чувство рынка. 
исследователь
ские, аналити
ческие способ
ности, комму
никабельность. 
образование. 
активность. 
опыт работы, 
аналитичность. 
прогнозирова
ние - предви
дение, бескон
фликтность. 
постоянный 
сбор информа- 1 
ции, оптимизм. 
рационализм, 
осторожность. 
ответствен
ность, конъ
юнктура рынка 



Гобсек 

+ Умный, хитрый, 
спокойный, твер
дый, практичный, 
осторожный, сдер
жанный, проница
тельный, образо
ванный, ловкий. 
деловой, педантич
ный, инстинкт са
мосохранения, 
жизненный опыт. 
недоверчивый, ор
ганизованный. 
разбирается в лю
дях 

— Жадный, 
бесчувственный, 
ехидный, жесткий, 
лукавый, мсти
тельный, скряга, 
эгоистичный, ску
пой, некоммуни
кабельный 

Бендер 0. 

Предприимчи
вость, находчи
вость, оптимизм. 
коммуникабель
ность, авантю
ризм, остроумие, 
хитрость, изобре
тательность, лов
кость, чувство 
юмора, неприхот
ливость, напорис
тость, незлопамят
ность, приспособ
ляемость, 
изворотливость 

Корыстолюбие, 
небрежность, 
беспринципность, 
жуликоватость, 
дерзость, меркан
тильность, плутов
ство, фантазерст
во, нахальство, 
азартность 

Чичиков 

Аккуратность, сте
пенность, педан
тичность, расчет
ливость, целеуст
ремленность. 
бережливость. 
прилежность. 
практичность'. 
предприимчи
вость, самоофани-
чение, терпение, 
интуиция, лов
кость, работоспо
собность, осторож
ность, коммерчес
кая жилка 

Подхалимство, не
искренность, чи
нопочитание, жад
ность, меркантиль
ность, вороватость. 
непорядочность. 
взяточничество, 
увертливость. 
скользкость 

Собакевич 

Хозяйственность, 
деловитость, осно
вательность. 
хваткость, умение 
торговаться, точ
ность в делах, не
доверчивость, обя
зательность 

Неуклюжесть, гру-
1 бость, невежество, 
плутовство, подо
зрительность, бес
культурье, нетер
пимость к людям 

Плюшкин 

Бесхозяйствен
ность, мелочность. 
ограниченность. 
пассивность, жад
ность, отсутствие 
коммерческой 
жилки, скупость. 
неряшливость. 
скопидомство, 
беспокойство 



4.6. Методы решения сетевых задач 

в) годовой спрос и и прогнозируемые цены товаров 
Спрос Q (шт.) Цена Р (за шт.) 

Tj 35 000 55 
Т, 160 000 50 

54 000 30 

15. Распределите претендентов, например, из табл. 4.6.10 по 
должностям, используя табл. 4.6.10, и модели расчета деловой иг
ры «Коммерсант». Можно использовать гороскоп Друидов или 
знаки Зодиака для углубления сведений о качествах претендентов. 

16. На Луну космическим кораблем был доставлен луноход в 
расположение моря Нектара (1) для сбора образцов лунных по
род со следующих морей: Изобилия (2), Кризисов (3), Спокойст
вия (4), Ясности (5). Лунные моря представляют собой застыв
шую лаву, темная окраска которых определяется содержанием 
темного минерала ильменита. Расстояния между морями пред
ставлены в виде матрицы: 

пг 
1 1 
1 ̂  
3 
4 
5 

1 
0 
61 
122 
75 
133 

2 
61 
0 
72 
68 
129 

3 
122 
72 
0 
78 
106 

4 
75 
68 
78 
0 
65 

5 
133 
129 
106 
65 
0 

Постройте кратчайший кольцевой маршрут объезда лунохо
дом всех морей. 

17. Почтовому ведомству США потребовалось определить 
экономный маршрут доставки почтовых грузов до открытия зим
ней олимпиады в Солт-Лейк-Сити по городам: Сиэтл (С), Чика
го (Ч), Нью-Йорк (Н), Мемфис (М), Хьюстон (X), Сан-Франци
ско (С-Ф), Солт-Лейк-Сити (С-Л-С), Сент-Луис (С-Л). Расстоя
ния между городами представлены в виде матрицы: 
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h 
с 
ч 
н .. 
м 
X 
С-Ф 

1 с-л-с 
с-л 

с 
0 
120 
-
-
-
50 
45 
-

ч 
120 
0 
55 
35 
-
-
80 
25 

Н 
-
55 
0 
60 
-
-
~ 
-

м 
-
35 
60 
0 
75 
-
-
30 

X 
-
~ 
-
75 
0 
95 
85 
30 

С-Ф 
50 
-
-
-
95 
0 
40 
~ 

С-Л-С 
45 
80 
-
-
85 
40 
0 
75 

С-Л 
-
25 
-
30 
30 
- 1 
75 
0 1 

Постройте маршрут минимальной длины. 



ГЛАВА 5 

МОДЕЛИ ДИНАМИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Динамическое программирование связано с возможностью 
представления процесса управления в виде цепочки последова
тельных действий или шагов, развернутых во времени и ведущих 
к цели. Таким образом, процесс управления можно разделить на 
части и представить его в виде динамической последовательнос
ти и интерпретировать в виде пошаговой программы. Это позво
ляет спланировать программу будущих действий. Поскольку ва
риантов возможных планов — программ множество, то необходи
мо из них выбрать лучший, оптимальный по какому-либо 
критерию в соответствии с поставленной целью, что позволяют 
методы динамического программирования. 

5.1. Предмет динамического программирования 

Динамическое программирование представляет собой мате
матический аппарат, который подходит к решению некоторого 
класса задач путем их разложения на части, небольшие и менее 
сложные задачи. При этом отличительной особенностью являет
ся решение задач по этапам, через фиксированные интервалы, 
промежутки времени, что и определило появление термина «ди
намическое программирование». Следует заметить, что методы 
динамического программирования успешно применяются и при 
решении задач, в которых фактор времени не учитывается. В це
лом математический аппарат можно представить как пошаговое 
или поэтапное программирование. Решение задач методами ди
намического профаммирования проводится на основе сформу
лированного Р.Э. Беллманом принципа оптимальности: оптималь
ное поведение обладает тем свойством, что какими бы ни были 
первоначальное состояние системы и первоначальное решение, 
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последующее решение должно определять оптимальное поведе
ние относительно состояния, полученного в результате первона
чального решения. 

Из этого следует, что планирование каждого шага должно 
проводиться с учетом общей выгоды, получаемой по завершении 
всего процесса, что и позволяет оптимизировать конечный ре
зультат по выбранному критерию. 

Таким образом, динамическое программирование в широком 
смысле представляет собой оптимальное управление процессом 
посредством изменения управляемых параметров на каждом ша
ге, и, следовательно, воздействовать на ход процесса, изменяя на 
каждом шаге состояние системы. 

Необходимость такого подхода к управлению можно пояс
нить на следующем примере. Так, простая оптимизация лыжной 
гонки на 30 км относительно только одного критерия показывает 
на необходимость бежать спортсмену изо всех сил на каждом уча
стке дистанции. В таком случае он рискует быстро выбиться из 
сил и не дойти до финиша вообще. Очевидно, в ходе процесса из
меняется состояние спортсмена (системы), которое и следует 
учитывать в пошаговой оптимизации управления движением 
спортсмена. 

Динамическое программирование (ДП) является одним из 
разделов оптимального программирования. Для него характерны 
специфические методы и приемы, применительные к операци
ям, в которых процесс принятия решения разбит на этапы (ша
ги). Однако если в задачах линейного программирования зависи
мости между критериальной функцией и переменными обяза
тельно линейны, то в задачах ДП эти зависимости могут иметь 
еще и нелинейный характер. ДП можно использовать как для ре
шения задач, связанных с динамикой процесса или системы, так 
и для статических задач, связанных, например, с распределением 
ресурсов. Это значительно расширяет область применения ДП 
для решения задач управления. А возможность упрощения про
цесса решения, которая достигается за счет ограничения области 
и количества исследуемых при переходе к очередному этапу ва
риантов, усиливает достоинства этого метода. 
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5.2. Постановка задачи динамического программирования 

Вместе с тем ДП свойственны и недостатки. Прежде всего в 
нем нет единого универсального метода решения. Практически 
каждая задача, решаемая этим методом, характеризуется своими 
особенностями и требует проведения поиска наиболее приемле
мой совокупности методов для ее решения. Кроме того, большие 
объемы и трудоемкость решения многошаговых задач, имеющих 
множество состояний, приводят к необходимости отбора задач 
малой размерности либо использования сжатой информации. 
Последнее достигается с помощью методов анализа вариантов и 
переработки списка состояний. 

Для процессов с непрерывным временем ДП рассматривает
ся как предельный вариант дискретной схемы решения. Получа
емые при этом результаты практически совпадают с теми, кото
рые получаются методами максимума Л.С. Понтрягина или Га
мильтона — Якоби — Беллмана. 

ДП применяется для решения задач, в которых поиск опти
мума возможен при поэтапном подходе, например распределе
ние дефицитных капитальных вложений между новыми направ
лениями их использования; разработка правил управления спро
сом или запасами, устанавливающими момент пополнения 
запаса и размер пополняющего заказа; разработка принципов ка
лендарного планирования производства и выравнивания занято
сти в условиях колеблющегося спроса на продукцию; составле
ния календарных планов текущего и капитального ремонтов обо
рудования и его замены; поиск кратчайших расстояний на 
транспортной сети; формирование последовательности развития 
коммерческой операции и т.д. 

5.2. Постановка задачи 
динамического программирования 

Постановку задачи динамического программирования рас
смотрим на примере инвестирования, связанного с распределе
нием средств между несколькими предприятиями. В результате 
управления инвестициями система последовательно переводится 
из начального состояния SQ в конечное S„. Предположим, что уп
равление можно разбить на п шагов и решение принимается по-
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следовательно на каждом шаге, а управление представляет собой 
совокупность п пошаговых управлений. На каждом шаге необхо
димо определить два типа переменных — переменную состояния 
системы Si^ и переменную управления Xj^, Переменная Sj^ опреде
ляет, в каких состояниях может оказаться система на рассматри
ваемом к-и шаге. В зависимости от состояния S^ на этом шаге 
можно применить некоторые управления, которые характеризу
ются переменной Xj^, удовлетворяющей определенным офаниче-
ниям, и нaзывajoтcя допустимыми. 

Допустим, X = (^1, ^2,..., Xj^, ..., х̂ ) арифметический вектор — 
управление, переводящий систему из состояния *Уо в состояние 
5*̂ , а iS*̂  — промежуточное состояние системы на к-и шаге управ
ления. Тогда последовательность состояний системы можно 
представить в виде графа (рис. 5.2.1). 

Ms^ • ^%) • (£к) • К5)) 
Рис. 5.2.1. Граф состояний системы 

Применение управляющего воздействия Xj^ на каждом шаге 
переводит систему в новое состояние Sj^ и приносит некоторый 
результат ^ki'^k-\^k)- Для каждого возможного состояния на каж
дом шаге среди всех возможных управлений выбирается опти
мальное управление х* — такое, чтобы результат, который дости
гается за шаги с к-то по последний /7-й, оказался бы оптималь
ным. Числовая характеристика этого результата называется 
функцией Беллмана F^iSi^ и зависит от номера шага к и состоя
ния системы iS*̂ .!. 

Задача динамического программирования формулируется 
следующим образом: требуется определить такое управление А"*, 
переводящее систему из начального состояния SQ В конечное со
стояние 5 ,̂ при котором целевая функция принимает наиболь
шее (наименьшее) значение F{SQ, X*) -> extr. 

Особенности математической модели динамического про
граммирования заключаются в следующем: 

1) задача оптимизации формулируется как конечный много
шаговый процесс управления; 
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2) показатель эффективности или критерий оптимальности 
операции определяется целевой функцией, которая является ад
дитивной от каждого шага оптимизации. 

3) выбор управления х̂  на каждом шаге зависит только от со
стояния системы к этому шагу Sj^^i и не влияет на предшествую
щие шаги (нет обратной связи); 

4) состояние системы 5^ после каждого шага управления за
висит только от предшествующего состояния системы 5̂ _1 и уп
равляющего воздействия х̂  (отсутствие последействия) и может 
быть записано в виде уравнения состояния системы: 

^к ^fk('^k-\^ ^k)i ^ ~ Ь л; 

5) на каждом шаге управление Xf^ зависит от конечного числа 
управляющих переменных, а состояние системы Sf^ зависит от ко
нечного числа параметров; 

6) оптимальное управление представляет собой арифметичес
кий вектор X*, определяемый^ последовательностью оптималь
ных пошаговых управлений: X* = (xj*, х*, ..., х/, ..., х/), число 
которых и определяет количество шагов задачи. 

5.3. Принцип оптимальности 
и математическое описание 

динамического процесса управления 

в основе метода ДП лежит принцип оптимальности, впервые 
сформулированный в 1953 г. американским математиком 
Р.Э. Беллманом: каково бы ни было состояние системы в результа
те какого-либо числа шагов, на ближайшем шаге нужно выбирать 
управление так, чтобы оно в совокупности с оптимальным управле
нием на всех последующих шагах приводило к оптимальному выигры
шу на всех оставшихся шагах, включая выигрыш на данном шаге. 
При решении задачи на каждом шаге выбирается управление, ко-
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Глава 5. Модели динамического программирования 

торое приводит к оптимальному выигрышу. Если считать все ша
ги независимыми, тогда оптимальным управлением будет то уп
равление, которое обеспечит максимальный выифыш на каждом 
шаге. Однако, например, при покупке новой техники взамен ус
таревшей на ее приобретение затрачиваются определенные сред
ства, поэтому доход от ее эксплуатации в начале может быть не
большой, а в следующие годы новая техника будет приносить 
больший доход. И наоборот, если принято решение оставить ста
рую технику для получения дохода в текущем году, то в дальней
шем это приведет к значительным убыткам. Этот пример демон
стрирует следующий факт: в многошаговых процессах управле
ние на каждом конкретном шаге надо выбирать с учетом его 
будущих воздействий на весь процесс. 

Кроме того, при выборе управления на данном шаге следует 
учитывать возможные варианты состояния предьщущего шага. 
Например, при определении количества средств, вкладываемых в 
предприятие в /-м году, необходимо знать, сколько средств оста
лось в наличии к этому году и какой доход получен в предьщущем 
(/ — 1)-м году. Таким образом, при выборе шагового управления 
необходимо учитывать следующие требования: 

1) возможные исходы предыдущего шага 5^_i; 
2) влияние управления л:̂  на все оставшиеся до конца процес

са шаги {п — к). 
В задачах динамического программирования первое требова

ние учитывают, делая на каждом шаге условные предположения о 
возможных вариантах окончания предьщущего шага и проводя 
для каждого из вариантов условную оптимизацию. Выполнение 
второго требования обеспечивается проведением безусловной 
оптимизации в обратном порядке. 

Условная оптимизация. На первом этапе решения задачи, на
зываемом условной оптимизацией, определяются функция Белл-
мана и оптимальные управления для всех возможных состояний 
на каждом шаге, начиная с последнего в соответствии с алгорит
мом обратной прогонки. На последнем, л-м, шаге оптимальное 
управление х* определяется функцией Беллмана: F{S) = 
= тах{ф„(8, х„)}, в соответствии с которой максимум выбирается 
из всех возможных значений х„, причем х„ G ЛГ. 
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Дальнейшие вычисления проводятся согласно рекуррентно
му соотношению, связывающему функцию Беллмана на каждом 
шаге с этой же функцией, но вычисленной на предьщуш е̂м шаге. 
В общем виде это соотношение имеет вид 

F„(S) = тах{ф (̂5„̂ 1, х„) + Fk+MiSk-i, х^))} х^ еХ, 
Этот максимум (или минимум) определяется по всем возмож

ным для ки5значениям переменной управлениях„ еХ. 
Безусловная оптимизация. После того как функция Беллмана 

и соответствующие оптимальные управления найдены для всех 
шагов с А2-Г0 по первый, осуществляется второй этап решения за
дачи, называемый безусловной оптимизацией, проводимой в об
ратном порядке. 

Пользуясь тем, что на первом шаге (А: = 1) состояние системы 
известно - это ее начальное состояние SQ, МОЖНО найти опти
мальный результат за все п шагов и оптимальное управление на 
первом шаге Xj, которое этот результат доставляет. После приме
нения этого управления система перейдет в другое состояние 
Si =/i(*S'o, jc*), зная которое, можно, пользуясь результатами ус
ловной оптимизации, найти оптимальное управление на втором 
шаге Х2* и так далее до последнего п-то шага. 

Вычислительную схему динамического программирования 
можно строить на сетевых моделях, а также по алгоритмам пря
мой прогонки (от начала) и обратной прогонки (от конца к нача
лу). Рассмотрим примеры решения различных по своей природе 
задач, содержание которых требует выбора переменных состоя
ния и управления. 

5.4. Оптимальное распределение инвестиций 
Требуется распределить имеющиеся В единиц средств среди п 

предприятий, доход g/(x,) от которых в зависимости от количест
ва вложенных средств л:̂  определяется матрицей {п х п), приве
денной в табл. 5.4.1, так, чтобы суммарный доход со всех пред
приятий был бы максимальным. Состояние системы перед каж
дым шагом определяется числом еще не вложенных средств. 
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Xl 

Х2 

Xi 

х„ 

gl 

gl(Xl) 

g\(X2) 

glM 

gl 

^2(^1) 

^2(^2) 

^2(^/;) 

gl 

gM 
^/(^1) 

/̂W 
gM 

Таблица 5АЛ 

gn 

grkx^ 
gniXl) 

gn(Xn) 

Запишем математическую модель задачи. 
Определить X* = (xj*, Х2*,..., х^*..., х^*), удовлетворяющий ус

ловиям , 
\ix,=B, (5.4.1) 

[xi>0, i = hn (5.4.2) 

и обеспечивающий максимум целевой функции 

F(X)='ZgiiXi)^m^x. 
/=1 

(5.4.3) 

Теперь необходимо записать рекуррентное соотношение свя
зи между шагами управления F/^{x) и Ẑ +̂i (̂ )-

Очевидно, эта задача может быть решена простым перебором 
всех возможных вариантов распределения В единиц средств по п 
предприятиям, например на сетевой модели. Однако ее можно 
решить более эффективным методом, который заключается в за
мене сложной многовариантной задачи многократным решени
ем простых задач с малым количеством исследуемых вариантов. 

С этой целью разобьем процесс оптимизации на п шагов и бу
дем на каждом к-м шаге оптимизировать инвестирование не всех 
предприятий, а только предприятий с к-то по л-е. При этом есте
ственно считать, что в остальные предприятия (с первого по 
(Л - 1)-е тоже вкладываются средства, и поэтому на инвестирова
ние предприятий с А:-го по л-е остаются не все средства, а неко
торая меньшая сумма с^^ < В. Эта величина и будет являться пере
менной состояния системы. Переменной управления на к-м ша-
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ге назовем величину х̂  средств, вкладываемых в k-Q предприятие. 
В качестве функции Беллмана /̂ (̂с̂ ) на к-и шаге можно выбрать 
максимально возможный доход, который можно получить с пред
приятий с к-то по л-е при условии, что на их инвестирование ос
талось с̂  средств. Очевидно, что при вложении в А:-е предприятие 
х̂  средств будет получена прибыль g^iXf^, а система к (/: + 1)-му 
шагу перейдет в состояние S^.^^ и, следовательно, на инвестиро
вание предприятий с {к +1)-го до я-го останется средств: c^+i= 

Таким образом, на первом шаге условной оптимизации при 
к = п функция Беллмана представляет собой прибыль только с 
А7-Г0 предприятия. При этом на его инвестирование может ос
таться количество средств с̂ , Q <с^< В. Чтобы получить макси
мум прибыли с этого предприятия, можно, например, вложить в 
него все эти средства, т.е. /)̂ (с̂ ) = ̂ „(̂ л) и х„ = с^. 

На каждом последующем шаге для вычисления функции 
Беллмана необходимо использовать результаты предьщущего ша
га. Пусть на к'Ы шаге для инвестирования предприятий с к-то по 
я-е осталось с̂  средств (О < с̂  < J?). Тогда от вложения в А:-е пред
приятие Xj^ средств будет получена прибыль g^ixj^, а на инвести
рование остальных предприятий (с ^-го по я-е) останется ĉ +j = 
= {cj^ - х̂ ) средств. Максимально возможный доход, который мо
жет быть получен с предприятий (с А:-го по я-е), будет равен: 

F^icj,)-^ mdOi[gj,{xt,)'^Fj,^xiCk-Xi,)}, k = l,n. (5.4.4) 

Максимум выражения (5.4.4) достигается на некотором зна
чении Xf*, которое является оптимальным управлением на к-м 
шаге для состояния системы 5 .̂ Действуя таким образом, можно 
определить функцию Беллмана и оптимальные управления по
следовательно вплоть до шага А: = 1. 

Значение функции Беллмана Fi{ci) представляет собой мак
симально возможный доход со всех предприятий, а значение х^, 
на котором достигается максимум дохода, является оптимальным 
количеством средств, вложенных в первое предприятие. Затем на 
этапе безусловной оптимизации для всех последующих шагов 
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вычисляется величина с̂  = (ĉ _i - x^_i) и оптимальным управле
нием на к'М шаге является то значение х ,̂ которое обеспечивает 
максимум дохода при соответствующем состоянии системы Sj^, 

Пример. На развитие трех предприятий gj, g2, 3̂ вьщелено 
5 млн руб. Известна эффективность капитальных вложений в 
каждое предприятие, заданная значением нелинейной функции 
giix^, представленной в табл. 5.4.2. Необходимо распределить вы
деленные средства между предприятиями таким образом, чтобы 
получить максимальный суммарный доход. 

Таблица 5,4.2 
Xi 

0 
1 • 
2 
3 
4 
5 

^1 

0 
2,2 
3 

4,1 
3,2 
5,9 

g2 

0 
2 

3,2 
4,8 
6,2 
6,4 

^3 

2,8 
5,4 
6,4 
6,6 
6,9 

Для упрощения расчетов предполагаем, что распределение 
средств осуществляется в целых числах jc, = {О, 1, 2, 3, 4, 5} млн 
руб. 

Решение 
I этап. Условная оптимизация (к = 3, 2, 1) 
1-й шаг: А: = 3. Предположим, что все средства в количестве 

Хз = 5 млн руб. отданы третьему предприятию. В этом случае мак
симальный доход, как это видно из табл. 5.4.3, составит ̂ 3(̂ :3) = 
= 6,9 тыс. руб., следовательно: 

^з(^з)=й(^з)-

2-й шаг: к = 2. Определяем оптимальную стратегию при рас
пределении денежных средств между вторым и третьим предпри
ятиями. При этом рекуррентное соотношение Беллмана имеет 
вид 

F2(c2)=m3x{g2{x2)-^F2{C2 -Х2)}, 
Х2<С2 
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^3 ^ ^ ^ - . ^ 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 

-

-

-

-

-

1 

-

2,8 

-

-

-

-

2 

-

-

5,4 

-

-

-

3 

-

~ 

-

6,4 

~ 

-

4 

-

-

-

-

6,6 

-

5 

-

-

-

-

-

6,9 

Таблица 5.4.3 

Нсг) 

0 

2,8 

5,4 

6,4 

6,6 

6,9 

X* 

0 

1 

2 1 
3 

4 

5 1 

на основе которого составлена табл. 5.4.4 по данным табл. 5.4.2. 
Таблица 5.4.4 

щ 0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 + 0 

0 + 2,8 

0 + 5,4 

0 + 6,4 

0 + 6,6 

0 + 6,9 

1 

-

2 + 0 

2 + 2,8 

2 + 5,4 

2 + 6,4 

2 + 6,6 

2 

-

-

3,2 + 0 

3,2 + 2,8 

3,2 + 5,4 

3,2 + 6,4 

3 

-

-

-

4,8 + 0 

4,8 + 2,8 

4,8 + 5,4 

4 

-

-

~ 

, -

6,2 + 0 

6,2 + 2,8 

5 

~ 

-

-

-

-

6,4 + 0 

^2(^2) 

0 

2,8 

5,4 

7,4 

8,6 

10,2 

^ 
0 

0 

0 1 
1 

2 

3 

3-Й шаг: X: = 1. Определяем оптимальную стратегию при рас
пределении денежных средств между первым и двумя другими 
предприятиями, используя следующую формулу для расчета сум
марного дохода: 

/i(q) = max{ft(xi) + /2(q "^l)}» 

на основе которого составлена табл. 5.4.5. 
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Таблица 5.4.5 

Щ 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

0 

0 + 0 
0 + 2,8 
0 + 5,4 
0 + 7,4 
0 + 8,6 
0 + 10,2 

1 

-
2,2 + 0 

2,2 + 2,8 
2,2 + 5,4 
2,2 + 7,4 
2,2 + 8,6 

2 

-
~ 

3 + 0 
3 + 2,8 
3 + 5,4 
3 + 7,4 

3 

-
-
-

4,1+0 
4,1 + 2,8 
4,1 + 5,4 

4 

-
~ 
-
~ 

5,2 + 0 
5,2 + 2,8 

5 

-
-
-
-
-

5,9 

Fxici) 

0 
2,8 
5,4 
7,6 
9,6 
10,8 

^ 1 * 

0 
0 
0 
1 
1 

^ 

II этап. Безусловная оптимизация (к = 1, 2, 3). 
Определяем компоненты оптимальной стратегии. 
1-й шаг: к = 1. По данным из табл. 5.4.5 максимальный доход 

при распределении 5 млн руб. между тремя предприятиями со
ставляет: Сх = 5, Fx{S) = 10,8. При этом первому предприятию 
нужно вьщелитьх^* = I млн руб. 

2-й шаг: к = 2. Определяем величину оставшихся денежных 
средств, приходящуюся на долю второго и третьего предприятий. 

СГ2 = Ci — Xi* = 5 — 1 = 4 млн руб. 

По данным табл. 5.4.4 находим, что оптимальный вариант 
распределения денежных средств размером 4 млн руб. между вто
рым и третьим предприятиями составляет: Fji^) = 8,6 при вьще-
лении второму предприятию ^2* = 2 млн руб. 

3-й шаг: к = 3. Определяем величину оставшихся денежных 
средств, приходящуюся на долю третьего предприятия: 

Сз = 2̂ — л:2* = 4 — 2 = 2 млн руб. 
По данным табл. 5.4.5 находим: 

/̂ з(2) = 5,4 и Хз* = 2 млн руб. 
Таким образом, оптимальный план инвестирования предпри

ятий: Xi* = 1 млн руб., ^2* = 2 млн руб., Хз* = 2 млн руб. 
А"* = (1,2,2), который обеспечит максимальный доход, равный 

F{5) = gi(l) +й(2) +й(2) = 2,2 + 3,2 + 5,4 = 10,8 млн руб. 
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5.5. Выбор оптимальной стратегии 
обновления оборудования 

Важной экономической проблемой является своевременное 
обновление оборудования: автомобилей, станков, телевизоров, 
магнитол и т.п. Старение оборудования включает физический и 
моральный износ, в результате чего растут затраты на ремонт и 
обслуживание, снижаются производительность труда и ликвид
ная стоимость. Задача заключается в определении оптимальных 
сроков замены старого оборудования. Критерием оптимальности 
являются доход от эксплуатации оборудования (задача максими
зации) либо суммарные затраты на эксплуатацию в течение пла
нируемого периода (задача минимизации). 

Предположим, что планируется эксплуатация оборудования в 
течение некоторого периода времени продолжительностью п лет. 
Оборудование имеет тенденцию с течением времени стареть и 
приносить все меньший доход r{t) (t — возраст оборудования). При 
этом есть возможность в начале любого года продать устаревшее 
оборудование за цену S{t), которая также зависит от возраста /, и 
купить новое оборудование за цену Р. Под возрастом оборудова
ния понимается период эксплуатации оборудования после по
следней замены, определенный в годах. Требуется найти опти
мальный план замены оборудования на новое так, чтобы суммар
ный доход за все п лет был бы максимальным, учитывая, что к 
началу эксплуатации возраст оборудования составлял /Q лет. 

Исходными данными в задаче являются доход r{t) от эксплуа
тации в течение одного года оборудования, возраст /лет, остаточ
ная стоимость 5(0, цена нового оборудования Pw начальный воз
раст оборудования /Q-

/ 
lit) 
S{t) 

0 

т 
5(0) 

1 
r(l) 
S{\) 

n 

m 
S{n) 

При составлении динамической модели выбора оптималь
ной стратегии обновления оборудования процесс замены рас
сматривается как многошаговый и период эксплуатации разби
вается на п шагов. 
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Рассмотрим оптимизацию плана замены оборудования на пе
риод с к-го по л-й годы. Доход от эксплуатации оборудования за 
эти годы будет зависеть от возраста оборудования к началу рас
сматриваемого шага, т.е. к-то года. 

Процесс оптимизации проводим с последнего шага (к - п), 
тогда на к-м шаге неизвестно, в какие годы с первого по (к — 1)-й 
должна осуществляться замена, и соответственно неизвестен воз
раст оборудования к началу к-то года. Возраст оборудования, ко
торый определяет состояние системы, обозначим /. На величину 
накладывается следующее ограничение: 

1<Г</о + к ~ 1 . (5.5.1) 

Выражение (5.5.1) свидетельствует о том, что / не может пре
вышать возраста оборудования за {к — 1)-й год его эксплуатации 
с учетом возраста к началу первого года, который составляет /Q 
лет, и не может быть меньше единицы (этот возраст оборудование 
будет иметь к началу к-то года, если замена его произошла в на
чале предьщущего (к — 1)-го года). 

Таким образом, переменная t в данной задаче является пере
менной состояния системы на к-и шаге. 

Переменной управления на к-и шаге является логическая пе
ременная, которая может принимать одно из двух значений: со
хранить (С) или заменить (3) оборудование в начале к-то года: 

, ^ [с, если оборудование сохраняется; 
[3, если оборудование заменяется. 

Функцию Беллмана F^Jj) определяют как максимально воз
можный доход от эксплуатации оборудования за годы с А:-го по 
л-й, если к началу к-то возраст оборудования составлял /лет При
меняя то или иное управление, система переходит в новое состоя
ние. Так, например, если в начале к-то года оборудование сохраня
ется, то к началу (к + 1)-го года его возраст увеличится на единицу 
(состояние системы станет / +1), в случае замены старого оборудо
вания новое достигнет к началу (к + 1)-го года возраста /j = 1 год. 

На этой основе можно записать уравнение, которое позволя
ет рекуррентно вычислить функцию Беллмана, опираясь на ре-
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зультаты предыдущего шага. Для каждого варианта управления 
доход определяется как сумма двух слагаемых — непосредствен
ного результата управления и его последствий. 

Если в начале каждого года сохраняется оборудование, воз
раст которого t лет, то доход за этот год составит tit). К началу 
{к +1)-го года возраст оборудования достигнет {t +1) и макси
мально возможный доход за оставшиеся годы (с {к + 1)-го по w-й) 
составит Fj^^i{t +1). Если в начале А:-го года принято решение о 
замене оборудования, то продается стагрое оборудование возраста 
/ лет по цене S{t), приобретается новое за Р единиц, а эксплуата
ция в течение к-то года нового оборудования принесет прибыль 
г(0). К началу следующего года возраст оборудования составит 1 
год, и за все оставшиеся годы с (А: + 1)-го по л-й максимально 
возможный доход будет /̂ .+1(1). Из двух возможных вариантов 
управления выбирается тот, который приносит максимальный 
доход. Таким образом, функциональное уравнение Беллмана на 
каждом шаге управления можно записать так: 

/]^(/) = тах KO-H/]t^i(^+l), (С) 
^W-P+KO + Z-̂ îd), (3). ^ • • ^ 

Функция FfJlJ) вычисляется на каждом шаге управления для 
всех l</</Q-fA:—l. Управление, при котором достигается мак
симум дохода, является оптимальным. 

Для первого шага условной оптимизации при к — п функция 
представляет собой доход за последний л-й год: 

jF„(0 = max К/), (С) 
S{t)-P^r{Q), (3). (5.5.3) 

Значения функции FJJ), определяемые /),̂ i(0> ^п-2(0 вплоть 
до Fi(t), F^it), представляют собой возможные доходы за все 
годы. 

Максимум дохода достигается при некотором управлении, 
применяя которое на первом году, мы определяем возраст обору
дования к началу второго года. Для этого возраста оборудования 
выбирается управление, при котором достигается максимум до-
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хода за годы со второго по л-й и т д. В результате чего на этапе бе
зусловной оптимизации определяются те годы, в начале которых 
следует произвести замену оборудования. 

Пример. Найти оптимальную стратегию эксплуатации обору
дования на период продолжительностью 6 лет, если годовой до
ход r{t) и остаточная стоимость S{t) в зависимости от возраста за
даны в табл. 5.5.1, стоимость нового оборудования равна Р = 13, 
а возраст оборудования к началу эксплуатационного периода со
ставлял 1 год. 

Таблица 5.5.1 
t 

Kt) 
! s{t) 

0 
8 
12 

1 
7 
10 

2 
7 
8 

3 
6 
8 

4 
6 
7 

5 
5 
6 

6 j 
5 
4 

Решение 
I этап. Условная оптимизация {к = 6, 5, 4, 3, 2, 1). 
1-й шаг: А: = 6. Для первого шага возможные состояния систе

мы / = 1, 2, 3, 4, 5, 6, а функциональные уравнения (5.5.3) имеют 
вид 

/б(0 = п1ах 

/б(1) = тах 

/б(2) = тах 

^б(3) = тах 

/б(4) = тах 

/б(5) = тах 

КО, (С) 
S{t)-P + r{Q), (3); 

[10-13 + 8 
7 

8-13 + 8 

6 
8-13+8 

6 
7-13 + 8 

5 
6-13 + 8 

= 7 (С); 

= 7 (С); 

= 6 (С); 

= 6 (С); 

= 5 (С); 

/'б(6) = тах ' = 5 (С). 
" 4-13 + 8 
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2-й шаг: к = 5. Для второго шага возможные состояния систе
мы / = 1, 2, 3,4, 5, а функциональное уравнение (5.5.2) имеет вид 

/•5(0 = шах 
г(/) + /б(/ + 1), (С) 

S{t)-P+r(0) + F6(l), (3) lut<5. 

в соответствии с которым вычисляем: 
7 + 7 

Л(1) = тах^ =14 (С); 
^ '10-13 + 8 + 7 

Г5{2) = тах\ "̂̂ ^ = 13 (С); 
^ ^ 8-13 + 8 + 7 

/5(3) = max 

/5(4) = max 

/5(5) = max 

6+6 
8-13+8 + 7 

6+5 
7-13 + 8 + 7 

5+5 
6-13 + 8 + 7 

= 12 (С); 

= 11 (С); 

= 10 (С). 

3-й шаг: А: = 4; / = 1,2,3,4 

/-(O + Z-sa+l), (С) F4(0 = maxi 1</<4, 
1^(0-Р+/-(0)+ /-5(1), (3) 

Л(1) = тах^ "̂̂ ^̂  = 20 (С); 
^ 110-13 + 8+14 

FA2) = maKi "̂̂ ^̂  = 19 (С); 
^ 10-13 + 8 + 14 

/4(3) = max 6 + 11 
8-13 + 8 + 14 

= 17 (С/3); 
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/4(4) = max 6+10 
[8-13+8 + 14 

4-й шаг: Л = 3; Г = 1, 2, 3 

/з(0 = тах 

= 17 (3). 

г(0 + /ч(Г + 1). (С) ^^^^^ 
5(/)-Р+г(0) + /-4(1). (3) " " ' 

Л(1) = тах^ "̂̂ ^̂  = 26 (С); 
^ 110-13 + 8 + 20 

/з(2) = тах-{ "̂̂ ^̂  = 24 (С); 
^ 8-13 + 8 + 20 

Л(3) = тах^ "̂̂ ^̂  = 23 (3). 
^ 8-13 + 8 + 20 

5-й шаг: Л = 2; Г = 1,2 
J r(0 + F3(/ + l), (С) ,^^^, 

А(0 = тах-̂  1</<2, 
[5(0-P+r(0) + F3(l), (3) 

F2(l) = max-

/2 (2) = max 

6-й шаг: А: = 2; / = 1 

/i(/) = max 

7 + 24 
10-13 + 8 + 20 

7 + 23 
8-13 + 8 + 26 

= 31 (С/3); 

= 30 (С). 

г(0 + /2(/ + 1), (С) 
5( / ) -P + r(0) + F2(l), (3) 

Fj(l) = max̂  ^^^^ = 37 (С). 
• 10-13 + 8 + 31 

1</<2, 
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Результаты вычислений по уравнениям Беллмана FjJJ) приве
дены в табл. 5.5.2, в которой к — год эксплуатации, а / — возраст 
оборудования. 

Таблица 5.5.2 

к^^^-^^^ 
1 

[ 2 
3 
4 
5 
6 

1 
37 
31 
26 
20 
14 
7 

2 

30 
24 
19 
13 
7 

3 

[231 
17 
12 
6 

4 

.17 
И 
6 

5 

10 
5 

6 

5 
В табл. 5.5.2 выделено значение функции, соответствующее 

состоянию «3» — замена оборудования. 
II этап. Безусловная оптимизация (/: = 1, 2, 3, 4, 5, 6). 
Безусловная оптимизация начинается с шага при к= \. Мак

симально возможный доход от эксплуатации оборудования за го
ды с 1-го по 6-й составляет /'i(l) = 37. Этот оптимальный выиг
рыш достигается, если на первом году не производить замены 
оборудования. Тогда к началу второго года возраст оборудования 
увеличится на единицу и составит: /2 = î + 1 = 1 + 1 = 2. Безус
ловно, оптимальное управление при А: = 2, Х2(2) = С, те. макси
мум дохода за годы со 2-го по 6-й достигается, если оборудование 
сохраняется, т.е. не заменяется. 

К началу третьего года при к = Ъ возраст оборудования станет 
t^ — t2•^\ — Ъ. Безусловное оптимальное управление л:з(3) = 3, т.е. 
для получения максимума прибыли за оставшиеся годы необхо
димо в этом году провести замену оборудования. 

К началу четвертого года при к —А возраст оборудования ста
нет равен /4=1- Безусловное оптимальное управление Х4(1) = С. 

Далее соответственно для оставшихся шагов получим: 
А: = 5, 5̂ = 4̂ + 1 = 2; х^{2) = С. 
/: = 6, /б = ^5+1 = 3; Хб(3) = С. 

Таким образом, за 6 лет эксплуатации оборудования замену 
надо произвести один раз — в начале третьего года э^ссплуатации. 
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5.6. Выбор оптимального маршрута 
перевозки грузов 

Математический аппарат ДП, основанный на методологии 
пошаговой оптимизации, может быть использован при нахожде
нии кратчайших расстояний, например, на геофафической кар
те, представленной в виде сети. Решение задачи по определению 
кратчайших расстояний между пунктами отправления и 
пунктами получения продукции по существующей транспортной 
сети является исходным этапом при решении таких экономичес
ких задач, как оптимальное прикрепление потребителей к по
ставщикам, повышение производительности транспорта за счет 
сокращения непроизводительного пробега и др. 

Пусть транспортная сеть состоит из 10 узлов. На рис. 5.6.1 по
казаны сеть дорог и стоимость перевозки единицы груза между 
пунктами сети. Ребра являются вариантами выбора решения. 
Необходимо определить маршрут доставки груза из пункта 1 в 
пункт 10, обеспечивающий наименьшие транспортные расходы. 

Рис. 5.6.1. Модель транспортной сети 

В задаче имеется ограничение — двигаться по изображенным 
на схеме маршрутам можно только слева направо, те. попав, на
пример, в пункт 7, мы имеем право переместиться только в пункт 
10 и не можем возвратиться обратно в 5-й или 6-й. Эта особен
ность транспортной сети дает право отнести каждый из десяти 
пунктов к одному из поясов. Будем считать, что пункт принадле-
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жит к'Му поясу, если из него попасть в конечный пункт ровно за 
к шагов, т.е. с заездом ровно в (к — 1)-й промежуточный пункт. 
Таким образом, пункты 7, 8 и 9 принадлежат к первому поясу, 5 и 
6 — ко второму, 2, 3 и 4 — к третьему и 1 — к четвертому. Тогда на 
к -м шаге будем находить оптимальные маршруты перевозки гру
за из пунктов к-го пояса до конечного пункта. Оптимизацию бу
дем производить с конца процесса, и потому, дойдя до к-то шага, 
неизвестно, в каком из пунктов к-го пояса окажется груз, перево
зимый из первого пункта. 

Введем обозначения: 
к — номер шага (/: = 1, 2, 3, 4); 
/ — пункт, из которого осуществляются перевозки (/ = 1,2,..., 9); 
j - пункт, в который доставляется фуз (/ = 2, 3,..., 10); 
Сц — стоимость перевозки груза из пункта / в пункту. 
F,^(i) - минимальные затраты на перевозку груза на к-м шаге 

решения задачи из пункта / до конечного пункта. 
Очевидно, что минимум затрат на перевозку груза из пунктов 

к-то пояса до пункта 10 будет зависеть от того, в каком пункте 
этого пояса мы оказались. Номер / пункта, узел, принадлежащий 
к'Му поясу, будет являться переменной состояния системы на к-м 
шаге. Поскольку оптимизация осуществляется с конца процесса, 
то, находясь в некотором пункте / к-то пояса, принимается реше
ние о перемещении груза в один из пунктов (к — 1)-го пояса, а на
правление дальнейшего движения известно из предьщущих ша
гов. Номеру пункта {к — 1)-го пояса будет переменной управле
ния на к-м шаге. 

Для первого шага управления (к=1) функция Беллмана пред
ставляет собой минимальные затраты на перевозку груза из пунк
тов 1-го пояса в конечный пункт, т.е. Fi(i) = C^Q. ДЛЯ последую
щих шагов затраты складываются из двух-слагаемых — стоимости 
перевозки груза Су из пункта / к-го пояса в пункту (к — 1)-го по
яса и минимально возможных затрат на перевозку из пунктау до 
конечного пункта, т.е. Ff^_i(j), Таким образом, функциональное 
уравнение Беллмана будет иметь вид 

Ff,(i) = Tmn{qj^Ff,.i(j)l (5.6.1) 
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Глава 5. Модели динамического программирования 

Минимум затрат достигается на некотором значенииу*, кото
рое является оптимальным направлением движения из пункта / в 
конечный пункт. 

На четвертом шаге попадаем на 4-й пояс; состояние системы 
становится определенным / = 1. Функция F^{1) представляет со
бой минимально возможные затраты по перемещению груза из 
1-го пункта в 10-й. Оптимальный маршрут определяется в ре
зультате анализа всех шагов в обратном порядке, а выбор некото
рого управления^ на к-м шаге приводит к тому, что состояние си
стемы на (к - 1)-м шаге становится определенным. 

Пример. Решим сформулированную выше задачу, исходные 
данные которой приведены на рис. 5.6.1. 

I этап. Условная оптимизация. 
1-й шаг: к= I. 

На первом шаге в пункт 10 груз может быть доставлен из 
пунктов 7, 8 или 9. 

Таблица 5.6.] 

7 
8 
9 

10 

7 
9 
11 

FiiO 

1 
9 
И 

Г : 
10 
10 
10 

2-й шаг: к = 2. 
Функциональное уравнение на втором шаге принимает вид 

/2(0 = min{C^+/i(y)}. 

Все возможные перемещения груза на втором шаге и резуль
таты расчета приведены в табл. 5.6.2. 

Таблица 5.6.2 

. 5 
6 

7 

8 + 7 
5 + 7 

8 

6 + 9 
-

9 

-
4+11 

î 2(0 

15 
12 

Г 1 
7; 8 
7 
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5.6. Выбор оптимального маршрута перевозки грузов 

3-й шаг: А: = 3. 
F2(i) = mm{qj+F2U)y 

Таблица 5.6.3 

г< 2 
3 
4 

5 

4+15 
~ 
-

6 

-
3+12 
9+12 

F3O) 

19 
15 
21 

Г 
5 
6 
6 

4-й шаг: к = 4. 
F^(i) = mm{Cy+F^(J)l 

Таблица 5.6.4 

1 

2 

7+19 

3 

5 + 15 

4 

6 + 21 

F^ii) 

20 

У* 

3 

II этап. Безусловная оптимизация 
На этапе условной оптимизации получено, что минимальные 

затраты на перевозку груза из пункта 1 в пункт 10 составляют 
^4(1) = 20. Данный результат достигается при движении груза из 
1-го пункта в 3-й. По данным табл. 5.6.3, из пункта 3 необходимо 
двигаться в пункт 6, затем — в пункт 7 (см. табл. 5.6.2) и из него -
в конечный пункт (см. табл .5.6.1). Таким образом, оптимальный 
маршрут доставки груза: 1—>3—>6~>7—>10. (На рис. 5.6.2 он по
казан жирными стрелками.) 

Рис. 5.6.2. Транспортная сеть с оптимальным маршрутом 
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Глава 5. Модели динамического программирования 

5.7. Построение оптимальной последовательности 
операций в коммерческой деятельности 

Пусть на оптовую базу прибыло п машин с товаром для раз
грузки и т машин для зафузки товаров, направляемых в магази 
ны. Материально ответственное лицо оптовой базы осуществля
ет оформление документов по операциям разгрузки или загрузки 
для одной машины, а затем переходит к обслуживанию другой 
машины. Издержки от операций обусловлены простоем транс 
порта, типом операции (прием или отправка товара) и не завися ? 
от конкретной машины. Необходимо спланировать последова
тельность операций обоих видов таким образом, чтобы, суммар 
ные издержки по приему и отправке товаров для всех машин бы 
ли минимальными. 

Из условия следует, что состояние экономической систем ь 
характеризуется двумя параметрами: количеством принятых \ 
оформленных машин по разгрузке товара и количеством машин 
отправленных с товаром в магазины. Поэтому решение будем ис 
кать на плоскости JTOF, ограниченной прямоугольником, кото 
рый является областью допустимых состояний системы. Если пс 
оси Xотложить число п разгруженных машин, а по оси Y— число 
т загруженных товаром машин, то можно построить на плоско
сти граф состояний процесса, в котором каждая вершина харак
теризует состояние операции приема и отгрузки товара на опто
вой базе. Ребра этого графа означают выполнение работы по при
ему или отправке товара на очередной машине. Каждому ребру 
можно сопоставить издержки, связанные с выполнением опера
ции по разгрузке или загрузке машины. 

Пример. Пусть л = 6, m = 4. Известны затраты по выполнению 
каждой операции, которые показаны на ребрах графа (рис. 5.7.1). 

Точка SQ определяет начало процесса, а ̂ j — конечное состоя
ние, соответствующее приему и отправке всех машин. Оптимиза
цию процесса будем производить с конечного состояния — î i. Весь 
процесс разобьем на шаги, их количество к = п +/w = 6 + 4= 10. 
Каждый шаг представляет собой сечение графа состояний, про
ходящее через вершины (на рис. 5.7.1 сечения показаны косыми 
линиями). 
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5.7. Построение оптимальной последовательности операций., 

Рис. 5.7.1. Графическая схема связи операций 

I этап. Условная оптимизация 
1-й шаг: А: = 1. На первом шаге с задаваемым сечением А^, В^ 

из состояний Ai и Bi возможен только один вариант перехода в 
конечное состояние iSj. Поэтому в вершинах yij и Bi записываем 
соответственно издержки 8 и 11. Ребра A^S^ и B^Si обозначаем 
стрелкой, направленной в вершину -5*1, как показано на рис. 5.7.2. 

& ® 

® в. 
Рис. 5.7.2. Фрагмент связи операции (шаг 1) 
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Глава 5. Модели динамического программирования 

2-й шаг: к = 2. Второй шаг оптимизации задается сечением по 
вершинам Ai, В2, Q. Из состояний ^2 и С, возможен единствен
ный переход в вершины Ai и В^ соответственно, поэтому в вер
шинах ^̂2 и Q записываем суммарные издержки 17 и 22 на первых 
двух шагах перехода в конечное состояние ^i. 

Из вершины ^2 возможны два варианта перехода: в вершину 
А^ или вершину В^. При переходе B2-^Ai сумма издержек состав
ляет 10 + 8 = 18, на переходе ^2 -^ В^ сумма составляет 13 + 11 = 24. 
Из двух вариантов суммарных издержек выбираем наименьшую 
(18) и обозначаем стрелкой условно оптимальный переход B2-^Ai, 
как показано на рис. 5.7.3. 

& - К 8 

18) Б , 

•® 

® В, 

22) С. 

Рис. 5.7.3. Сетевая модель операции (шаг 2) 

3-й шаг: /: = 3. На третьем шаге сечение проходит через вер
шины У4З, ^3, С2, />!. Из вершин А^, и Dj возможен единственный 
переход в вершины Aj и Q соответственно. Суммарные издержки 
для состояния />! равны 22 + 12 = 34. Из вершины 5з возможны 
два варианта перехода: в вершину yl2 издержки равны 17 + 8 = 25; 
в вершину ^2 - 18 + 9 = 27. 

Для вершины Ci возможен переход в вершину ^2 (18 + 10 = 28) 
и в вершину Ci (22 + 12 = 34). Выбираем для вершин Вт, и Ci наи
меньшие суммарные издержки и обозначаем стрелкой условно 
оптимальный переход, как показано на рис. 5.7.4. 

Продолжая процесс аналогичным образом для оставшихся 
шагов, приходим в точку SQ, В результате получим граф условно 
оптимальных переходов, представленный на рис. 5.7.5. 
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X 
(дР К°)=. 

А 

g Бз (18) Б2 ( i j ) В, 

( ^ С2 @ С 

34) D 
Рис. 5.7.^. Сетевая модель операции (шаг 3) 

т 

I ^ ^ 6 44 ^5 43 ^4 42 Ао 10 ^2 9 А^ 8 ^ S . 
4-Ш • ( ^ • ^ ) - ^ 5<^-^ >®-^ ИЗЬ^ И® 

\ \Bj 1 2 | Б е 1 3 | Б 5 12 1Б4 1 0 | Б з 9 I Б2 13 ! Б . 
з4^^^^^ ^ (^ (к 

10 11 

8 7 
Сб 8 С 10 

8 
Cs 9 

9 
С4 8 

9 
С3 10 

10 
О7 11 

10 
Dfi 9 Dfi 7 

^(^'^—Ш 

10 
C2 12 

11 
D^ 7 

10 
Do 9 

11 
Do 13 

11 

12 
D, 

.51> 

11 

0 12 ^f i 11 
10 
£c 10 

4 ' >k 3 ^ Лч 2 '"^хЧ* !̂ 
• ( a - : : ^^ ffl) 

13 
£^ 13 

14 
£0 14 

14 

^) @ ® (5) @ ® 

0 1 2 3 4 5 6 П 

Puc. 5.7.5. Сетевая модель связи расходов операций 
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Глава 5. Модели динамического программирования 

Минимально возможные суммарные издержки по обслужи
ванию всех 10 машин на оптовой базе составляют 88 усл. ед. 

II этап. Безусловная оптимизация 
Определяем оптимальную траекторию на исходном сетевом 

графе, просматривая результаты всех шагов в обратном порядке, 
учитывая, что выбор некоторого управления на ^-м шаге приво
дит к тому, что состояние на {к — 1)-м шаге становится опреде
ленным. 

В результате строим ориентированный граф перехода из со
стояния SQ В состояние ^i, представленный на рис. 5.7.6; на каж
дом шаге безусловной оптимизации переход почти всегда единст
венный и совпадает с построенными условно оптимальными пе
реходами. 

т 

4 + 

3 + 

загрузка 

в. 

10 

1 + 

о-\-®-

DQ DQ D4 . 
ч^ g ^ 7 7 

^ 12 ^ 
«о 

9 
^6 

разрузка 

— I — • 
6 п о 

Рис. 5.7.6. Оптимальная последовательность операций 

388 



5.7. Построение оптимальной последовательности операций... 

Минимальные издержки F^^^ соответствуют следующему оп
тимальному пути на фафе: 

(5о -^ £'б -^ А -> ^5 -> А ^ ^3 -^ Q -^ ^3 -^ ^2 ~> ^ 1 -^ ^1) 
и равны: /;„in = 12 + 9 + 9 + 7 + 7 + 10 + 9 + 8 + 9 + 8 = 88 усл. ед. 

Таким образом, в соответствии с решением оптимальное уп
равление процессом разгрузки и загрузки машин товаром состо
ит в следующем: на первом шаге следует оформить документы по 
разфузке одной машины, на втором -- по загрузке одной маши
ны, далее обслуживать три машины по разгрузке товара, три ма
шины по загрузке и на последних двух шагах оформить докумен
ты по разгрузке двух машин. 

Контрольные вопросы 
1. Как формулируется задача динамического программирова

ния и в чем ее отличие от задач линейного программирования? 
2. В чем заключаются особенности математической модели 

ДП? 
3. Что лежит в основе метода ДП? 
4. Сформулируйте задачу определения кратчайших расстояний 

по заданной сети. На сколько этапов разбивается задача? Сколько 
шагов содержится в каждом этапе и в чем суть этапа и шага? 

5. Что является переменной управления и переменной состо
яния в задаче выбора оптимальной стратегии обновления обору
дования? 

6. Запишите функциональные уравнения Беллмана, исполь
зуемые на каждом шаге управления в задаче выбора оптимальной 
стратегии обновления оборудования. 

7. Запишите математическую модель оптимального распреде
ления инвестиций и рекуррентное соотношение Беллмана для ее 
реализации. 

Задачи 
1. Распределите оптимальным образом денежные средства 

инвестора величиной А^между четырьмя предприятиями. От вы
деленной суммы зависит прирост выпуска продукции на пред
приятиях, значения которых приведены в таблице. 
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Глава 5. Модели динамического программирования 

Денежные 
средства, X 

20 
40 
60 
80 
100 
120 

Прирост выпуска продукции на предприятиях 

I 

9 
17 
28 
38 
46 
68 

II 

И 
33 
45 
51 
68 
80 

III 

13 
29 
38 
49 
61 
81 

IV 

12-
35 . 
40 
54 
73 
92 

2. Найти оптимальный план замены оборудования за период 
продолжительностью 6 лет, если годовой доход r{f) и остаточная 
стоимость S{t) в зависимости от возраста заданы в таблице, стои
мость нового оборудования Р = 10, а возраст оборудования к на
чалу эксплуатации составляет 1 год. 

т 
ко 
S{t) 

0 
8 
10 

1 
8 
7 

2 
7 
6 

3 
7 
5 

4 
6 
4 

5 
6 
3 

6 
5 
2 

3. предприниматель закупил и установил за 40 млн руб. но
вую деревообрабатывающую линию станков для производства 
стройматериалов. Динамика объемов продажи стройматериалов, 
затраты на эксплуатацию станков и их остаточная стоимость по 
годам приведены в таблице. 

Показатели 

Объемы продаж, млн руб. 
Затраты, млн руб. 
Остаточная стоимость, млн руб. 

Время эксплуатации станков, 
лет 

0 

100 
6 
40 

1 

80 
40 
30 

2 

70 
35 
25 

3 

65 
35 
20 

4 

65 
45 
15 

Определите оптимальный план замены станков, обеспечива
ющий максимальный объем продажи стройматериалов. 

4. Определите оптимальный срок эксплуатации нового легко
вого автомобиля «ВАЗ 2106», его продажи и соответственно покуп-
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5.7. Построение оптимальной последовательности операций... 

ки нового. Динамика изменения ликвидационной стоимости и за
трат на ремонт в относительных единицах к цене нового автомоби
ля, а также величина ежегодного пробега приведены в таблице. 

Показатели 

Ликвидационная 
стоимость, Ц(1)/Цо 

Затраты на ремонт, 
3(1)Цо 

Пробег, тыс. км/год 

Время эксплуатации автомобиля, лет 

0 

1 

0,1 

20 

1 

0,95 

0,06 

20 

2 

9,9 

0,07 

20 

3 

0,35 

0,10 

20 

4 

0,8 

0,15 

20 

5 

0,75 

0,20 

20 

6 

0,7 

0,25 

20 

5. На заданной сети дорог имеется несколько маршрутов по 
доставке груза из пункта 1 в пункт И. Стоимость перевозки еди
ницы груза между отдельными пунктами сети проставлена у ре
бер. Необходимо определить оптимальный маршрут доставки 
груза из пункта 1 в пункт 11, который обеспечил бы минималь
ные транспортные расходы. 

6. Определите оптимальную последовательность операций по 
приемке и отпуску товаров на предприятии оптовой торговли, 
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Глава 5. Модели динамического программирования 

позволяющую минимизировать суммарные издержки при усло
виях, приведенных в виде матрицы вариантов связей и затрат по 
каждой операции. 
л 

4-

3-

2-

1-

1̂ 

1 
i отгрузка товаров 

г''п-
15 14 

h'^4-
11 13 

h- + 
10 10 

Ь'° + 
9 10 

^ 1 
0 1 

' -г 
13 

,3 + 
12 

19 -1— 
13 

10 _|_ 

12 
15 -i_ 

1 1 
2 

'-T-''-г 
12 11 

14 —1— 15 -L 
14 13 

20 —1— 21 -L 
11 12 

12 _|_ 12 -L. 

15 13 
10 -J— 14 -L 

1 1 1 1 
3 4 

13 -р 12 -(f' 

10 9 
14 —[-- 13 --J 

15 10 

18 -L- 19 J 
14 11 

13 -i- 18 J 
16 19 

16 -J- 17 -J 
приемка товаров 
1 1 ^ 1 1 • 
5 6 n 



ГЛАВА 6 

СИСТЕМЫ И МОДЕЛИ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

В настоящее время появилось большое количество литерату
ры, посвященной непосредственно теории массового обслужива
ния, развитию ее математических аспектов, а также различных 
сфер ее приложения - военной, медицинской, транспортной, 
торговле, авиации и др. 

Теория массового обслуживания опирается на теорию вероят
ностей и математическую статистику. Первоначальное развитие 
теории массового обслуживания связано с именем датского уче
ного А. К. Эрланга (1878—1929), с его трудами в области проекти
рования и эксплуатации телефонных станций. 

Теория массового обслуживания ~ область прикладной мате
матики, занимающаяся анализом процессов в системах произ
водства, обслуживания, управления, в которых однородные со
бытия повторяются многократно, например, на предприятиях 
бытового обслуживания; в системах приема, переработки и пере
дачи информации; автоматических линиях производства и др. 
Большой вклад в развитие этой теории внесли российские 
математики А. Я. Хинчин, Б. В. Гнеденко, А. Н. Колмогоров, 
Е. С. Вентцель и др. 

Предметом теории массового обслуживания является установ
ление зависимостей между характером потока заявок, числом ка
налов обслуживания, производительностью отдельного канала и 
эффективным обслуживанием с целью нахождения наилучших 
путей управления этими процессами. Задачи теории массового 
обслуживания носят оптимизационный характер и в конечном 
итоге включают экономический аспект по определению такого 
варианта системы, при котором будет обеспечен минимум сум
марных затрат от ожидания обслуживания, потерь времени и ре
сурсов на обслуживание и от простоев каналов обслуживания. 
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В коммерческой деятельности применение теории массового 
обслуживания пока не нашло желаемого распространения. 

В основном это связано с трудностью постановки задач, не
обходимостью глубокого понимания содержания коммерческой 
деятельности, а также надежного и точного инструментария, поз
воляющего просчитывать в коммерческой деятельности различ
ные варианты последствий управленческих решений. 

6.1. Массовое обслуживание 
в коммерческой деятельности 

Природа массового обслуживания, особенно в такой сфере, 
какой является коммерческая деятельность, весьма тонка и слож
на. Коммерческая деятельность связана с выполнением множе
ства операций на этапах движения, например товарной массы из 
сферы производства в сферу потребления. Такими операциями 
являются погрузка товаров, перевозка, разгрузка, хранение, об
работка, фасовка, реализация. Кроме таких основных операций 
процесс движения товаров сопровождается большим количест
вом предварительных, подготовительных, сопутствующих, па
раллельных и последующих операций с платежными документа
ми, тарой, деньгами, автомашинами, клиентами и т.п. 

Для перечисленных фрагментов коммерческой деятельности 
характерны массовость поступления товаров, денег, посетителей 
в случайные моменты времени, затем их последовательное обслу
живание (удовлетворейие требований, запросов, заявок) путем 
выполнения соответствующих операций, время выполнения ко
торых носит также случайный характер. Все это создает неравно
мерность в работе, порождает недогрузки, простой и перегрузки 
в коммерческих операциях. Много неприятностей доставляют 
очереди, например, посетителей в кафе, столовых, ресторанах, 
или водителей автомобилей на товарных базах, ожидающих раз
грузки, погрузки или оформления документов. В связи с этим 
возникают задачи анализа существующих вариантов выполнения 
всей совокупности операций, например, торгового зала супер
маркета, ресторана или в цехах производства собственной про
дукции для целей оценки их работы, выявления слабых звеньев и 
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резервов для разработки в конечном итоге рекомендаций, на
правленных на увеличение эффективности коммерческой дея
тельности. 

Кроме того, возникают другие задачи, связанные с создани
ем, организацией и планированием нового экономичного, раци
онального варианта выполнения множества операций в пределах 
торгового зала, кондитерского цеха, всех звеньев обслуживания 
ресторана, кафе, столовой, планового отдела, бухгалтерии, отде
ла кадров и др. 

Задачи организации массового обслуживания возникают 
практически во всех сферах человеческой деятельности, напри
мер обслуживание продавцами покупателей в магазинах, обслу
живание посетителей на предприятиях общественного питания, 
обслуживание клиентов на предприятиях бытового обслужива
ния, обеспечение телефонных разговоров на телефонной стан
ции, оказание медицинской помощи больным в поликлинике и 
т.д. Во всех приведенных примерах возникает необходимость в 
удовлетворении запросов большого числа потребителей. 

Перечисленные задачи можно успешно решать с помощью 
методов и моделей специально созданной для этих целей теории 
массового обслуживания (ТМО). В этой теории поясняется, что 
обслуживать необходимо кого-либо или что-либо, что определя
ется понятием «заявка (требование) на обслуживание», а опера
ции обслуживания выполняются кем-либо или чем-либо, назы
ваемыми каналами (узлами) обслуживания. 

Роль заявок в коммерческой деятельности выполняют това
ры, посетители, деньги, ревизоры, документы, а роль каналов об
служивания — продавцы, администраторы, повара, кондитеры, 
официанты, кассиры, товароведы, грузчики, торговое оборудова
ние и др. Важно заметить, что в одном варианте, например, повар 
в процессе приготовления блюд является каналом обслуживания, 
а в другом — выступает в роли заявки на обслуживание, например 
к заведующему производством за получением товара. 

Заявки в силу массовости поступления на обслуживание об
разуют потоки, которые до выполнения операций обслужива
ния называются входящими, а после возможного ожидания на-

395 



Глава 6. Системы и модели массового обслуживания 

чала обслуживания, т.е. простоя в очереди, образуют потоки об
служивания в каналах, а затем формируется выходяш;ий поток 
заявок. В целом совокупность элементов входящего потока за
явок, очереди, каналов обслуживания и выходящего потока за
явок образует простейшую одноканальную систему массового 
обслуживания — СМО, структурная модель которой представле
на на рис. 6.6.1. 

Под системой понимается совокупность взаимосвязанных и 
целенаправленно взаимодействующих частей (элементов). При
мерами таких простейших СМО в коммерческой деятельности 
являются места приема и обработки товаров, узлы расчета с поку
пателями в магазинах, кафе, столовых, рабочие места экономис
та, бухгалтера, коммерсанта, повара на раздаче и т.д. 

ВХОД СМО ВЫХОД 

вход 

ЭЛЕМЕНТЫ 

входной 
поток 

заявок 
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обслужи
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Рис, 6.6.1. Структурная модель одноканальной СМО 
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Процедура обслуживания считается завершенной, когда заяв
ка на обслуживание покидает систему. Продолжительность ин
тервала времени, требуемого для реализации процедуры обслу
живания, зависит в основном от характера запроса заявки на об
служивание, состояния самой обслуживающей системы и канала 
обслуживания. 

Действительно, продолжительность пребывания покупателя 
в супермаркете зависит, с одной стороны, от личностных качеств 
покупателя, его запросов, от ассортимента товаров, который он 
собирается приобрести, а с другой — от формы организации об
служивания и обслуживающего персонала, что может значитель
но повлиять на время пребывания покупателя в супермаркете и 
интенсивность обслуживания. Например, овладение кассирами-
контролерами работы «слепым» методом на кассовом аппарате 
позволило увеличить пропускную способность узлов расчета в 1,3 
раза и сэкономить время, затрачиваемое на расчеты с покупате
лями по каждой кассе более чем на 1,5 ч в день. Внедрение еди
ного узла расчета в супермаркете дает ощутимые преимущества 
покупателю. Так, если при традиционной форме расчетов время 
обслуживания одного покупателя составляло в среднем 1,5 мин, 
то при введении единого узла расчета - 67 с. Из них 44 с уходят 
на оформление покупки в секции и 23 с непосредственно на рас
четы за покупки. Если покупатель делает несколько покупок в 
разных секциях, то потери времени сокращаются при приобрете
нии двух покупок в 1,4 раза, трех — в 1,9, пяти - в 2,9 раза. 

Под обслуживанием заявок будем понимать процесс удовле
творения потребности. Обслуживание имеет различный характер 
по своей природе. Однако во всех примерах поступившие заявки 
нуждаются в обслуживании со стороны какого-либо устройства. 
В некоторых случаях обслуживание производится одним челове
ком (обслуживание покупателя одним продавцом, в некоторых — 
группой людей (обслуживание больного врачебной комиссией в 
поликлинике), а в некоторых случаях — техническими устройст
вами (продажа газированной воды, бутербродов автоматами). 
Совокупность средств, которые осуществляют обслуживание за
явок, называется каналом обслуживания. 
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Если каналы обслуживания способны удовлетворить одина
ковые заявки, то каналы обслуживания называются однородны
ми. Совокупность однородных каналов обслуживания называет
ся обслуживающей системой. 

В систему массового обслуживания поступает большое коли
чество заявок в случайные моменты времени, длительность обслу
живания которых также является случайной величиной. Последо
вательное поступление заявок в систему обслуживания называет
ся входящим потоком заявок, а последовательность заявок, 
покидающих систему обслуживания, — выходящим потоком. 

Случайный характер распределения длительности выполне
ния операций обслуживания наряду со случайным характером 
поступления требований на обслуживание приводит к тому, что в 
каналах обслуживания протекает случайный процесс, который 
может быть назван (по аналогии с входным потоком заявок) по
током обслуживания заявок или просто потоком обслуживания. 

Заметим, что заявки, поступающие в систему обслуживания, 
могут покинуть ее и будучи не обслуженными. Например, если 
покупатель не найдет в магазине нужный товар, то он покидает 
магазин, будучи не обслуженным. Покупатель может покинуть 
магазин также, если нужный товар имеется, но большая очередь, 
а покупатель не располагает временем. 

Теория массового обслуживания занимается изучением про
цессов, связанных с массовым обслуживанием, разработкой ме
тодов решения типичных задач массового обслуживания. 

При исследовании эффективности работы системы обслужи
вания важную роль играют различные способы расположения в 
системе каналов обслуживания. 

При параллельном расположении каналов обслуживания тре
бование может быть обслужено любым свободным каналом. 
Примером такой системы обслуживания является расчетный 
узел в магазинах самообслуживания, где число каналов обслужи
вания совпадает с числом кассиров-контролеров. 

На практике часто обслуживание одной заявки осуществля
ется последовательно несколькими каналами обслуживания. 
При этом очередной канал обслуживания начинает работу по 
обслуживанию заявки после того, как предыдущий канал закон-
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чил свою работу. В таких системах процесс обслуживания носит 
многофазовый характер, обслуживание заявки одним каналом 
называется фазой обслуживания. Например, если в магазине са
мообслуживания имеются отделы с продавцами, то покупатели 
сначала обслуживаются продавцами, а потом уже кассирами-
контролерами. 

Организация системы обслуживания зависит от воли челове
ка. Под качеством функционирования системы в теории массо
вого обслуживания понимают не то, насколько хорошо выполне
но обслуживание, а то, насколько полно зафужена система об
служивания, не простаивают ли каналы обслуживания, не 
образуется ли очередь. 

В коммерческой деятельности заявки, поступающие в систе
му массового обслуживания, выступают с высокими претензия
ми еще и на качество обслуживания в целом, которое включает 
не только перечень характеристик, исторически сложившихся и 
рассматриваемых непосредственно в теории массового обслужи
вания, но и дополнительные характерные для специфики ком
мерческой деятельности, в частности отдельных процедур обслу
живания, требования к уровню которых к настоящему времени 
сильно возросли. В связи с этим необходимо учитывать еще и по
казатели коммерческой деятельности. 

Работу системы обслуживания характеризуют такие показате
ли, как время ожидания начала обслуживания, длина очереди, 
возможность получения отказа в обслуживании, возможность 
простоя каналов обслуживания, стоимость обслуживания и в ко
нечном итоге удовлетворение качеством обслуживания, которое 
еще включает показатели коммерческой деятельности. 

Чтобы улучшить качество функционирования системы об
служивания, необходимо определить, каким образом распреде
лить поступающие заявки между каналами обслуживания, какое 
количество каналов обслуживания необходимо иметь, как распо
ложить или сгруппировать каналы обслуживания или обслужива
ющие аппараты для улучшения показателей коммерческой дея
тельности. Для решения перечисленных задач существует эффек
тивный метод моделирования, включающий и объединяющий 
достижения разных наук, в том числе математики. 
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Контрольные вопросы 

1. Что такое обслуживание? 
2. Каковы виды заявок на обслуживание в коммерческой дея

тельности? 
3. Что является каналами обслуживания в коммерческой дея

тельности? 
4. Каковы механизмы массовости поступления заявок на об

служивание в коммерческой деятельности? 
5. Какие трудности в реализации обеспечения массового об

служивания в коммерческой деятельности? 
6. Перечислите показатели коммерческой деятельности. 
7. Каков универсальный метод решения задач массового об

служивания? 

6.2. Моделирование систем 
массового обслуживания 

6.2.1. Потоки событий 

Переходы СМО из одного состояния в другое происходят 
под воздействием вполне определенных событий — поступле
ния заявок и их обслуживания. Последовательность появления 
событий, следующих одно за другим в случайные моменты вре
мени, формирует так называемый поток событий. Примерами 
таких потоков в коммерческой деятельности являются потоки 
различной природы — товаров, денег, документов, транспорта, 
клиентов, покупателей, телефонных звонков, переговоров. По
ведение системы обычно определяется не одним, а сразу не
сколькими потоками событий. Например, обслуживание поку
пателей в магазине определяется потоком покупателей и пото
ком обслуживания; в этих потоках случайными являются 
моменты появления покупателей, время ожидания в очереди и 
время, затрачиваемое на обслуживание каждого покупателя. 
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При этом основной характерной чертой потоков является веро
ятностное распределение времени между соседними события
ми. Существуют различные потоки, которые отличаются свои
ми характеристиками. 

Поток событий называется регулярным, если в нем события 
следуют одно за другим через заранее заданные и строго опреде
ленные промежутки времени. Такой поток является идеальным и 
очень редко встречается на практике. Чаще встречаются нерегу
лярные потоки, не обладающие свойством регулярности. 

Поток событий называется стационарным, если вероятность 
попадания любого числа событий на промежуток времени зави
сит только от длины этого промежутка и не зависит от того, как 
далеко расположен этот промежуток от начала отсчета времени. 
Стационарность потока означает независимость от времени его 
вероятностных характеристик, в частности, интенсивность тако
го потока есть среднее число событий в единицу времени и оста
ется величиной постоянной. На практике обычно потоки могут 
считаться стационарными только на некотором ограниченном 
промежутке времени. Обычно поток покупателей, например, в 
магазине существенно меняется в течение рабочего дня. Однако 
можно вьщелить определенные временные интервалы, внутри 
которых этот поток допустимо рассматривать как стационарный, 
имеющий постоянную интенсивность. 

Поток событий называется потоком без последствия, если 
число событий, попадающих на один из произвольно выбран
ных промежутков времени, не зависит от числа событий, попав
ших на другой, также произвольно выбранный промежуток, при 
условии, что эти промежутки не пересекаются между собой. В 
потоке без последствия события появляются в последовательные 
моменты времени независимо друг от друга. Например, поток 
покупателей, входящих в магазин, можно считать потоком без 
последствия потому, что причины, обусловившие приход каждо
го из них, не связаны с аналогичными причинами для других по
купателей. 

Поток событий называется ординарным, если вероятность по
падания на очень малый отрезок времени сразу двух или более 
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событий пренебрежимо мала по сравнению с вероятностью попа
дания только одного события. В ординарном потоке события 
происходят поодиночке, а не по два или более сразу 

Если поток одновременно обладает свойствами стационарнос
ти, ординарности и отсутствием последствия, то такой поток назы
вается простейшим (или пуассоновским) потоком событий. Мате
матическое описание воздействия такого потока на системы ока
зывается наиболее простым. Поэтому, в частности, простейший 
поток играет среди других существующих потоков особую роль. 

Рассмотрим на оси времени некоторый промежуток времени 
т. Допустим, вероятность попадания случайного события на этот 
промежуток/7, а полное число возможных событий — л. При на
личии свойства ординарности потока событий вероятность р 
должна быть достаточно малой величиной, а я — достаточно 
большим числом, поскольку рассматриваются массовые явления. 
В этих условиях для вычисления вероятности попадания на про
межуток времени т некоторого числа событий т можно восполь
зоваться формулой Пуассона: 

а т 
^m,ri^—r^ > (AW=0,A2), 

где величина а = пр- среднее число событий, попадающих на промежуток 
времени т, которое можно определить через интен
сивность потока событий X следующим образом: 

а = Хт. 

Размерность интенсивности потока X есть среднее число со
бытий в единицу времени. Между пик, р их имеется следующая 
связь: 

n = Xt; p = j , 

где / — весь промежуток времени, на котором рассматривается действие по
тока событий. 

Необходимо определить распределение интервала времени Т 
между событиями в таком потоке. Поскольку это случайная вели-
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чина, найдем ее функцию распределения. Как известно из теории 
вероятностей, интегральная функция распределения F(J) есть ве
роятность того, что величина Г будет меньше времени t, 

F(t) = P(T<t), 
По условию в течение времени Г не должно произойти ни од

ного события, а на интервале времени t должно появиться хотя 
бы одно событие. Эта вероятность вычисляется с помощью веро
ятности противоположного события на промежутке времени 
(0; /), куда не попало ни одного события, т.е. АИ = О, тогда 

F(t) = l-Po=l-^e-''=l-e-^\ t>0. 

Для малых At можно получить приближенную формулу, полу
чаемую заменой функции е~^'\ только двумя членами разложе
ния в ряд по степеням А/, тогда вероятность попадания на малый 
промежуток времени А/ хотя бы одного события составляет 

P(T<At) = l'-e'^^-^l- l-XA/ + -i(XA0^-7(^A/)^ 2 6 ^XAt. 

Плотность распределения промежутка времени между двумя 
последовательными событиями получим, продифференцировав 
F{t) по времени, 

ЛО = >^е"^,/>0. 

Пользуясь полученной функцией плотности распределения, 
можно получить числовые характеристики случайной величины 
Т: математическое ожидание Д/(7), дисперсию D{T) и среднее 
квадратическое отклонение а(7). 

M(T) = Xjt'e-^'dt = ^; D(T)^\; а(Г) = | . 
О ^ Х^ ^ 

Отсюда можно сделать следующий вывод: средний интервал 
времени Т между любыми двумя соседними событиями в про-
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стейшем потоке в среднем равен 1Д и его среднее квадратичес-
кое отклонение также равно 1Д, где X — интенсивность потока, 
т.е. среднее число событий, происходящих в единицу времени. 
Закон распределения случайной величины, обладающей такими 
свойствами М(Т)= Т, называется показательным (или экспонен
циальным), а величина X является параметром этого показатель
ного закона. Таким образом, для простейшего потока математи
ческое ожидание интервала времени между соседними события
ми равно его среднеквадратическому отклонению. 

В этом случае вероятность того, что число заявок, поступаю
щих на обслуживание за промежуток времени /, равно к, опреде
ляется по закону Пуассона: 

где X — интенсивность поступления потока заявок, среднее число событий в 
СМО за единицу времени, например 

чел, руб. чеков докум. кг т 
мин' ч ' ч ' день ' ч ' год 

Для такого потока заявок время между двумя соседними заяв
ками Г распределено экспоненциально с плотностью вероятнос
ти: 

ЛО = Ае-Ч 

Случайное время ожидания в очереди начала обслуживания 
/Q^ тоже можно считать распределенным экспоненциально: 

л и = К. е-̂ о̂ч, 

где V — интенсивность потока прохода очереди, определяемая средним чис
лом заявок, проходящих на обслуживание в единицу времени: 

1 

где Гдц ~ среднее время ожидания обслуживания в очереди. 
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Выходной поток заявок связан с потоком обслуживания в ка
нале, где длительность обслуживания t^^^ является тоже случай
ной величиной и подчиняется во многих случаях показательному 
закону распределения с плотностью вероятности: 

Л W) = \^ ' e'̂ ^^S 
где \х. — интенсивность потока обслуживания, т.е. среднее число заявок, об

служиваемых в единицу времени: 

1 

'обе 

чел. руб. чеков докум. кг т 
мин ' ч ' ч ' день ' ч ' год 

где /обе ~ среднее время обслуживания заявок. 

Важной характеристикой СМО, объединяющей показатели 
лиц, является интенсивность нагрузки: Р =—, которая показыва
ет степень согласования входного и выходного потоков заявок 
канала обслуживания и определяет устойчивость системы массо
вого обслуживания. 

Кроме понятия простейшего потока событий часто приходит
ся пользоваться понятиями потоков других типов. Поток собы
тий называется потоком Пальма, когда в этом потоке промежутки 
времени между последовательными событиями Tj, Т2, ..., Т̂ ,̂ ..., 
Тп являются независимыми, одинаково распределенными, слу
чайными величинами, но в отличие от простейшего потока не 
обязательно распределенными по показательному закону. Про
стейший поток является частным случаем потока Пальма. 

Важным частным случаем потока Пальма является так назы
ваемый поток Эрланга. Этот поток получается «прореживанием» 
простейшего потока. Такое «прореживание» производится путем 
отбора по определенному правилу событий из простейшего пото
ка. Например, условившись учитывать только каждое второе со
бытие из образующих простейший поток, мы получим поток Эр-
ланга второго порядка. Если брать только каждое третье событие, 
то образуется поток Эрланга третьего порядка и т.д. Можно полу
чить потоки Эрланга любого к-то порядка. Очевидно, простей
ший поток есть поток Эрланга первого порядка. 
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Любое исследование системы массового обслуживания начи
нается с изучения того, что необходимо обслуживать, следова
тельно, с изучения входящего потока заявок и его характеристик. 

Поскольку моменты времени /̂  и интервалы времени поступ
ления заявок т, затем продолжительность операций обслужива
ния /обе и время ожидания в очереди Ẑ ,̂ а также длина очереди 
/Q̂  — случайные величины, то, следовательно, характеристики со
стояния СМО носят вероятностный характер, а для их описания 
следует применять методы и модели теории массового обслужи
вания. 

Перечисленные выше характеристики к, т, X, L^^, Т^^, v, t^Q^, 
|Li, р, Р^ являются наиболее общими для СМО, которые являются 
обычно лишь некоторой частью целевой функции, поскольку 
необходимо учитывать еще и показатели коммерческой деятель
ности. 

Анализ входного потока заявок 

Пример 1. Результаты наблюдения за потоком покупателей в 
секции универмага в течение 10 дней работы и проведения реги
страции количества покупателей в течение каждого часа работы 
представлены в табл. 6.2.1. 

Таблица 6.2.1 

1 1 
2 
3 
4 
5 
6 

' 7 
8 
9 
10 

1 

2 
3 
1 
4 
2 
3 
4 
1 
3 
2 

2 

4 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
2 
4 
2 

3 

2 
3 
4 
4 
3 
3 
4 
2 
6 
3 

4 

3 
2 
3 
5 
7 
4 
3 
4 
3 

J 

5 

4 
7 
4 
9 
3 
5 
8 
3 
4 
6 

6 

3 
2 
6 
3 
6 
5 
3 
4 
2 
4 

7 

5 
3 
4 
4 
2 
3 
4 
2 
4 
2 

8 

2 
3 
2 
4 
3 
2 
3 
4 
2 
5 
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Определим интенсивность входящего потока покупателей за 
час работы магазина и, используя критерий Пирсона с уровнем 
значимости а = 0,05, обоснуем предположение, что поток описы
вается пуассоновским законом распределения (приложения 1,2). 

Решение 
1. Сгруппируем данные по числу покупателей к, посетивших 

магазин в течение часа, а результаты представим в виде таблицы: 

к 
f 

1 

3 

2 

19 

3 

23 

4 

21 

5 

6 

6 

4 

7 

2 

8 

1 

9 

1 

Вычислим интенсивность потока: 

279 
9 

Х = к=^ = =^ = ЪА9 пок/ч. 
оО 

9 
ЕЛ-
/=1 

Найдем теоретические частоты по формуле 
9 

fT^N^e-^, где ЛГ = Ху;.=80. 

к 
f 

1 

8,53 

2 

14,9 

3 

17,3 

4 

15,1 

5 

10,5 

6 

6,11 

7 

3,05 

8 

1,33 

9 

0,51 

2. Вычислим наблюдаемое значение критерия Пирсона по 
формуле 

Хнабл " 2̂  lUi-fh та 
'•=1 ft' 

= 12,51. 

3. По заданному уравню значимости а = 0,05 и числу степе
ней свободы V = л — 2, где п — число групп в ряду (в нашем слу-
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чае л = 9), по таблице значений критических точек х -распреде
ления определим % '2^ iay.t кр (0,05,7) = 14,1 (приложение 2). 

4. Поскольку X набл ̂  X кр> ТО можно считать в нашем случае 
это условие выполняется: 12,51 < 14,1, входящий поток покупате
лей описывается пуассоновским законом распределения с интен
сивностью Я. 

Пример 2. Результаты наблюдения за потоком покупателей в 
течение 7 дней работы универмага и проведения регистрации по
купателей за каждый час представлены в табл. 6.2.2. 

Таблица 6.2.2 

^\^^^Часы 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

1 

2 
3 
2 
4 
3 
5 
2 

2 

3 
4 
3 
5 
2 
3 
5 

3 

6 
5 
4 
3 
9 
5 
8 

4 

3 
4 
5 

10 
5 

12 
4 

5 

5 
3 
4 
5 
4 
5 
7 

6 

11 ' 
8 
5 
3 
4 
3 
5 

7 

6 
4 
6 
4 
5 
2 
6 

8 

4 
2 
5 
2 
3 
7 
4 

Определим интенсивность входящего потока покупателей в 
расчете на час работы и по критерию Пирсона с уровнем значи
мости а = 0,05; обоснуем предположение о том, что поток описы
вается пуассоновским законом распределения. 

Решение. Используем модели алгоритма. Получим: Л, = 4,66 
пок/ч; х̂ набл "̂  15,32 < Х к̂р(̂ ' ^) ~ 16,9, что свидетельствует о пра
вильном предположении о пуассоновском законе распределения 
входящего потока покупателей. 

Анализ потока обслуживания заявок 

Пример 3. Результаты регистрации продолжительности обслу
живания покупателей в обувной секций универмага приведены в 
табл. 6.2.3. 
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Таблица 6.2,3 

№ интервала 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Интервал времени 
обслуживания Л/, мин 

0-5 
5-10 
10-15 
15-20 
20-25 
25-30 
30-35 
35-40 

Частота/ 

17 
20 
19 
И 
9 
6 
3 

1 1 
Определим среднее время t^^ и интенсивность \х обслужива

ния покупателей, затем по критерию Пирсона с уровнем значи
мости а = 0,05 обоснуем предположение, что время обслужива
ния распределяется по показательному закону 

Решение 
1. Для каждого интервала A/j вычислим его середину по фор

муле _ 

ti=- -, /=(1;8). 

№ интервала 

^ 

1 

2,5 

2 

7,5 

3 

12,5 

4 

17,5 

5 

22,5 

6 

27,5 

7 

32,5 

8 

37,5 

2. Вычислим среднее время обслуживания t^Q^ и интенсив
ность обслуживания |LI: 

' обе ~~ 
^У' 1125 

/=1 
86 = 13,08 мин. 

ц = = = 0,08 пок/мин = 4,8 пок/ч. 
W 13,08 
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3. Найдем теоретические частоты по формуле 
g 

fj = iV(e'*''-' -е**''), где N=^fi= 86. 
(=1 

№ интервала 

рт 

1 

27 

2 

19 

3 

13 

4 

9 

5 

6 

6 

4 

7 

3 

8 

2 

4. Вычислим наблюдаемое значение критерия Пирсона по 
формуле 

Х^набл̂ Е^̂ ^ У ^ =10,7. 

5. По заданному уровню значимости а = 0,05 и числу степе
ней свободы V = /Z — 2, где л - число групп в ряду (в нашем случае 
л = 8) по таблице значений критических точек х^-распределения 
определим y}j^o., v): Х к̂р(0,05, 6) = 12,59. 

6. Сравним, если X „абл ^ X кр» то можно считать, что время об
служивания покупателей распределено по показательному зако
ну с интенсивностью jn, поскольку в нашем случае это условие 
выполняется: 10,7 < 12,59. 

Пример 4. Результаты наблюдения за работой консультантов 
специализированного магазина аудио- и видеотехники по време
ни обслуживания покупателей представлены в табл. 6.2.4. 

Таблица 6.2.4 

№ интервала 

1 
2 
3 
4 

! 5 
6 

Интервал времени 
обслуживания, мин 

0-5 
5-10 
10-15 
15-20 
20-25 
25-30 

Частота/ 

27 
23 
18 
И 
8 

3 1 
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Определим среднее время /̂ gc ^ интенсивность \х обслужива
ния покупателей и по критерию Пирсона с уровнем значимости 
а = 0,05 обоснуем предположение о том, что время обслуживания 
распределено по показательному закону. 

/обе = 10,22 мин, |я = 6 пок/ч, X „̂бл = 6,75; % (а, v) = 9,49 

Пример 5. Результаты регистрации входного потока посетите
лей в течение дня и значения его характеристики приведены в 
табл. 6.2.5. 

Таблица 6,2.5 

Интервалы 
времени, 

ч 

8-9 

9-10 

1 10-11 
1 11-12 

12-13 

13-14 

14-15 

15-16 

16-17 

17-18 

18-19 

19-20 

Итого 

Макси
мальное 

количество 
покупате
лей, чел. 

300 

500 

800 

1000 

700 

0 

900 

800 

700 

800 

500 

400 

7400 

Ма 
мал 

инте 
но 

пот 

^тах 

КСИ-

ьная 
нсив-
сть 
гока 

1 1 
мин] 

5,0 

8,3 

13,3 

16,6 

11,6 

0 

15,0 

13,3 

11,6 

13,3 

8,3 

6,6 

^тах ~ 10>2 

Мини
мальное 

количество 
покупате
лей, чел. 

200 

400 

500 

300 

300 

0 

200 

300 

100 

300 

100 

300 

3000 

Мини
мальная 

интенсив
ность 

потока 

х • [ -1-1 
1 "^•"[MHHJ 

3,3 

6,6 

8,3 

5,0 

5,0 

0 

3,3 

5,0 

1,6 

5,0 

1,6 

5,0 

>̂ min = 4,14 

Среднее 
количество 
покупате
лей, чел. 

250 

450 

650 

650 

500 

0 

550 1 
550 

400 1 
550 1 
300 1 
350 1 

5200 
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По приведенным данным поток посетителей в течение дня не 
постоянен: в разные часы работы магазина в него заходит разное 
количество посетителей, причем разность между максимальным 
и минимальным количеством посетителей, зашедших в магазин в 
течение часа, весьма существенна (от 100 до 1000 человек). 

Однако на ограниченном промежутке времени, например в 
течение часа, поток посетителей может считаться простейшим. 
Если к тому же длительности интервалов между двумя соседними 
событиями распределены по закону Пуассона, следовательно, 
можно вычислить интенсивность потока посетителей для каждо
го часа работы магазина, а также их среднее значение. 

Интенсивность потока покупателей в течение дня, как и ко
личество посетителей магазина, является величиной непостоян
ной и изменяется в пределах от Х^^^ =1,6 пок/мин до Х^^^^ = 16,6 
пок/мин, однако эти значения можно усреднить, и тс>гда получа
ются следующие значения Х^^^ = 4,14 пок/мин и Х^^ = 10,21 
пок/мин. Среднее значение интенсивности потока посетителей в 
течение дня Х^^ = 7,2 1 пок/мин. 

Рассмотрим распределение потока посетителей того же мага
зина, но уже в течение недели. Динамика потока посетителей 
представлена в табл. 6.2.6, в которой значения интенсивности яв
ляются усредненными характеристиками потока для каждого дня 
недели. 

Таблица 6.2.6 

Интервал 
времени, дн. 

Понедельник 

Вторник 

Среда 

Четверг 

Пятница 

Суббота 

Итого 

Количество 
посетителей, чел. 

4000 

3600 

6000 

3000 

6800 

7200 

30600 

Интенсивность потока А, 

пок/ч 

333,3 

300,0 

500,0 

250,0 

566,0 

600,0 

А, = 364,3 

пок/мин 

5,5 

5,0 

8,3 

4,2 

9,4 

10,0 

^ = 6,1 
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Следует отметить, что максимальные (минимальные) значе
ния интенсивности потока, которые приведены в табл. 6.2.6 
(̂ тах ~ 10,2, Xjnin "= 4,2), примерно совпадают со средними значе
ниями интенсивности, приведенными в табл. 6.2.5 (к^ах ~ 10»2 в 
1/мин, Xn̂jn = 4,14 в 1/мин). 

Изучение потока посетителей магазина помогает рациональ
но организовать работу СМО, а также работу продавцов и касси
ров в течение рабочего дня, добиться более равномерной загруз
ки торговых работников, повысить эффективность их труда. 

Рассмотрим характеристики потока обслуживания на приме
ре работы секции по продаже радио- и телеаппаратуры. Результа
ты хронометража времени обслуживания покупателей разным 
числом продавцов в магазине представлены в табл. 6.2.7. 

Таблица 6.2.7 
Количество 

обслуживаемых 
покупателей, чел. 

10 
18 
28 
36 
46 
54 

Время обслуживания /̂ бс» ^^^ 

2 продавца 

30 
42 
53 
67 

4 продавца 

18 
26 
32 
38 
45 
53 

6 продавцов 

10 
15 
22 
24 
28 
32 

По приведенным данным можно рассчитать интенсивность 
обслуживания покупателей при различной организации торгово
го процесса: все продавцы работают как одна бригада и тогда они 
образуют один канал обслуживания, каждый продавец работает 
самостоятельно и тогда число каналов обслуживания будет опре
деляться количеством продавцов. 

Для случая бригадной организации торгового процесса полу
чили следующую интенсивность обслуживания (табл. 6.2.8). 

По данным табл. 6.2.8 с увеличением количества продавцов, 
образующих канал обслуживания, увеличивается интенсивность 
обслуживания ц. 
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Таблица 6,2.8 
Количество 

обслуживаемых 
покупателей, чел. 

10 
18 
28 
36 
46 
54 

Интенсивность обслуживания пок/мин, \i 

2 продавца 

0,33 
0,43 
0,53 
0,54 

4 продавца 

0,55 
0,69 
0,87 
0,95 
1,02 
1,02 

6 продавцов 

1,00 
1,20 
1,27 
1,50 
1,64 
1,69 1 

Для случая, когда каждый продавец работает самостоятельно, 
получили значения интенсивности обслуживания, которые при
ведены в табл. 6.2.9. 

Таблица 6.2.9 
Количество 

обслуживаемых 
покупателей, чел. 

10 
18 

I 28 
36 
46 
54 

Интенсивность обслуживания пок/мин, \х 
2 продавца = 

= 2 канала 
0,16 
0,22 
0,26 
0,27 

4 продавца = 
= 4 канала 

0,14 
0,17 
0,22 
0,24 
0,26 
0,26 

6 продавцов = 
= 6 каналов 

0,16 
0,2 
0,21 
0,25 
0,27 
0,28 1 

По данным табл. 6.2.9 видно, что независимо от количества 
продавцов интенсивности обслуживания для каждого канала 
примерно одинаковы, что свидетельствует, в свою очередь, о рав
номерной загрузке продавцов. 

Таким образом, изучая входные потоки обслуживания, можно 
оценить производительность каналов обслуживания, степень их 
загрузки и разработать рекомендации по рациональной органи
зации работы систем массового обслуживания. 
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6.2.2. Графы состояний СМО 

При анализе случайных процессов с дискретными состояния
ми и непрерывным временем удобно пользоваться вариантом схе
матичного изображения возможных состояний СМО (рис. 6.2.1) в 
виде графа с разметкой его возможных фиксированных состоя
ний. Состояния СМО изображаются обычно либо прямоуголь
никами, либо кружками, а возможные направления переходов из 
одного состояния в другое ориентированы стрелками, соединяю
щими эти состояния. Например, размеченный граф состояний 
одноканальной системы случайного процесса обслуживания в га
зетном киоске приведен на рис. 6.2.1. 

^01 1̂2 

^10 ^21 

Рис, 6.2,1, Размеченный граф состояний СМО 

Система может находиться в одном из трех состояний: *So — 
канал свободен, простаивает, Si — канал занят обслуживанием, 
S2 — канал занят обслуживанием и одна заявка в очереди. Пере
ход системы из состояния SQ В SI происходит под воздействием 
простейшего потока заявок интенсивностью XQI, а из состояния 
Si в состояние 5*0 систему переводит поток обслуживания с ин
тенсивностью XiQ. Граф состояний системы обслуживания с про
ставленными интенсивностями потоков у стрелок называется 
размеченным. Поскольку пребывание системы в том или ином 
состоянии носит вероятностный характер, то вероятность p^{t) 
того, что система будет находиться в состоянии S^ в момент вре
мени /, называется вероятностью /-го состояния СМО и опреде
ляется числом поступивших заявок к на обслуживание. 

Случайный процесс, происходящий в системе, заключается в 
том, что в случайные моменты времени t^, /j, /2,..., /̂ ,̂..., /„ систе
ма оказывается в том или другом заранее известном дискретном 
состоянии последовательно. Такая случайная последователь-
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ность событий называется марковской цепью, если для каждого 
шага вероятность перехода из одного состояния S^ в любое другое 
Sj не зависит от того, когда и как система перешла в состояние iŜ . 
Описывается марковская цепь с помощью вероятности состоя
ний, причем они образуют полную группу событий, поэтому их 
сумма равна единице. Если вероятность перехода не зависит от 
номера к, то марковская цепь называется однородной. Зная на
чальное состояние системы обслуживания, можно найти вероят
ности состояний для любого значения /:-числа заявок, поступив
ших на обслуживание. 

6.2.3. Случайные процессы 

Переход СМО из одного состояния в другое происходит слу
чайным образом и представляет собой случайный процесс. Рабо
та СМО — случайный процесс с дискретными состояниями, по
скольку его возможные состояния во времени можно заранее пе
речислить. Причем переход из одного состояния в другое 
происходит скачкообразно, в случайные моменты времени, по
этому он называется процессом с непрерывным временем. Таким 
образом, работа СМО представляет собой случайный процесс с 
дискретными состояниями и непрерывным временем. Напри
мер, в процессе обслуживания оптовых покупателей на фирме 
«Кристалл» в Москве можно фиксировать заранее все возможные 
состояния простейших СМО, которые входят в весь цикл ком
мерческого обслуживания от момента заключения договора на 
поставку ликеро-водочной продукции, ее оплаты, оформления 
документов, отпуска и получения продукции, погрузки и вывоза 
со склада готовой продукции. 

Из множества разновидностей случайных процессов наи
большее распространение в коммерческой деятельности получи
ли такие процессы, для которых в любой момент времени харак
теристики процесса в будущем зависят только от его состояния в 
настоящий момент и не зависят от предыстории — от прошлого. 
Например, возможность получения с завода «Кристалл» ликеро-
водочной продукции зависит от наличия ее на складе готовой 
продукции, т.е. его состояния в данный момент, и не зависит от 
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того, когда и как получали и увозили в прошлом эту продукцию 
другие покупатели. 

Такие случайные процессы называются процессами без по
следствия, или марковскими, в которых при фиксированном на
стоящем будущее состояние СМО не зависит от прошлого. Слу
чайный процесс, протекающий в системе, называется марков
ским случайным процессом, или «процессом без последствия», 
если он обладает следующим свойством: для каждого момента 
времени /Q вероятность любого состояния / > /Q системы S^ в буду
щем (t > to) зависит только от ее состояния в настоящем (при t = /Q) 
и не зависит от того, когда и каким образом система пришла в это 
состояние, т.е. от того, как развивался процесс в прошлом. 

Марковские случайные процессы делятся на два класса: про
цессы с дискретными и непрерывными состояниями. Процесс с 
дискретными состояниями возникает в системах, обладающих 
только некоторыми фиксированными состояниями, между кото
рыми возможны скачкообразные переходы в некоторые, заранее 
не известные моменты времени. Рассмотрим пример процесса с 
дискретными состояниями. В офисе фирмы имеются два телефо
на. Возможны следующие состояния у этой системы обслужива
ния: SQ — телефоны свободны; Si — один из телефонов занят; S2 -
оба телефона заняты. 

Процесс, протекающий в этой системе, состоит в том, что си
стема случайным образом переходит скачком из одного дискрет
ного состояния в другое. 

Процессы с непрерывными состояниями отличаются непре
рывным плавным переходом из одного состояния в другое. Эти 
процессы более характерны для технических устройств, нежели 
для экономических объектов, где обычно лишь приближенно 
можно говорить о непрерывности процесса (например, непре
рывном расходовании запаса товара), тогда как фактически все
гда процесс имеет дискретный характер. Поэтому далее мы будем 
рассматривать только процессы с дискретными состояниями. 

Марковские случайные процессы с дискретными состояни
ями в свою очередь подразделяются на процессы с дискретным 
временем и процессы с непрерывным временем. В первом слу
чае переходы из одного состояния в другое происходят только в 
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определенные, заранее фиксированные моменты времени, тог
да как в промежутки между этими моментами система сохраня
ет свое состояние. Во втором случае переход системы из состо
яния в состояние может происходить в любой случайный мо
мент времени. 

На практике процессы с непрерывным временем встречаются 
значительно чаще, поскольку переходы системы из одного состо
яния в другое обычно происходят не в какие-то фиксированные 
моменты времени, а в любые случайные моменты времени. 

Для описания процессов с непрерывным временем использу
ется модель в виде так называемой марковской цепи с дискретны
ми состояниями системы, или непрерывной марковской цепью. 

6.2.4. Уравнения Колмогорова 
Рассмотрим математическое описание марковского случайно

го процесса с дискретными состояниями системы SQ, SI, S2 
(см. рис. 6.2.1) и непрерывным временем. Полагаем, что все пере
ходы системы массового обслуживания из состояния S^ в состоя
ние Sj происходят под воздействием простейших потоков событий 
с интенсивностями Х^, а обратный переход — под воздействием 
другого потока Ху, Введем обозначение р^ как вероятность того, 
что в момент времени / система находится в состоянии Sy. Для лю
бого момента времени / справедливо записать нормировочное ус
ловие — сумма вероятностей всех состояний равна 1: 

2 
lPi(t) = PQ(t) + Pi(t) + P2(t)=^h 
/=0 

Проведем анализ системы в момент времени /, задав малое 
приращение времени А/, и найдем вероятность/?! (/ + At) того, что 
система в момент времени (/ + А/) будет находиться в состоянии 
iSj, которое достигается разными вариантами: 

а) система в момент / с вероятностью/?,(/) находилась в состо
янии Si и за малое приращение времени А/ так и не перешла в 
другое соседнее состояние — ни в SQ, НИ В S2^ Вывести систему из 
состояния Sj можно суммарным простейшим потоком с интен
сивностью (kiQ + Х12), поскольку суперпозиция простейших по-
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токов также является простейшим потоком. На этом основании 
вероятность выхода из состояния S^ за малый промежуток време
ни At приближенно равна (XJQ + Л12) • А/. Тогда вероятность невы
хода из этого состояния равна [1 — (Хю + ^12) * А ]̂- В соответствии 
с этим вероятность того, что система останется в состоянии S^ на 
основании теоремы умножения вероятностей, равна: 

/;i(0[l-(Xio + Xi2)-A/]; 

б) система находилась в соседнем состоянии SQ И за малое 
время А/ перешла в состояние S^. Переход системы происходит 
под воздействием потока XQI С вероятностью, приближенно рав
ной XQI At. 

Вероятность того, что система будет находиться в состоянии 
Si, в этом варианте равна/7о(0 ^oi ^^' 

в) система находилась в состоянии iS'2 и за время At перешла в 
состояние Si под воздействием потока интенсивностью 2̂1 с ве
роятностью, приближенно равной Я21А/. Вероятность того, что 
система будет находиться в состоянии Si, равна/72(0 '^2А^-

Применяя теорему сложения вероятностей для этих вариан
тов, получим выражение: 

Pi(t + АО =piit) [1 - (Xjo + Я12) At] +pQ(t) XoiAt + P2m2iAt, 

которое можно записать иначе: 

Pl(t + AO-Pi(t)^^^^^^^^^ ^/72(0^21 -Р1ШХ10 +Я12). 

Переходя к пределу при А/ -^ О, приближенные равенства пе
рейдут в точные, и тогда получим производную первого порядка 

что является дифференциальным уравнением. 
Проводя рассуждения аналогичным образом для всех других 

состояний системы, получим систему дифференциальных урав
нений, которые называются уравнениями А.Н. Колмогорова: 
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" ^ = /?0^01+/^2^21~Л(^10+^12)» 

Для составления уравнений Колмогорова существуют общие 
правила. 

Уравнения Колмогорова позволяют вычислить все вероятно
сти состояний СМО Sf в функции времени/7,(0- В теории случай
ных процессов показано, что если число состояний системы ко
нечно, а из каждого из них можно перейти в любое другое состо
яние, то существуют предельные (финальные) вероятности 
состояний, которые показывают на среднюю относительную ве
личину времени пребывания системы в этом состоянии. Если 
предельная вероятность состояния SQ равна/̂ Q = 0,2, то, следова
тельно, в среднем 20% времени, или 1/5 рабочего времени, систе
ма находится в состоянии SQ. Например, при отсутствии заявок 
на обслуживание к = О, PQ= 0,2, следовательно, в среднем 2 ч в 
день система находится в состоянии SQ И простаивает, если про
должительность рабочего дня составляет 10 ч. 

Поскольку предельные вероятности системы постоянны, то, 
заменив в уравнениях Колмогорова соответствующие производ
ные нулевыми значениями, получим систему линейных алгебра
ических уравнений, описывающих стационарный режим СМО. 
Такую систему уравнений составляют по размеченному графу со
стояний СМО по следующим правилам: слева от знака равенства 
в уравнении стоит предельная вероятность р^ рассматриваемого 
состояния ^i умноженная на суммарную интенсивность всех по
токов, выводящих (выходящие стрелки) из данного состояния S^ 
систему, а справа от знака равенства — сумма произведений ин
тенсивности всех потоков, входящих (входящие стрелки) в состо
яние Sf систему, на вероятность тех состояний, из которых эти по
токи исходят. Для решения подобной системы необходимо доба
вить еще одно уравнение, определяющее нормировочное 
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условие, поскольку сумма вероятностей всех состояний СМО 
равна 1: 

/=1 

Например, для СМО, имеющей размеченный граф из трех со
стояний -5*0, Si, S2 рис. 6.2.1, система уравнений Колмогорова, со
ставленная на основе изложенного правила, имеет следующий 
вид: 

Выходящие Входящие 
Для состояния SQ-^ PQ- XQI = Pi • Хю 
Для состояния iSj—> (̂ 10 +^12) ~ Po^oi "^ Pii^ii 
Для состояния Sj —> P2^2l ~ Pl^n 

Р0-^Р\-^Р2 = 1 

Пример 1. Составим систему уравнений Колмогорова в об
щем виде для случая, когда граф состояний имеет вид (рис. 6.2.2): 

^1 

М2 ^23 ^34 

Л.21 ^32 ^43 

Рис. 6.2.2, Размеченный граф состояний СМО 

Плотность вероятностей этих переходов указана рядом с со
ответствующими стрелками. Пользуясь приведенными выше 
правилами, получаем систему уравнений: 

^ = A2i/72(/)-Xi2A(0, 

dpiJt) 
dt 

dt 

>112/?1(0 + >^32/^з(0-(>^21+^2з)/'2(0, 

= ^23/^2(0+>^43/^4(0-(>-32+^34)/'з(0, 
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Px{t)+P2{t)+P^{t)+P,{t)^\. 

к этим уравнениям надо добавить еще начальные условия. 
Например, если при / = О система S находится в состоянии î i, то 
начальные условия можно записать так: 

/?j(0)=l,/?2(0)=;?3(0)=/^4(0) = 0. 

Переходы между состояниями СМО происходят под воздей
ствием поступления заявок и их обслуживания. Вероятность пе
рехода в случае, если поток событий простейший, определяется 
вероятностью появления события в течение времени А/, т.е. вели
чиной элемента вероятности перехода Х̂у А/, где Я,у — интенсив
ность потока событий, переводящих систему из состояния / в со-
стояниеу (по соответствующей стрелке на графе состояний). 

Если все потоки событий, переводящие систему из одного 
состояния в другое, простейшие, то процесс, протекающий в си
стеме, будет марковским случайным процессом, т.е. процессом 
без последствия. В этом случае поведение системы достаточно 
просто определяется, если известны интенсивность всех этих 
простейших потоков событий. Например, если в системе проте
кает марковский случайный процесс с непрерывным временем, 
то, записав систему уравнений Колмогорова для вероятностей 
состояний и проинтегрировав эту систему при заданных началь
ных условиях, получим все вероятности состояний как функции 
времени: 

Л(0,Л(0, ...,Л(0. 

Во многих случаях на практике оказывается, что вероятности 
состояний как функции времени ведут себя таким образом, что 
существует 

MmPi{t) = Pi (/ = 1,2,...,«) 
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независимо от вида начальных условий. В этом случае говорят, 
что существуют предельные вероятности состояний системы при 
/ -> оо и в системе устанавливается некоторый предельный стаци
онарный режим. При этом система случайным образом меняет 
свои состояния, но каждое из этих состояний осуществляется с 
некоторой постоянной вероятностью, определяемой средним 
временем пребывания системы в каждом из состояний. 

Вычислить предельные вероятности состояния/?,, можно, если 
в системе положить все производные равными О, поскольку в 
уравнениях Колмогорова при / -^ ©о зависимость от времени про
падает. Тогда система дифференциальных уравнений превраща
ется в систему обычных линейных алгебраических уравнений, 
которая совместно с нормировочным условием позволяет вычис
лить все предельные вероятности состояний. 

Пример 2. Запишем систему алгебраических уравнений для 
вычисления предельных вероятностей состояний системы, изоб
раженной на рис. 6.2.2. 

Для этого допустим, что 

^ = 0 (/ = 1;2;3;4), 

тогда из записанной ранее в примере 1 системы уравнений Кол
могорова получаем: 

^21/̂ 23 ~ ^12/̂ 1 =0 , 
^nPl +^23/^3 -(^21 +^2з)/^2 =0» 
^23Р2 +^43/^4 - (^32 +^34)Л =^» 
Хз4/?3 -^43/^4=0. 

И, Кроме того, мы должны учесть нормировочное условие: 

Любое из уравнений записанной системы можно исключить, 
использовав вместо него нормировочное условие. 
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6.2.5. Процессы «рождения-гибели» 
Среди однородных марковских процессов существует класс 

случайных процессов, имеющих широкое применение при пост
роении математических моделей в областях демографии, биоло
гии, медицины (эпидемиологии), экономики, коммерческой де
ятельности. Это так называемые процессы «рождения-гибели», 
марковские процессы со стохастическими графами состояний 
следующего вида: 

^ 
Ио 

Si 
1̂1 

А 
^2 

_5з] 
3̂ K-^ 

Sn 

Рис. 6.2.3. Размеченный граф процесса «рождения—гибели» 

Этот фаф воспроизводит известную биологическую интер
претацию: величина \ отображает интенсивность рождения но
вого представителя некоторой популяции, например кроликов, 
причем текущий объем популяции равен к\ величина |я является 
интенсивностью гибели (продажи) одного представителя этой 
популяции, если текущий объем популяции равен к. В частности, 
популяция может быть неограниченной (число п состояний мар
ковского процесса является бесконечным, но счетным), интен
сивность А, может быть равна нулю (популяция без возможности 
возрождения), например, при прекращении воспроизводства 
кроликов. 

Для марковского процесса «рождения—гибели», описанного 
стохастическим графом, приведенным на рис. 6.2.3, найдем фи
нальное распределение. Пользуясь правилами составления урав
нений для конечного числа п предельных вероятностей состоя
ния системы iS*!, 5*2, ̂ 3, ..., Sf^, ..., S^, составим соответствующие 
уравнения для каждого состояния: 

для состояния SQ — XQPO = Цо̂ 1; 
для состояния Si — (Xi + щ)рх = Яо̂ о •*" V^xPiy которое с учетом 

предьщущего уравнения для состояния S^ можно преобразовать к 
виду Xi/7i= 1̂ 1/72. 
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Аналогично можно составить уравнения для остальных со
стояний системы 5*2, ^3, ..., 5^ ..., S^. В результате получим следу
ющую систему уравнений: 

^о/^о=М'ОА 

^k-lPk-\ =\^kMlPk 

^п-\Рп-\ -l^nPn 
Ро +Л -^Pi-^-'-^Pk +... + /?„ =1. 

Решая эту систему уравнений, можно получить выражения, 
определяющие финальные состояния системы массового обслу
живания: 

•1 

Pl=—POy P2 

Следует заметить, что в формулы определения финальных ве
роятностей состояний Pi, /?2, Р2,у ..., Рп входят слагасмыс, являю
щиеся составной частью суммы выражения, определяющей р^, В 
числителях этих слагаемых находятся произведения всех интен
сивностеи, стоящих у стрелок графа состояний, ведущих слева 
направо до рассматриваемого состояния 5 ,̂ а знаменатели пред
ставляют собой произведения всех интенсивностеи, стоящих у 
стрелок, ведущих справа налево до рассматриваемого состояния 
Sj^, т.е. [XQ, iLij, |Li2, |Из, ..., Ц̂ . в связи с этим запишем эти модели в 
болео компактном виде: 
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Ро 

Г к-1 

к=1 и [in 
w=l 

k-l 

Рассмотрим применение полученных моделей для анализа 
системы массового обслуживания. 

Пример 1. Узел расчета мини-маркета состоит из двух кассо
вых аппаратов, размеченный граф состояний которого имеет вид, 
изображенный на рис. 6.2.4. 

So 
XQ 

S^ 
И1 

« 2 

SQ — состояние, когда обе кассы свободны; 
Si — одна касса занята (любая из двух); 
iS'2 — обе кассы заняты. 

Рис. 6.2.4. Размеченный граф состояний СМО 

Найдем предельные вероятности/?Q, Pi, Р2 при следующих ис
ходных данных: 

XQ = 1пок/мин; Xi = 0,8 пок/мин; |LII = Цо = 0,6 пок/мин. 

Составим систему алгебраических уравнений для вероятнос
тей переходов: 

\Ро =0,6 Ply 
mpi=o,6p2, 

В результате решения этой системы получаем значения пре
дельных вероятностей: PQ = 0,204; Pi = 0,341; /72 = 0,455. Следова
тельно, доля времени простоя узла расчета, когда нет заявок 
А: = О, составляет 20,4% от всего рабочего времени, 34,1 и 45,5% — 
от всего времени работы в системе обслуживания находятся соот-
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ветственно одна и две заявки. Рассмотренный граф является ча
стным случаем непрерывной марковской цепи — так называемой 
цепи размножения—гибели. Этот фаф представляет собой одну 
цепочку, в которой каждое из состояний связано прямой и обрат
ной связью с соседними состояниями. Во многих случаях задачи 
массового обслуживания могут быть решены путем построения и 
анализа соответствующей цепи «рождения-гибели». 

Контрольные вопросы 

1. Какой поток событий называется простейшим? 
2. Каковы свойства простейшего потока событий? 
3. Какие случайные процессы называются марковскими? 
4. Какие вероятностные характеристики полностью опреде

ляют любое распределение марковского процесса? 
5. Поясните природу интенсивностей переходов марковского 

процесса. 
6. Какой марковский процесс называется однородным? 
7. Запишите систему дифференциальных уравнений Колмо

горова. 
8. Что такое финальное распределение однородного марков

ского процесса? 
9. Запишите систему алгебраических уравнений для опреде

ления финального распределения. 
10. Что такое стохастический граф марковского случайного 

процесса? 
И. Какие процессы называют процессами «рождения-гибе

ли? 
12. Как найти финальное распределение процесса «рожде

ния—гибели»? 

6.3. Системы массового обслуживания 
в коммерческой деятельности 

Системы массового обслуживания в коммерческой деятель
ности являются базовой основой самой природы коммерции, по
скольку каждый шаг в этой сфере неизменно связан с обслужива-
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нием. Для облегчения процесса моделирования следует пользо
ваться классификацией СМО по различным признакам, для ко
торых пригодны определенные группы методов и моделей теории 
массового обслуживания, упрощающие подбор адекватных мате
матических моделей к решению задач обслуживания в коммерче
ской деятельности. 

Существующие варианты заявок, особенности их обслужива
ния и образования очередей, расположение, количество и орга
низация каналов обслуживания послужили причиной появления 
большого разнообразия СМО. Наиболее распространенные в 
коммерческой деятельности виды СМО представлены в виде 
классификационной структуры на рис. 6.3.1. В целом структура 
включает следующие десять основных классификационных при
знаков: организация потока заявок, количество каналов обслу
живания, характер образования очереди, ограничения на оче
редь, дисциплина очереди, характеристика каналов, расположе
ние каналов, вид ограничений на очередь, правило отбора 
заявок, наличие и характеристика приоритета. Перечисленные 
признаки являются ключевыми в проведении исследования и 
позволяют подобрать перечень необходимых и достаточных ха
рактеристик СМО в самом начале решения. Например, при про
ведении анализа системы массового обслуживания посуды в ка
фе.полагают, что система является замкнутой, многофазной, с 
ожиданием обслуживания, например, какого-либо вида посуды: 
стаканов, тарелок, ложек, вилок, затем продуктов для приготов
ления пищи, затем посетителей и др. Это позволяет выявить 
прежде всего наиболее существенные свойства СМО. 

По числу каналов обслуживания СМО разделяются на одно-
канальные л = 1 и многоканальные, для которых л > 2. К однока-
нальным СМО в коммерческой деятельности можно отнести 
практически любой вариант локального обслуживания, например 
выполняемые на рабочем месте операции одним бухгалтером, ме
неджером, коммерсантом, товароведом, экономистом, торговым 
аппаратом. В зависимости от взаимного расположения каналов 
системы подразделяются на СМО с параллельными и с последо
вательными каналами. В СМО с параллельными каналами вход
ной поток заявок на обслуживание является общим, и поэтому за-
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Рис. 6.3.1. Классификация систем массового обслуживания 
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явки в очереди могут обслуживаться любым свободным каналом, 
например официантами в ресторане. В таких СМО очередь на об
служивание можно рассматривать как общую. В СМО с последо
вательным расположением каналов каждый канал может рассма
триваться как отдельная одноканальная СМО или фаза обслужи
вания. Очевидно, выходной поток обслуженных заявок одной 
СМО является входным потоком для последующей СМО. 

Практически любые заявки в коммерческой деятельности: 
товары, посетители, торговое оборудование, деньги, документы, 
проходят множество фаз обслуживания, следовательно, коммер
ческие системы являются многофазными. 

В зависимости от характеристик каналов обслуживания мно
гоканальные СМО подразделяются на СМО с однородными и 
неоднородными каналами. Отличие состоит в том, что в СМО с 
однородными каналами заявка потока может обслуживаться лю
бым свободным каналом, а в СМО с неоднородными каналами 
отдельные заявки обслуживаются только специально для этой 
цели предназначенными каналами. В кафе, например, посети
тель проходит несколько разных по своему содержанию опера
ций обслуживания, каждая из которых может быть представлена 
в виде простейшей одноканальной СМО, называемой фазой об
служивания, а в целом весь процесс обслуживания только посе
тителей может быть представлен в виде структурной модели мно
гофазной СМО, представленной на рис. 6.3.2. 
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Рис. 6.3.2. Модель многофазной СМО обслуживания посетителей в кафе 
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Процесс движения товаров на коммерческом предприятии 
тоже можно представить в виде подобной многофазной СМО. 
Аналогичный подход можно использовать и по моделированию 
операций с другими видами заявок: деньгами, тарой, документа
ми и др. В целом модель кафе можно представить в виде множе
ства многофазных, одно- и многоканальных СМО, объединен
ных совокупностью взаимосвязанных операций по обслужива
нию заявок разного типа в виде сложной сети. В обобщенном 
виде подобного рода модель, только уже для супермаркета, при
ведена на рис. 6.3.3 с указанием заявок нескольких типов только 
на входе и выходе. 
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Рис. 6,3 J. Модель сложной СМО 
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К другим сложным СМО коммерческой деятельности отно
сятся посреднические фирмы, мини-маркеты, магазины, торго
вые павильоны, столовые, кафе, склады, базы, сети коммерчес
кой деятельности районов города. 

Модельное описание необходимо для целей анализа, который 
может учитывать не только характеристики входящих потоков и 
процессов обслуживания, но и внутреннюю структуру взаимо
связей, взаимопомощи, дисциплину и приоритеты обслужива
ния. Такой подход позволит, бол ее объективно прогнозировать 
перспективу работоспособности и разрабатывать действенные 
рекомендации по эффективному перестроению совокупностей 
существующих СМО, а также разработать рекомендации для 
вновь проектируемых сложных систем обслуживания. 

Каждая простейшая или сложная СМО в зависимости от чис
ла каналов обслуживания и их производительности, от характера 
потока заявок имеет пропускную способность, позволяющую ей 
более или менее успешно справляться с потоком заявок. Поэтому 
предметом исследования СМО в коммерческой деятельности яв
ляется установление зависимости между характером потока за
явок, числом каналов, их расположением, производительностью, 
правилами и эффективностью обслуживания для успешного до
стижения поставленной цели при малых затратах на создание и 
функционирование системы в целом. 

СМО в зависимости от возможности образования очереди 
подразделяются на два основных типа: СМО с отказами обслужи
вания и СМО с ожиданием (очередью) обслуживания. В СМО с 
отказами возможен отказ в обслуживании, если все каналы уже 
заняты обслуживанием, а образовывать очередь и ожидать обслу
живание нельзя. Примером таких СМО является множество ком
мерческих фирм, связь с которыми устанавливается по телефону, 
номера которых указаны в рекламной газете «Экстра-М». В СМО 
с ожиданиями пришедшая заявка, находящая все каналы обслу
живания занятыми, становится в очередь и ожидает, пока не ос
вободится хотя бы один из каналов. Такие системы в коммерчес
кой сфере имеют большое распространение, поскольку все по
ступающие заявки в коммерческие предприятия вынуждены 
ожидать начала обслуживания. 
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В то же время СМО с ожиданием подразделяются на СМО с 
неофаниченным ожиданием, или с неограниченной очередью 
LQ ,̂ ИЛИ временем ожидания Г̂ ,̂ и СМО с ограниченными ожи
даниями или очередью, в которых накладываются ограничения 
на максимально возможную длину очереди max L^^ = т или на 
максимально возможное время пребывания заявки в очереди max 
0̂4 ~ W' ^^^ ^^ время работы системы. 

Примерами СМО с офаничением на длину очереди являются 
СМО, предназначенные для приема, например, поступающих 
товаров в подсобные помещения, склады, хранилища, холодиль
ные камеры, емкости, вместимость которых, естественно, не бес
предельна, а время хранения и сроки реализации весьма офани-
чены. Отказы получают заявки, поступившие и нашедшие пол
ностью заполненными такие накопители, как, например, 
торговые залы ресторана, кафе. 

Примером СМО с Офаничением на время ожидания являет
ся обслуживание скоропортящихся товаров, готовых блюд в про
изводстве ресторана, кафе, плодоовощной продукции и продо
вольственных товаров, время хранения которых и обслуживания 
на всех операциях от начала до конца, конечно, Офаничено по 
причине большой скорости потери их свойств (качества, количе
ства, товарного вида и стоимости). В подобного типа СМО полу
чают отказ в обслуживании и не участвуют в дальнейшем процес
се наиболее «старые» заявки, т.е. испорченные товары, дольше 
всех находившиеся на хранении, у которых Т^^ > t^^^ = max t^^, и, 
следовательно, подлежащего списанию. 

В зависимости от организации потока заявок СМО подразде
ляются на разомкнутые и замкнутые. В разомкнутых СМО вы
ходной поток обслуженных заявок не связан с входным потоком 
заявок на обслуживание и имеет неофаниченный источник за
явок. 

В замкнутых СМО (рис. 6.3.4) обслуженные заявки в общем 
случае после некоторой временной задержки t^^ снова поступают 
на вход СМО и Ц2 заявок офаничен и входит в состав СМО. 
Примером такой системы в коммерческой деятельности является 
система обслуживания механиками торгового оборудования, ко
торое через некоторое время после ремонта все же опять прихо-
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Рис. 6.3.4. Модель замкнутой СМО 

дит в неисправное состояние и поступает с заявкой на обслужи
вание. В замкнутой СМО циркулирует одно и то же конечное 
число потенциальных заявок, например объем посуды (ложки, 
вилки, ножи, тарелки, стаканы) в кафе, столовой через торговый 
зал, мойку и раздачу, хотя следует заметить, что их количество по 
разным причинам постоянно изменяется (рис. 6.3.5). Пока по
тенциальные заявки циркулируют и не преобразовались на входе 
СМО в заявку на обслуживание, считается, что они находятся в 
линии задержки. 
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Рис. 6.3.5. Модель обслуживания посуды в кафе 

Фазы обслуживания разнородных заявок могут осуществ
ляться параллельно или последовательно, одновременно или не 
одновременно, иметь пересечения в местах схождения потоков 
заявок, например посетителей, блюд готовой продукции и денег 
у контролера-кассира (рис. 6.3.6). 

Типовые варианты СМО определяются также установленной 
дисциплиной очереди, которая зависит от правил преимущества 
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Рис. 6.3.6, Модель СМО кафе 

в обслуживании, т.е. приоритета. Приоритет отбора заявок на об
служивание может быть следующий: первый пришел — первый 
обслужен; последний пришел — первый обслужен; случайный от
бор. Для СМО с ожиданием и обслуживанием по приоритету воз
можны следующие виды: абсолютный приоритет, например, для 
сотрудников контрольно-ревизионного управления, министра; 
относительный приоритет, например, для директора в подведом
ственных ему предприятиях; специальные правила приоритета, 
когда обслуживание заявок, например, специальными служащи
ми банков денег в магазинах, что оговорено в соответствующих 
документах. Существуют и другие виды СМО: с поступлением 
групповых заявок, с каналами разной производительности, с на
дежными каналами обслуживанрш, с групповым обслуживанием, 
со смешанным потоком заявок. 

Перечисленные варианты СМО имеют место и распростране
ны в коммерческой деятельности. В своих совокупностях разные 
типы СМО, последовательно и параллельно объединенные, об
разуют более сложные многофазные структуры СМО: супермар
кет, торговое предприятие, столовая, кафе, ресторан, предприя
тие и организация общественного питания района, города и т.д. 
Моделирование СМО позволяет выявить существенные связи в 
коммерческой деятельности, а для их описания применить мето-
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ды и модели теории массового обслуживания и разработать реко
мендации по реорганизации, направленные на совершенствова
ние систем массового обслуживания, базируясь на количествен
ном обосновании управленческих решений. Важнейшим 
началом в этой работе являются замысел и экономико-математи
ческая постановка задач массового обслуживания, что и будет 
рассмотрено в следующем разделе. 

Контрольные вопросы 

1. Каково определение термина «система»? 
2. Что такое система массового обслуживания? 
3. Зачем нужна теория массового обслуживания? 
4. Каковы классификационные признаки СМО? 
5. Что такое СМО с отказами? 
6. Что такое СМО с ожиданием? 
7. Что такое многофазная СМО? 
8. Что такое замкнутая СМО? 
9. Приведите примеры замкнутых СМО. 
10. Представьте коммерческое предприятие в виде совокуп

ности простейших СМО. 

6.4. Экономико-математическая постановка задач 
массового обслуживания 

Правильная или наиболее удачная экономико-математичес
кая постановка задачи в значительной степени определяет полез
ность рекомендаций по совершенствованию систем массового 
обслуживания в коммерческой деятельности. 

В связи с этим необходимо тщательно проводить наблюдение 
за процессом обслуживания в системе, поиска и выявления су
щественных связей, формирования проблемы, вьщеления цели, 
определения показателей и вьщеления экономических критериев 
оценки работы СМО. В этом случае в качестве наиболее общего, 
интегрального показателя могут выступать затраты, с одной сто
роны, СМО коммерческой деятельности как обслуживающей си-
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стемы, а с другой — затраты заявок, которые могут иметь разную 
по своему физическому содержанию природу. 

Повышение эффективности в любой сфере деятельности 
К. Маркс в конечном счете рассматривал как экономию времени 
и усматривал в этом один из важнейших экономических законов. 
Он писал, что экономия времени, равно как и планомерное рас
пределение рабочего времени по различным отраслям производ
ства, остается первым экономическим законом на основе кол
лективного производства. Этот закон проявляется во всех сферах 
общественной деятельности. 

Для товаров, в том числе и денежных средств, поступающих в 
коммерческую сферу, критерий эффективности связан со време
нем и скоростью обращения товаров и определяет интенсивность 
поступления денежных средств в банк. Время и скорость обраще
ния, являясь экономическими показателями коммерческой дея
тельности, характеризуют эффективность использования 
средств, вложенных в товарные запасы. Товарооборачиваемость 
отражает среднюю скорость реализации среднего товарного запа
са. Показатели товарооборачиваемости и уровня запасов тесно 
связаны известными моделями. Таким образом, можно просле
дить и установить взаимосвязь этих и других показателей ком
мерческой деятельности с временными характеристиками. 

Следовательно, эффективность работы коммерческого пред
приятия или организации складывается из совокупности време
ни выполнения отдельных операций обслуживания, в то же вре
мя для населения затраты времени включают время на дорогу, по
сещение магазина, столовой, кафе, ресторана, ожидание начала 
обслуживания, ознакомление с меню, выбор продукции, расчет и 
т.д. Проведенные исследования структуры затрат времени насе
ления свидетельствуют о том, что значительная его часть расхо
дуется нерационально. Заметим, что коммерческая деятельность 
в конечном счете направлена на удовлетворение потребности че
ловека. Поэтому усилия моделирования СМО должны включать 
анализ затрат времени по каждой элементарной операции обслу
живания. С помощью соответствующих методов следует созда
вать модели связи показателей СМО. Это обусловливает необхо
димость наиболее общие и известные экономические показате-
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ли, такие как товарооборот, прибыль, издержки обращения, рен
табельность и другие, увязывать в экономико-математических 
моделях с дополнительно возникающей группой показателей, 
определяемых спецификой обслуживающих систем и вносимых 
собственно спецификой теории массового обслуживания 

Например, особенностями показателей СМО с отказами яв
ляются: время ожидания заявок в очереди Т^^ = О, поскольку по 
своей природе в таких системах существование очереди невоз
можно, то LQ^ = О И, следовательно, вероятность ее образования 
PQ^ = 0. По числу заявок к определяется режим работы системы, 
ее состояние: при А: = О — простой каналов, при К к<п — обслу
живание заявок, при к> п — обслуживание и отказ. Показателя
ми таких СМО являются вероятность отказа в обслуживании Р^^, 
вероятность обслуживания Р^^, среднее время простоя канала 
/пр, среднее число занятых п^, и свободных каналов п^^, среднее 
время обслуживания t^Q^, абсолютная пропускная способность А. 

Для СМО с неограниченным ожиданием характерно, что веро
ятность обслуживания заявки Р̂ бс ̂  Ь поскольку длина очереди 
и время ожидания начала обслуживания не ограничены, т.е. фор
мально LQ^ ~> оо и TQ^ -^ оо. В таких системах возможны следую
щие режимы работы: при ^ = О наблюдается простой каналов об
служивания, при \<к<п — обслуживание и прик> п — обслужи
вание и очередь. Показателями эффективности таких СМО 
яйляются среднее число заявок в очереди L^^, среднее число за
явок в системе к, среднее время пребывания заявки в системе 
с̂мо> абсолютная пропускная способность А. 

В СМО с ожиданием с ограничением на длину очереди, если 
число заявок в системе к - О, то наблюдается простой каналов, 
при К к<п — обслуживание, при п< к< п + т — обслуживание 
и очередь и при к>п + т — обслуживание, очередь и отказ в ожи
дании обслуживания. Показателями эффективности таких СМО 
являются вероятность отказа в обслуживании Р^^^ — вероятность 
обслуживания Р^^^, среднее число заявок в очереди L^^, среднее 
число заявок в системе L^^^ среднее время пребывания заявки в 
системе Г̂ о̂, абсолютная пропускная способность А. 

Таким образом, перечень характеристик систем массового об
служивания можно представить следующим образом: среднее 
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время обслуживания — t^^^'y среднее время ожидания в очереди — 
TQ^\ среднее время пребывания в СМО — Т^^^\ средняя длина оче
реди - XQ ;̂ среднее число заявок в СМО - Ь^^^\ количество кана
лов обслуживания — п\ интенсивность входного потока заявок — Л; 
интенсивность обслуживания ~ ц; интенсивность нагрузки — р; 
коэффициент нафузки - а; относительная пропускная способ
ность — Q\ абсолютная пропускная способность — А\ доля време
ни простоя СМО - PQ\ ДОЛЯ обслуженных заявок - Р^^, доля по
терянных заявок — Р^, среднее число занятых каналов — «З' 
среднее число свободных каналов ~ п^^, коэффициент загрузки 
каналов — A3; среднее время простоя каналов — /̂ р-

Следует заметить, что иногда достаточно использовать до де
сяти основных показателей, чтобы выявить слабые места и разра
ботать рекомендации по совершенствованию СМО. 

Это часто связано с решением вопросов согласованной рабо
ты цепочки или совокупностей СМО. 

Например, в коммерческой деятельности необходимо учиты
вать еще и экономические показатели СМО: общие затраты - С; 
издержки обращения ~ С о̂; издержки потребления — С^̂ ; затра
ты на обслуживание одной заявки — С{, убытки, связанные с ухо
дом заявки, - Cyii затраты на эксплуатацию канала - С ;̂ затраты 
простоя канала — С р̂; капитальные вложения - С^^; приведен
ные годовые затраты - С р̂; текущие затраты - С̂ е̂ ; доход СМО в 
единицу времени — Д1. 

В процессе постановки задач необходимо раскрыть взаимо
связи показателей СМО, которые по своей базовой принадлеж
ности можно разделить на две группы: первая связана с издерж
ками обращения Сдо, которые определяются числом занятых об
служиванием каналов, затратами на содержание СМО, 
интенсивностью обслуживания, степенью загрузки каналов, эф
фективностью их использования, пропускной способностью 
СМО и др.; вторая группа показателей определяется издержками 
собственно заявок С„п, поступающих на обслуживание, которые 
образуют входящий поток, ощущают эффективность обслужива
ния и связаны с такими, показателями, как длина очереди, время 
ожидания обслуживания, вероятность отказа в обслуживании, 
время пребывания заявки в СМО и др. 

439 



Глава 6. Системы и модели массового обслуживания 

Эти группы показателей противоречивы в том смысле, что 
улучшение показателей одной группы, например сокращение 
длины очереди или времени ожидания в очереди путем увеличе
ния числа каналов обслуживания (официантов, поваров, грузчи
ков, кассиров), связано с ухудшением показателей другой груп
пы, поскольку это может привести к увеличению времени про
стоев каналов обслуживания, затрат на их содержание и т.д. В 
связи с этим при формализации задач обслуживания вполне есте
ственно стремление построить СМО таким образом, чтобы уста
новить разумный компромисс между показателями собственно 
заявок и полнотой использования возможностей системы. С этой 
целью необходимо выбрать обобщенный, интегральный показа
тель эффективности СМО, включающий одновременно претен
зии и возможности обеих групп. В качестве такого показателя мо
жет быть выбран критерий экономической эффективности, 
включающий как издержки обращения С о̂, так и издержки за
явок Сип, которые будут иметь оптимальное значение при мини
муме общих затрат С. На этом основании целевую функцию зада
чи можно записать так: 

C=(C„o+C„„)^min. 

Поскольку издержки обращения включают затраты, связан
ные с эксплуатацией СМО — Сдкс и простоем каналов обслужива
ния — Спр, а издержки заявок включают потери, связанные с ухо
дом необслуженных заявок - С„з и с пребыванием в очереди -
CQ ,̂ тогда целевую функцию можно переписать с учетом этих по
казателей таким образом: 

С = {(СпрАГсз + Сэкз«з) + СочРобс^(Точ + ^бс) + С^з^^^} -^ ШШ . 

в зависимости от поставленной задачи в качестве варьируе
мых, т.е. управляемых, показателей могут быть: количество кана
лов обслуживания, организация каналов обслуживания (парал
лельно, последовательно, смешанным образом), дисциплина 
очереди, приоритетность обслуживания заявок, взаимопомощь 
между каналами и др. Часть показателей в задаче фигурирует в 
качестве неуправляемых, которые обычно являются исходными 
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данными. В качестве критерия эффективности в целевой функ
ции могут быть также товарооборот, доход, прибыль или, напри
мер, рентабельность, тогда оптимальные значения управляемых 
показателей СМО находятся, очевидно, уже при максимизации 
указанных показателей, а не при минимизации, как в предьщу-
щем варианте. 

В некоторых случаях следует пользоваться другим вариантом 
записи целевой функции: 

С = {Сэкз -«3 + Спр (л - А Г З ) + Сотк • Ротк • ̂  + Ссист -Лз) "^ ™1^> 

где CQTK И ССИСТ •" соответственно издержки заявок, связанные с уходом не-
обслуженных заявок и с пребыванием в системе. 

В качестве общего критерия может быть выбран, например, 
уровень культуры обслуживания покупателей на предприятиях, 
тогда целевая функция может быть представлена следующей мо
делью: 

Коб = [(Зпу • Ку) + (3„з • Кз) + (3^ . Кд) -f (3„з • Кз) + 
+ (Зпо • Ко) + (Зет • Кет)1 • Kj^n' 

где Зпу ~ значимость показателя устойчивости ассортимента товаров; 
Ку — коэффициент устойчивости ассортимента товаров; 
Зпв — значимость показателя внедрения прогрессивных методов прода

жи товаров; 
Kg — коэффициент внедрения прогрессивных методов продажи товаров; 
Зпд — значимость показателя дополнительного обслуживания; 
Кд — коэффициент дополнительного обслуживания; 
Зпз — значимость показателя завершенности покупки; 
Кз — коэффициент завершенности покупки; 

Зпо — значимость показателя затрат времени на ожидание в обслужива
нии; 

Ко — показатель затрат времени на ожидание обслуживания; 
3 ^ — значимость показателя качества труда коллектива; 
К^ — коэффициент качества труда коллектива; 
Кщт ~ показатель культуры обслуживания по мнению покупателей. 

Для анализа СМО можно выбирать и другие критерии оценки 
эффективности работы СМО. Например, в качестве такого кри-
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терпя для систем с отказами можно выбрать вероятность отказа 
Р(Уг̂ , значение которого не превышало бы заранее заданной вели
чины. Например, требование Р̂ к̂ ^ ^Д означает, что не менее чем 
в 90% случаев система должна справляться с обслуживанием по
тока заявок при заданной интенсивности X. Можно ограничить 
среднее время пребывания заявки в очереди или в системе. В ка
честве показателей, подлежащих определению, могут выступать: 
либо число каналов п при заданной интенсивности обслужива
ния ц, либо интенсивность ц при заданном числе каналов. 

После построения целевой функции необходимо определить 
условия решения задачи, найти ограничения, установить исход
ные значения показателей, выделить неуправляемые показатели, 
построить или подобрать совокупность моделей взаимосвязи 
всех показателей для анализируемого типа СМО, чтобы в конеч
ном итоге найти оптимальные значения управляемых показате
лей, например количество поваров, официантов, кассиров, груз
чиков, объемы складских помещений и др. 

Рассмотрим применение методов и моделей теории массово
го обслуживания в алгоритме моделирования типичных для ком
мерческой деятельности систем массового обслуживания. 

6.5. Модели систем массового обслуживания 
в коммерческой деятельности 

6.5.1. Одноканальная СМО с отказами в обслуживании 

Проведем анализ простой одноканальной СМО с отказами в 
обслуживании, на которую поступает пуассоновский поток за
явок с интенсивностью \, а обслуживание происходит под дейст
вием пуассоновского потока с интенсивностью \х. Работу однока
нальной СМО л = 1 можно представить в виде размеченного гра
фа состояний (рис. 6.5.1). 

Переходы СМО из одного состояния SQ В другое S^ происхо
дят под действием входного потока заявок с интенсивностью А,, а 
обратный переход — под действием потока обслуживания с ин
тенсивностью \1. 
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So ^ 
^ • " " 

ц 
^ W sT] 

SQ - канал обслуживания свободен; S^ - канал занят обслуживанием. 

Рис. 6.5.1. Размеченный граф состояний одноканальной СМО 

Запишем систему дифференциальных уравнений Колмогоро
ва для вероятностей состояния по изложенным выше правилам: 

Фо(0 
dt 

dpi(t) 
dt 

;^o(0+;?o(0=i 

Откуда получим дифференциальное уравнение для определе
ния вероятности p^it) состояния ^о-

dt = -(Л + ц)/?о(0 + Ц. 

Это уравнение можно решить при начальных условиях в 
предположении, что система в момент / = О находилась в состоя
нии -5*0, тогда/7о(0) "^hPiiO) == 0. В этом случае решение дифферен
циального уравнения позволяет определить вероятность того, что 
канал свободен и не занят обслуживанием: 

^"^^ Х+ц Х+\х 

Тогда нетрудно получить выражение для определения вероят
ности занятости канала: 

^'^^ Л+ц Х + \1 
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Вероятность/?о(0 уменьшается с течением времени и в преде
ле при / —> со стремится к величине 

1̂  
Л+ц' 

а вероятность/?1 (О в то же время увеличивается от О, стремясь в 
пределе при / —> оо к величине 

X 
Р\ Я+|и* 

Эти пределы вероятностей могут быть получены непосредст
венно из уравнений Колмогорова при условии 

dt dt 

Функции/?o(0 u/7i(/) определяют переходный процесс в одно-
канальной СМО и описывают процесс экспоненциального при
ближения СМО к своему предельному состоянию с постоянной 

/ 
времени х = т-—, характерной для рассматриваемой системы. 

С достаточной для практики точностью можно считать, что пере
ходный процесс в СМО заканчивается в течение времени, равно
го Зт. 

Вероятность p^it) определяет относительную пропускную 
способность СМО, которая определяет долю обслуживаемых за
явок по отношению к полному числу поступающих заявок, в еди
ницу времени. Действительно, ;?о(0 есть вероятность того, что за
явка, пришедшая в момент /, будет принята к обслуживанию. 
Всего в единицу времени приходит в среднем X заявок и из них 
обслуживается Яро заявок. Тогда доля обслуживаемых заявок по 
отношению ко всему потоку заявок определяется величиной 
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В пределе при / ->«» практически уже при / > Зт значение от
носительной пропускной способности будет равно Q = — 

Х + |ы 
Абсолютная пропускная способность, определяющая число 

заявок, обслуживаемых в единицу времен!̂  в пределе при / -> оо, 
равна: 

Соответственно доля заявок, получивших отказ, составляет в 
этих же предельных условиях 

X 

а общее число необслуженных заявок равно 

к 2 

Я + |1* 

Примерами одноканальных СМО с отказами в обслуживании 
являются: стол заказов в магазине, диспетчерсхая автотранспорт
ного предприятия, контора склада, офис управления коммерчес
кой фирмы, с которыми устанавливается связь по телефону. 

Пример !• Статистическими исследованиями в результате 
наблюдения установлено, что интенсивность потока телефон
ных звонков коммерческому директору X = 1,2 вызова в минуту, 
средняя продолжительность разговора (обслуживания заявки) 
Т̂бс = 2,5 мин и все потоки событий (вызовов и обслуживания) 
имеют характер простейших пуассоновских потоков. 

Определим предельную (относительную и абсолютную) про
пускную способность СМО, вероятность отказа, а также полное 
число обслуженных и необслуженных (получивших отказ) заявок 
в течение 1 ч работы СМО. Сравнить фактическую пропускную 
способность СМО с номинальной, т.е. с пропускной, способнос
тью, которой обладала бы система в том случае, если бы каждая 
заявка обслуживалась ровно 2,5 мин и все заявки следовали бы 
одна за другой без перерыва. 
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Решение 
Размеченный фаф состояний этой СМО приведен на рис. 

6.5.1. Целевая функция может быть записана в общем виде следу
ющим образом: 

— = /{т,X,foбc.^^>ft^oбc»^oтк>^}"->max. 
Ун 

Определяем: 
интенсивность потока обслуживания (заявок в минуту) — 

ц = -—= 0,4 заявки/мин. 2,5 
1 

Следует заметить, что постоянная времени '̂  - ТТТГ ~ ^'"^ мин, 
тогда переходный процесс в СМО завершается через Зт « 1,9 мин; 

относительную пропускную способность или вероятность то
го, что канал свободен -

абсолютную пропускную способность — 
A'=XQ = 0,3 (заявки в минуту); 
вероятность занятости канала -

Число заявок, обслуженных в течение часа, составляет: 60 А = 
= 18 заявок, а получивших отказ ~ 60 A,/?i = 54 заявки. 

В этих же условиях номинальная производительность равна 
^ 60 . , 
Он = :Г7 = 24 заявкам в час, т.е. фактическая производительность, 

учитывающая случайный характер процесса, происходящего в 
СМО, составляет только 75% =18 : 24 • 100% от номинальной. Та
ким образом, СМО может обслуживать только 25% всех посту
пивших заявок. Очевидно, что работу такой СМО вряд ли можно 
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считать удовлетворительной. Что же нужно сделать, чтобы повы
сить относительную пропускную способность одноканальной 
СМО? Этого можно добиться либо снижением интенсивности 
потока заявок X, что по условию невозможно, либо увеличением 
интенсивности обслуживания |ы, либо увеличением каналов об
служивания. При этом уменьшится отношение фактической 
производительности СМО к номинальной Q^^, что можно запи
сать так: 

А А XQ X 

ЧТО свидетельствует о том, что это есть величина/7|. 
Из приведенных выражений видно, что с ростом производи

тельности канала обслуживания относительная пропускная спо
собность СМО довольно медленно приближается к 100%. При 
этом величина/7у уменьшается, стремясь к 0. Это значит, что вли
яние случайного процесса в СМО увеличивается с ростом отно
шения \х/Х. Действительно, из интуитивных соображений, каза
лось бы, превышение интенсивности обслуживания над интен
сивностью поступления заявок, например в три раза, должно 
приводить к полному обслуживанию всех поступающих заявок. 
Практически необслуженными все еще будут оставаться в сред
нем 25% из числа поступивших заявок. Соответственно фактиче
ская производительность СМО составляет только 25% от номи
нальной. Все это есть прямое следствие вероятностного характе
ра протекающего в СМО процесса. 

Пример 2. В Одессе на Дерибасовской, угол Ришельевской, 
сидит сапожник и выполняет заказы по ремонту обуви. В среднем 
он выполняет заказ в течение 30 мин. Рядом с сапожником рас
положено одно кресло, в котором заказчик ожидает выполнения 
заказа. Сапожник не имеет постоянных заказчиков, и клиенты 
приходят к нему независимо друг от друга в среднем каждые 40 
мин. Клиенты — народ нетерпеливый, поэтому в случае занятос
ти сапожника они уходят к другому. 

Определим долю потери клиентов, долю времени простоя и 
отношение — «заработанные деньги / потерянные деньги», если 
средняя стоимость ремонта составляет 55 руб. 
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Решение 
Одноканальная СМО (см. рис. 6.5.1) может находиться в од

ном из двух возможных состояний: о̂ — свободен, Si — занят, ве
роятности состояний которых обозначим соответственно Ро(0 
и Pi(t). Очевидно, для любого момента времени справедливо 
записать: 

Из состояния 0̂ в Si систему переводит поток заявок с интен
сивностью Я = 1,57 ,̂ обратно из состояния î i в ^̂о — поток обслу
живания с интенсивностью ц = 27ч-

Система дифференциальных уравнений Колмогорова может 
быть записана следующим образом: 

^7^=-Я/7о(0+т(0, ;̂ о(0)=1; dt 

^ ^ = -W;i(0 + A/;o(0, А(0) = 0. 
dt 

Составим систему уравнений для финальных вероятностей: 

Po+Pi=l 

-1,5/70+2/71=0 

1,5/70-2/71=0 

/7o+/7i=l 

Решая эту систему, находим среднюю долю обслуживаемых 
заявок/7обс = V? ~ 0»57, следовательно, 57% клиентов из числа по
ступивших будут обслужены. 

Средняя доля необслуженных клиентов составляет/7i = V? ~ 
= 0,43, следовательно, 43% клиентов из числа поступивших полу
чат отказ. 

Средний доход, получаемый сапожником от обслуживания 
клиентов, определяется умножением среднего количества обслу
женных клиентов (PQ- N) от общего числа поступивших Л'̂  на ве
личину средней стоимости ремонта 55 руб., а средняя величина 
потерянного дохода определяется умножением среднего числа 
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необслуженных клиентов (/?, • 7V) на величину средней стоимости 
ремонта. На этом основании отношение «заработанные деньги / 
потерянные деньги» для сапожника равно: 

Pi-N'55 pi\ 

следовательно, это выражение не зависит от величины средней 
стоимости ремонта и равно: 

Р\ 0,43 

Обратная величина, определяющая отношение «потерянные 
деньги/ заработанные деньги», равна: 

А = 4 ^ = 0,754, 
/?0 0,57 

что свидетельствует о том, что потери составляют ош;утимую долю. 

6.5.2. Многоканальная СМО с отказами в обслуживании 

В коммерческой деятельности примерами многоканальных 
систем массового обслуживания являются офисы коммерческих 
предприятий с несколькими телефонными каналами, бесплатная 
справочная служба по наличию в автомагазинах самых дешевых 
автомобилей в Москве имеет 7 телефонных номеров, а дозво
ниться и получить справку, как известно, очень трудно. Следова
тельно, автомагазины теряют клиентов, возможность увеличить 
количество проданных автомобилей и выручку от продаж, това
рооборот, прибыль. Туристские фирмы по продаже путевок име
ют два, три, четыре и более каналов, как, например, фирма 
Express-Line. 

Рассмотрим многоканальную СМО с отказами в обслужива
нии на рис. 6.5.2, на вход которой поступает пуассоновский по
ток заявок с интенсивностью Я. 
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к ,̂  Щ"" 

X 
^ • ^ S^ 

X 
^ Р 

Ai At А 

ц 2ц k\i (/с+1)ц П|л 

/̂ wc. 6.5.2 Размеченный граф состояний многоканальной СМО с отказами 

Поток обслуживания в каждом канале имеет интенсивность 
ц. По числу заявок СМО определяются ее состояния 5 ,̂ пред
ставленные в виде размеченного фафа: 

SQ — все каналы свободны, Л = О, 
S^ — занят только один канал. А: = 1, 
S2 — заняты только два канала, к —2, 

Sj^ — заняты к каналов, 

S^ — заняты все п каналов, к^п. 

Состояния многоканальной СМО меняются скачкообразно в 
случайные моменты времени. Переход из одного состояния, на
пример 5*0 в iS*!, происходит под воздействием входного потока 
заявок с интенсивностью Л, а обратно — под воздействием пото
ка обслуживания заявок с интенсивностью ц. Для перехода сис
темы из состояния Sf^ в Si^_i безразлично, какой именно из кана
лов освободится, поэтому поток событий, переводящий СМО, 
имеет интенсивность k\i, следовательно, поток событий, перево
дящий систему из S^ в iS^.i, имеет интенсивность n\i. Так форму
лируется классическая задача Эрланга, названная по имени дат
ского инженера-математика - основателя теории массового об
служивания. 

Случайный процесс, протекающий в СМО, представляет со
бой частный случай процесса «рождения—гибели» и описывается 
системой дифференциальных уравнений Эрланга, которые поз
воляют получить выражения для предельных вероятностей со
стояния рассматриваемой системы, называемые формулами Эр
ланга: 
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P,^ = F.4''': <"--,• 
Вычислив все вероятности состояний п — канальной СМО с 

отказами !̂?о,/?1,/?2» —>Рь —УРП^ можно найти характеристики сис
темы обслуживания. 

Вероятность отказа в обслуживании определяется вероятнос
тью того, что поступившая заявка на обслуживание найдет все п 
каналов занятыми, система будет находиться в состоянии S^: 

В системах с отказами события отказа и обслуживания со
ставляют полную группу событий, поэтому 

На этом основании относительная пропускная способность 
определяется по формуле 

Абсолютную пропускную способность СМО можно опреде
лить по формуле 

Рероятность обслуживания, или доля обслуженных заявок, 
определяет относительную пропускную способность СМО, кото
рая может быть определена и по другой формуле: 

Из этого выражения можно определить среднее число заявок, 
находящихся под обслуживанием, или, что то же самое, среднее 
число занятых обслуживанием каналов 

— А 
'^з=Р/^обс=7Г* 
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Коэффициент занятости каналов обслуживанием определя
ется отношением среднего числа занятых каналов к их общему 
числу — 

Вероятность занятости каналов обслуживанием, которая учи
тывает среднее время занятости /зан ^ простоя /̂ р каналов, опре
деляется следующим образом: 

Из этого 
я каналов 

Рзаи — • 

выражения можно определить среднее время про-

*пр ~*обс 
/'зан 

Среднее время пребывания заявки в системе в установившем
ся режиме определяется формулой Литтла Т^^^ = АГЗД. 

Пример 1. Определим оптимальное число телефонных номе
ров, необходимых для установки на коммерческом предприятии, 
при условии, что заявки на переговоры поступают с интенсивно
стью Л = 90 заявок в час,_^ средняя продолжительность разговора 
по телефону составляет t^^^ = 2 мин. 

Целевая функция в общем виде может быть записана следую
щим образом: 

Решение 
Исчисляем показатели обслуживания для п = 1 одноканаль-

ной СМО: 
интенсивность обслуживания — 

[1 = 1//обс "̂  30 заявок/час; 
интенсивность нагрузки — 

р = Л/|̂  = 3; 
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доля времени простоя каналов 

0 *! 

-1 
> 3'" 
0! "̂  1! = 0,25. 

_ Следовательно, 25% в течение часа телефон будет не занят, 
/пр= 15 мин. 

Доля заявок, получивших отказ на переговорах, равна: 
/7^ = 3Vl!-0,25 = 0,75. 

Значит, 75% из числа поступивших заявок не принимаются к 
обслуживанию. 

Вероятность обслуживания поступающих заявок составит: 

Робс^ 1 ~/^отк='0>25, 

следовательно, 25% из числа поступивших заявок будут обслу
жены. 

Среднее число каналов, занятых обслуживанием, равно: 

«з = Р-/̂ 060 = 3-0,25 = 0,75. 

Коэффициент занятости каналов обслуживанием 
/Гз = п^п = 0,75/1 = 0,75. 

Следовательно, телефон на 75% занят обслуживанием. Абсо
лютная пропускная способность системы 

^ = /̂ обс • ^ == 0»25 • 90 = 22,5 заявки/час. 

Очевидно, такая СМО с одним каналом будет плохо справ
ляться с обслуживанием заявок, поскольку потеря поступающих 
на переговоры заявок составляет 75% — очень велика, а вероят
ность обслуживания - всего 25%, кроме того, мала пропускная 
способность системы: только 22 заявки в час из 90 поступивших. 
Следовательно, необходимо увеличить число каналов. Для опре-
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деления оптимальной величины проведем аналогичные вычис
ления для л = 2, 3, 4, 5, 6, а полученные результаты запишем в 
табл. 6.5.1. 

Таблица 6.5.1 

п 

Ро 
р 
*• отк 
Р 
^ обе 
«3 

^ 3 

А 

1 

0,25 
0,75 
0,25 
0,75 
0,75 
22,5 

2 

0,12 
0,54 
0,46 
1,38 
0,69 
41,4 

3 

0,077 
0,35 
0,65 
1,95 
0,65 
58,5 

4 

0,06 
0,21 
0,79 
2,37 
0,59 
71,1 

5 

0,05 
0,1 
0,9 
2,7 

0,54 
81 

6 

0,05 
0,5 
0,95 
2,85 
0,47 
85,5 1 

На основе полученных результатов можно установить, что оп
тимальное число телефонных номеров составляет 5 телефонных 
аппаратов, поскольку в этом случае доля обслуженных заявок со
ставит 90% и только 10% заявок получат отказ, а абсолютная про
пускная способность СМО составит 81 заявку в час. При измене
нии критерия эффективности и введении дополнительных огра
ничений, например, по затратам на приобретение, установку и 
содержание телефонов, а также затрат на обеспечение сотрудни
ков служебными переговорами и их необходимого количества ус
тановленная величина телефонных номеров может измениться. 
Таким образом, изменение условий меняет ответ, и, следователь
но, задача носит многокритериальный характер, поскольку здесь 
необходимо в целевую функцию и алгоритм решения задачи еще 
ввести показатели коммерческой деятельности. 

Пример 2. Коммерческая фирма занимается посреднической 
деятельностью по продаже автомобилей и осуществляет часть пе
реговоров по трем телефонным линиям. В среднем поступает 75 
звонков в час. Среднее время предварительных переговоров 
справочного характера составляет 2 мин. Определим характерис
тики СМО, дадим оценку работы СМО. 

Решение 
3; Л = 75 ед./ч; t^Q^ = 2 мин. 
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Определяем интенсивность загрузки: 
p = VtA = > -̂/o6c = 75-2/60 = 2,5. 

Находим вероятность того, что обслуживанием 
не занят ни один канал -

/7o=[ l+p + pV2! + pV3!r^ = 
= [1 + 2,5 + (2,5)V2! + (2,5)V3!] = 0,11; 

занят один канал -
/?1 = р/1!-;^о= 2,5/1!. 0,11 = 0,271; 

заняты два канала — 

Р2 = PV2! -РО = (2,5)V2! • 0,11 = 0,338; 

заняты три канала, доля потерянных заявок (необслужен-
ных) ~ 

Рогк-Рз = Р'/З! 'Ро = (2,5)V3! • 0,11 = 0,282; 

относительная пропускная способность — 

/̂ обс = 1~/'отх= 1-0,282 = 0,718; 

абсолютная пропускная способность — 

А = Л -Робе = 75 • 0,718 = 54 ед./ч; 

среднее число занятых каналов -

^ = Р 'Робе ^ 2,5 • 0,718 = 1,8 как.; 

коэффициент занятости каналов — 
А:З=АГЗ/Л= 1,8/3 = 0,6. 

Доля потерянных заявок составляет около 28%, это очень 
много, а обслуженных — всего 72%. Абсолютная пропускная спо-
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собность СМО — 54 заявки в час; каждый из каналов занят обслу
живанием всего 60% рабочего времени. Повышение эффектив
ности работы СМО можно осуществить путем увеличения коли
чества телефонных линий п и уменьшением среднего времени 
обслуживания. 

Пример 3. Туристская фирма обслуживает клиентов по теле
фону, имеющему разветвление на четыре линии. Проведенные 
исследования показали, что в среднем за один час работы посту
пает 100 запросов. Среднее время переговоров референтов фир
мы с клиентом по телефону составляет 2,5 мин. Необходимо дать 
оценку работы такой СМО, размеченный граф состояний кото
рой представлен на рис. 6.5.3. 

К К к К 

ц 2ц Ъ\х 4ц 

Рис. 6.5.3. Размеченный граф состояний 

Решение 
Определяем: 
интенсивность обслуживания — 

ц = -=— = -rrrrr = 23,81 заявки/ч; 
/обе 0,042 

интенсивность нагрузки — 

р = - = Л/обс =1000,042 = 4,2; 

долю времени простоя референтов фирмы — 

/?о = 
^ 2 3 4 V 

р^ р-̂  р^ ' 
^ 2! 3! 4! 

= 0,025; 
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вероятность занятости обслуживанием всех четырех линий — 
4 

РА =РОТК =-~--/?О =12,97.0,025 = 0,324, 

что определяет долю необслуженных заявок, которые получили 
отказ в получении возможности провести переговоры с референ
том; 

относительную пропускную способность — 
Q =Робс = 1 -Ротк = 1 - 0.324 = 0,676; 

абсолютную пропускную способность фирмы — 
А = А . б = 100 • 0,676 = 67,6 клиента/ч; 

среднее число занятых каналов — 
А2з = р • G = 4,2 . 0,676 = 2,8; 

коэффициент занятости каналов — 

^ 3 = ^ = ^ = 0,7; 

возможное отношение «потерянные деньги/заработанные 
деньги» при средней стоимости путевки 300 у.е.: 

Робе 0,676 

Доля необслуженных клиентов составляет 32%, почти треть, а 
обслуженных клиентов — 68%, абсолютная пропускная способ
ность равна 68 клиентам в час, а отношение потерянных денег к 
заработанным — в среднем 48%, следовательно, система работает 
с большими потерями. 

Можно увеличить количество линий разветвления телефона 
до 8 каналов соответственно введением еще 4 референтов и сни
жением времени обслуживания до 2 мин, пропускная способ-
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ность возрастает до 98,7%, следовательно, потери переговоров 
будут незначительны, а доход турфирмы от продажи путевок мо
жет увеличиться. 

В реальной жизни задача выглядит значительно сложнее, по
этому необходимо детализировать постановку задачи, учитывая 
запросы, требования как со стороны клиентов, так и турфирмы. 

Для увеличения эффективности работы турфирмы необходи
мо смоделировать в целом поведение потенциального клиента от 
начала операции до ее завершения. Структура взаимосвязи ос
новных систем массового обслуживания фактически состоит из 
СМО разного вида (рис. 6.5.4). 

Поиск 
W 

фирмы 

^ 
W 

СМОр 
реклама 

СМО, 
касса 

Выбор 
W 

фирмы 

Оплата 
W 

СМОф 
фирма 

СМОз 
авиа 

Выбор 
W 

тура 

Перелет 
W 

СМОр 
референт 

СМОо 
отель 

Решение 

по туру 

Исход 

тура 

Рис. 6.5.4. Модель многофазной системы обслуживания туристов 

Проблема с позиции массового обслуживания туристов, уез
жающих на отдых, заключается в определении точного места от
дыха (тура), адекватного требованиям претендента, соответству
ющего его здоровью и финансовым возможностям и представле
ниям об отдыхе в целом. В этом ему могут способствовать 
турфирмы, поиск которых осуществляется обычно из рекламных 
сообщений СМОр, затем после выбора фирмы происходит полу
чение консультаций по телефону СМО ,̂ после удовлетворитель
ного разговора приезд в турфирму и получение более детальных 
консультаций лично с референтом, затем оплата путевки и полу
чение обслуживания от авиакомпании по перелету СМО^ и в ко
нечном счете обслуживания в отеле СМО .̂ Дальнейшее развитие 
рекомендаций по улучшению работы СМО фирмы связано с из-
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менением профессионального содержания переговоров с клиен
тами по телефону. Для этого необходимо углубить анализ, связан
ный с детализацией диалога референта с клиентами, поскольку 
далеко не каждый переговор по телефону приводит к заключе
нию договора на приобретение путевки. Проведение формализа
ции задачи обслуживания указало на необходимость формирова
ния полного (необходимого и достаточного) перечня характерис
тик и их точных значений предмета коммерческой сделки. Затем 
проводятся ранжирование этих характеристик, например мето
дом парных сравнений, и расположения в диалоге по степени их 
значимости, например: время года (зима), месяц (январь), кли
мат (сухой), температура воздуха (+25'*С), влажность (40%), гео
графическое место (ближе к экватору), время авиаперелета (до 5 
часов), трансферт, страна (Египет), город (Хургада), море (Крас
ное), температура воды в море (+23'*С), ранг отеля (4 звезды, ра
ботающий кондиционер, гарантия наличия шампуня в номере), 
удаленность от моря (до 300 м), удаленность от магазинов (ря
дом), удаленность от дискотек и других источников шума (по
дальше, тишина в течение сна в отеле), питание (шведский стол 
— завтрак, ужин, частота изменения меню за неделю), отели 
(Princes, Marlin-In, Hour-Palace), экскурсии (Каир, Луксор, ко
ралловые острова, подводное плавание), увеселительные шоу, 
спортивные игры, цена путевки, форма оплаты, содержание 
страховки, что брать с собой, что купить на месте, гарантии, 
штрафные санкции. 

Есть еще один очень существенный показатель, выгодный 
для клиента, установить который предлагается самостоятельно 
въедливому читателю. Затем можно, используя метод попарного 
сравнения перечисленных характеристик х,, сформировать мат
рицу пхп сравнения, элементы которой заполняются последова
тельно по строкам по следующему правилу: 

(̂.• = 
0, если характеристика менее значима, 
1, если характеристика равнозначима, 
2, если характеристика доминирует. 
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После этого определяются значения сумм оценок по каждому 
показателю строки S^ = 2 %> вес каждой характеристики Л/, =-^ 

и соответственно интегральный критерий, на основе которого 
можно провести выбор турфирмы, тура или отеля, по формуле 

п 
F ='Z Mj' Xi -> max. 

/=l 

С целью исключения возможных ошибок в этой процедуре 
вводят, например, 5-балльную шкалу оценок с градацией харак
теристик /̂(Ху) по принципу хуже (Д- = 1 балл) — лучше {Б^ = 5 
баллов). Например, чем дороже тур, тем хуже, чем он дешевле, 
тем лучше. На этом основании целевая функция будет иметь дру
гой вид: 

п 
Ẑ) = Е Л// • El • X/ —> max. 

Таким образом, можно на основе применения математичес
ких методов и моделей, используя преимущества формализации, 
точнее и более объективно сформулировать постановку задач и 
значительно улучшить показатели СМО в коммерческой деятель
ности для достижения поставленных целей. 

6.5.3. Одноканальная СМО 
с ограниченной длиной очереди 

в коммерческой деятельности чаще встречаются СМО с ожи
данием (очередью). 

Рассмотрим простую одноканальную СМО с ограниченной 
очередью, в которой число мест в очереди т - фиксированная ве
личина. Следовательно, заявка, поступившая в тот момент, когда 
все места в очереди заняты, не принимается к обслуживанию, не 
встает в очередь и покидает систему 

Граф этой СМО представлен на рис. 6.5.4 и совпадает с фа-
фом рис. 6.2.3, описывающим процесс «рождения—гибели», с тем 
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Ц |i Ц Ц Ц 

Л/с. 5.5.5. Размеченный граф процесса «рождения — гибели» 

отличием, что при наличии только одного канала обслуживания 
все интенсивности потоков обслуживания равны. 

Состояния СМО можно представить следующим образом: 
SQ — канал обслуживания свободен, 
Si — канал обслуживания занят, но очереди нет, 
$2 - канал обслуживания занят, в очереди стоит одна заявка, 
8з - канал обслуживания занят, в очереди стоят две заявки. 

Ŝ +i - канал обслуживания занят, в очереди все т мест заня
ты, любая следующая заявка получает отказ. 

Для описания случайного процесса СМО можно воспользо
ваться изложенными ранее правилами и формулами. Напишем 
выражения, определяющие предельные вероятности состояний: 

[л =РРо 
\Р2=Р^Р0 

\pk=p''Po 

_m+l _ 
\Pm+l=P -РО 

^Ро=[1+р+р^+Р^+. . + р'"^'Г* 

Выражение для PQ МОЖНО В данном слз^ае записать проще, 
пользуясь тем, что в знаменателе стоит геометрическая прогрес
сия относительно р, тогда после соответствующих преобразова
ний получаем: 

(1-р) 
Ро (1-р'"+Ъ' 
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Эта формула справедлива для всех р, отличных от 1, если же 
р = 1, то/?о = \/{гп + 2), а все остальные вероятности также равны 
\/{т + 2). Если предположить m = О, то мы переходим от рассмо
трения одноканальной СМО с ожиданием к уже рассмотренной 
одноканальной СМО с отказами в обслуживании. Действитель
но, выражение для предельной вероятности/?Q В случае /w = О име
ет вид: 

PQ = ^ и в случае X = ц имеет величину/?о =1 /2 . 
Л + |Л 

Определим основные характеристики одноканальной СМО с 
ожиданием: относительную и абсолютную пропускную способ
ность, вероятность отказа, а также среднюю длину очереди и 
среднее время ожидания заявки в очереди. 

Заявка получает отказ, если она поступает в момент времени, 
когда СМО уже находится в состоянии Ŝ +j и, следовательно, все 
места в очереди т заняты и один канал обслуживает. Поэтому ве
роятность отказа определяется вероятностью появления состоя
ния 5^+i: 

Ротк-Рт+\-9 -/Со
относительная пропускная способность, или доля обслужи

ваемых заявок, поступающих в единицу времени, определяется 
выражением 

абсолютная пропускная способность равна: 

Среднее число заявок L^^, стоящих в очереди на обслужива
ние, определяется математическим ожиданием случайной вели
чины к — числа заявок, стоящих в очереди: 

Lo. = M{k). 

Случайная величина к принимает следующие только цело
численные значения: 
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1 — в очереди стоит одна заявка, 
2 - в очереди две заявки, 

/W — в очереди все места заняты. 

Вероятности этих значений определяются соответствующими 
вероятностями состояний, начиная с состояния S2. Закон рас
пределения дискретной случайной величины к изображается сле
дующим образом: 

к 
Pi 

1 

Pi 

2 

Рг 

т 

Рт+1 

Математическое ожидание этой случайной величины равно: 

^04 = 1 •/?2 + 2 -/^з + ... + /W •/?;;, +1-

В общем случае при р 9̂  1 эту сумму можно преобразовать, 
пользуясь моделями геометрической прогрессии, к более удобно
му виду: 

'-^' ^^^ ''' 

В частном случае при р = 1, когда все вероятности/;ĵ  оказыва
ются равными, можно воспользоваться выражением для суммы 
членов числового ряда 

. ^ ^ 'w(/w + 1) 
l + 2 + 3 + ... + /w = ——:—', 

Тогда получим формулу 
т(т + 1) /и(/и + 1). 

Применяя аналогичные рассуждения и преобразования, 
можно показать, что среднее время ожидания обслуживания за
явки в очереди определяется формулами Литтла 
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Гоч = ^ (при р ̂  1) и Т^^ = ^ (при р = 1). 

Такой результат, когда оказывается, что Т^^ ~ 1/Х, может пока
заться странным: с увеличением интенсивности потока заявок 
как будто бы должна возрастать длина очереди и уменьшается 
среднее время ожидания. Однако следует иметь в виду, что, во-
первых, величина Ẑ ^ является функцией от Л и jii и, во-вторых, 
рассматриваемая СМО имеет ограниченную длину очереди не 
более тзаявок. 

Заявка, поступившая в СМО в момент времени, когда все ка
налы заняты, получает отказ, и, следовательно, время ее «ожида
ния» в СМО равно нулю. Это приводит в общем случае (при р 9̂  1) 
к уменьшению Т^^ ростом X, поскольку доля таких заявок с рос
том X увеличивается. 

Если отказаться от ограничения на длину очереди, т.е. устре
мить m —> оо, то случаи р < 1 и р > 1 начинают существенно разли
чаться. Записанные выше формулы для вероятностей состояний 
преобразуются в случае р < 1 к виду 

;?2=р^(1-р) 

Pk=p^<l-P) 

При достаточно большом к вероятность/?^ стремится к нулю. 
Поэтому относительная пропускная способность будет б = 1, а 
абсолютная пропускная способность станет равной У4 = X Q = X, 
следовательно, обслуживаются все поступившие заявки, причем 
средняя длина очереди окажется равной: 

^"^ 1-р' 
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а среднее время ожидания по формуле Литтла 

в пределе р « 1 получаем Т̂ ,̂  ^р/ц» т.е. среднее время ожида
ния быстро уменьшается с увеличением интенсивности потока 
обслуживания. В противном случае при р > 1 оказывается, что в 
СМО отсутствует установившийся режим. Обслуживание не ус
певает за потоком заявок, и очередь неограниченно растет со вре
менем (при t ~> со). Предельные вероятности состояний поэтому 
не могут быть определены: при Q = 1 они равны нулю. Фактиче
ски СМО не выполняет своих функций, поскольку она не в со
стоянии обслужить все поступающие заявки. Нетрудно опреде
лить, что доля обслуживаемых заявок и абсолютная пропускная 
способность соответственно составляют в среднем р и ц, однако 
неограниченное увеличение очереди, а следовательно, и времени 
ожидания в ней приводит к тому, что через некоторое время заяв
ки начинают накапливаться в очереди на неограниченно долгое 
время. 

В качестве одной из характеристик СМО используют среднее 
время T^^Q пребывания заявки в СМО, включающее среднее вре
мя пребывания в очереди и среднее время обслуживания. Эта ве
личина вычисляется по формулам Литтла: 

если длина очереди ограничена — 
среднее число заявок, находящихся в очереди, равно: 

^смо "" 
/W + 1 

7 i M o = ^ n p H P ^ l , 
А 

тогда среднее время пребывания заявки в системе массового 
обслуживания (как в очереди, так и под обслуживанием) равно: 

/у?-1-1 

2ц 
rrt Iff 1^ Л. 

7^мо=-:;т- прир=1. 
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Пример 1. В магазине самообслуживания установлено, что 
поток покупателей является простейшим с интенсивностью X = 2 
покупателя в минуту В этом магазине установлен один кассовый 
аппарат, позволяющий добиться такой производительности тру
да, при которой интенсивность потока обслуживания составляет 
величину |Li = 2 покупателя в минуту Определим характеристики 
СМО при условии, что очередь ограничена контролером при вхо
де в зал самообслуживания: т = 5 покупателям. 

Решение 
В данном случае р = Я/Ц ^ Ь поэтому получаем, что все веро

ятности состояний СМО оказываются одинаковыми и равными: 

Вероятность отказа в обслуживании составляет: 

Относительная и абсолютная пропускные способности соот
ветственно равны: 

Q—1—p^ — 0,857; A — Xq-lJ покупателя/мин. 

Средняя длина очереди: 

о̂ч = 2(;;2 + 2) покупателя. 

Среднее время ожидания в очереди: 

7;)'ч=^«2,3 мин. 

Среднее время пребывания покупателя в системе: 

7;„о=3;; + ц = 2,8мин. 
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Таким образом, несмотря на то, что интенсивность потока об
служивания равна интенсивности потока покупателей, по причи
не случайного характера этих процессов эффективность работы 
СМО оказывается существенно ниже, чем можно было ожидать, 
если исходить, например, из предположения, что заявки и обслу
живание следуют синхронно во времени. Даже при наличии до
пустимой очереди из пяти покупателей вероятность отказа в об
служивании остается ощутимой, поскольку каждому седьмому 
покупателю отказывается в обслуживании. Среднее время пре
бывания покупателя у кассы втрое превышает значение 0,5 мин, 
которое было бы при равномерном следовании заявок и равно
мерном обслуживании. 

Улучшение характеристик СМО происходит очень быстро, 
если уменьшить отношение Х/\х = р. Уже при р < 0,8 можно отка
заться от ограничения на длину очереди. Если в условиях нашего 
примера увеличить интенсивность потока обслуживания только 
на 25%, т.е. установить JLI =2,5 (покупателя в минуту) и соответст
венно р = 0,8 и принять W = оо, то получим СМО со следующими 
характеристиками: вероятность отказа р^у^ = 0; относительная 
пропускная способность Q = 1; абсолютная пропускная способ
ность У4 = X Q = 2 (покупателя в минуту); средняя длина очереди 
LQ^ = 3,2 (покупателя); среднее время пребывания у кассы 
/обе ~ 2 мин; среднее время пребывания в очереди Т^^ = 1,6 мин. 

Такой режим работы СМО может явиться более предпочти
тельным по сравнению с режимом работы при р = 1 потому, что 
ни одному из покупателей не отказывается в обслуживании, хотя 
длина очереди и время обслуживания в среднем несколько возра
стают. 

Пример 2. На автомойку в среднем за час приезжают три авто
мобиля, если в очереди уже находятся два автомобиля, то вновь 
подъезжающие автомобили не желают терять времени в ожида
нии обслуживания и покидают мойку, поскольку среднее время 
мойки одного автомобиля составляет 20 мин, а мест для мойки 
всего одно. Необходимо провести анализ работы системы обслу
живания с 9̂ ^ до 21^^ часов, если средняя стоимость мойки одно
го автомобиля составляет 70 руб. 
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Решение 
Y = 3 авт/ч; /̂ gc "̂  20 мин; /w = 2, Cj = 70 руб.; Гр̂ б = 12 ч, л = 1. 
Целевая функция в общем виде связи выручки от мойки авто

мобилей с покупателями системы имеет следующий вид: 

В = / { Я , ^обс' М-» Р> ^у ^у РОУ РОТКУ Qy ^» ^оч' ^смо' ^раб» ^оч» ^смо) '^ ^ ^ ^ • 

Находим интенсивность обслуживания: 

ц = -=— = тг = 3 авт/ч. 
W 20 

Определяем интенсивность нагрузки: 
Я 3 ^ 

предельные вероятности состояний равны: 

1 1 п^г 
PQ = Л =/^2 =/^/i+m =РЪ ^"^i^^^YTl 

Вероятность отказа в обслуживании: 

/̂ отх =/^3 = 0 ,25 . 

Относительная пропускная способность: 

Q = l - / ? 3 = 1 - 0 , 2 5 = 0,75. 

Абсолютная пропускная способность: 
^ = Л. 6=3-0,75=2,25 авт/ч. 

Средняя длина очереди: 

/w(/n + l) 2-3 ^^^ 
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Среднее время простоя в очереди: 

^оч=%^ = : П ? ^ = 0,333 4=20 мин. 
А 3-0,75 

Среднее число заявок, находящихся на обслуживании: 

^o6c=<?-Q-1-0,75 авт. 

Среднее число заявок в системе: 

с̂мо ~ о̂бс "̂  ^04 ~ lj5 авт. 

Среднее время пребывания автомобиля в системе обслужива
ния мойки: 

7 ; : м о = ^ = Т ^ = 40мин. 
"'̂ ^ А 2,25 

Таким образом, средняя доля потерянных заявок равна 25% 
из числа поступивших, что при круглосуточном режиме работы 
составит 3 • 24 • 0,25 =18 авт., что приведет к потере выручки от 
обслуживания в сумме 1260 руб. 

Пример 3. Провести анализ работы в СМО при изменении од
ного условия в примере 2 — интенсивности приезда автомобилей 
на мойку до 6 автомобилей в час. 

Решение 
X = 6 авт/ч; T^Q^ = 20 мин; /w = 2; î = 3 авт/ч, Cj = 70 руб, 

Грзб=12ч,л=1. 

Определяем интенсивность нагрузки: 

Р = —= т = 2. Ill 3 

Определяем долю времени простоя мойки: 

1_р«+2 1_24 
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Определяем вероятность отказа: 

(l-p)p"'-^' (1-2)2^ 

Относительная пропускная способность равна: 

0 = 1 - / ^ 0 ^ = 0,5. 

Абсолютная пропускная способность равна: 

У4 = Я • Q = 6 • 0,5 = 3 авт/ч. 

Среднее число автомобилей в очереди: 

2 1-р^/^-/пф + 1)^ 1-4(2^2.2 + 1) 
Ьоч=Р ^i /̂ 0=̂ * о 0,067 = 1,33. 

(1-р)^ (1-2)2 
Среднее число автомобилей в мойке: 

о̂бс = Р О = 2 0,5 = 1авт. 

Среднее число автомобилей в системе: 

4мо = 0̂4 + о̂бс = 1»33 + 1 = 2,33 авт. 

Среднее время ожидания автомобиля в очереди: 

7̂ )4 = ^ = ^ = 26 мин. 

Среднее время пребывания автомобиля в системе: 

гр _ -̂ смо _ 2,33 ^ irxtn = —:— = —т— = 4о мин. 

Таким образом, велика доля заявок, получивших отказ в об
служивании, /?̂ угк = 0>5, следовательно, 50% из числа поступив-
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ших автомобилей получают отказ в мойке автомобилей. Если 
учитывать время работы с 9 до 21 ~ всего 12 часов, то за это время 
количество потерянных заявок составит: Х- 12-0,5 = 6- 12-0,5 = 
= 36 авт., а потеря выручки — 36 • 70 — 2520 руб. 

Пример 4. Преподаватель на экзамене дисциплины «При
кладная математика» представляет собой одноканальную систе
му с ограниченной длиной очереди без отказа в обслуживании 
учебной группы студентов. В качестве критерия целевой функ
ции может быть время, затраченное на прием экзаменов: 

т 

'=1 

где т — количество студентов; 
/у— время, затраченное на прием экзамена у /-го студента. 

Допустим, по существующим нормам на прием экзамена у 
одного студента отведено /"^с "̂  20 мин. Следовательно, если 
группа состоит изт= 18 студентов, то преподаватель фиксиру
ет выполнение учебной нагрузки в объеме 6 ч. Фактически эта 
процедура в целом занимает больше времени. Это связано 
прежде всего с необходимостью затрат времени на подготовку 
первого студента до 1 ч. Затем в первых рядах обычно идут сда
вать экзамены «отличники» и «хорошисты». Замыкают поток 
заявок на обслуживание «троечники» и «двоечники», на кото
рых, как правило, идут колоссальные затраты и времени, при
чем tj» /обе» ^ энергии преподавателя, значительно превышаю
щие нормативы. Поэтому общие затраты только времени фак
тически в лучшем случае в полтора раза больше нормы, причем 
за время проведения экзамена преподаватель не имеет права по
кинуть аудиторию. 

Решение 
Принимать экзамены письменно сразу у всех студентов, за

тем проверить все работы и в завершение в случае необходимости 
дать пояснения студентам по итогам экзамена. 
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6.5.4. Одноканальная СМО с неограниченной очередью 

в коммерческой деятельности в качестве одноканальной 
СМО с неограниченным ожиданием является, например, ком
мерческий директор, поскольку он, как правило, вынужден вы
полнять обслуживание заявок различной природы: документы, 
переговоры по телефону, встречи и беседы с подчиненными, 
представителями налоговой инспекции, милиции, товароведами, 
маркетологами, поставщиками продукции и решать задачи в 
товарно-финансовой сфере с высокой степенью финансовой от
ветственности, что связано с обязательным выполнением запро
сов, которые ожидают иногда нетерпеливо выполнения своих 
требований, а ошибки неправильного обслуживания, как прави
ло, экономически весьма ощутимы. 

В то же время товары, завезенные для продажи (обслужива
ния), находясь на складе, образуют очередь на обслуживание 
(продажу). Длину очереди составляет количество товаров, пред
назначенных для продажи. В этой ситуации продавцы выступают 
в роли каналов, обслуживающих товары. Если количество това
ров, предназначенных для продажи, велико, то в этом случае мы 
имеем дело с типичным случаем СМО с ожиданием. Рассмотрим 
простейшую одноканальную СМО с ожиданием обслуживания, 
на которую поступает пуассоновский поток заявок с интенсивно
стью X и интенсивностью обслуживания |ы. Причем заявка, по
ступившая в момент, когда канал занят обслуживанием, ставится 
в очередь и ожидает обслуживания. Размеченный граф состояний 
такой системы приведен на рис. 6.5.6. 

Количество возможных состояний ее бесконечно: 
0̂ - канал свободен, очереди нет, А: = 0; 

^1 - канал занят обслуживанием, очереди нет, к = 1; 
S2 — канал занят, одна заявка в очереди, к = 2; 

S/^ — канал занят (к — 1), заявка в очереди. 
Модели оценки вероятности состояний СМО с неограничен

ной очередью можно получить из формул, выведенных для СМО 
с ограниченной очередью, путем перехода к пределу при т ->оо: 
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Очереди нет 
А 

г-
Очереди любой длины 

^ ч 

к ̂  
^ 

X 
^ W «1 ^ 

^ 

"к ̂  "^ sA 

л 
л, ^___^ л 

••• •̂  1 ^к [•—— ••• 
Ц Ц Ц Ц Ц 

Л<с. 6.5.6. Т̂ о̂ б состояний одноканальной СМО с неограниченной очередью 

Ро=-
1-р 

/W+2 1-Р 

Рк=Р 'РО 

Ро=^-'Р 

P2=p^(l-p) 

/?^=р^(1~р) 

Следует заметить, что для СМО с ограниченной длиной оче
реди в формуле 

;?о = [1 + Р + р' + р' + ... + р"̂  + ... + Р"^']"' 

имеет место геометрическая прогрессия с первым членом 1 и зна
менателем р. Такая последовательность представляет собой сум
му бесконечного числа членов при т —>оо. Эта сумма сходится, ес
ли прогрессия, бесконечно убывающая при р < 1, что определяет 
установившийся режим работы СМО, а при р > 1 очередь при 
/ ~̂ оо с течением времени может расти до бесконечности. 

Поскольку в рассматриваемой СМО ограничение на длину 
очереди отсутствует, то любая заявка может быть обслужена, по
этому/̂ е̂̂  ~ 1» следовательно, относительная пропускная способ
ность Q =Робс "̂  Ь соответственно/7jyn^ = О, а абсолютная пропуск
ная способность А = X • Q =Я, L^ = р. 
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Вероятность пребывания в очереди к заявок равна: 
/7^ = р ^ ( 1 ~ р ) ; 

среднее число заявок в очереди — 
.2 

среднее число заявок в системе -
2 

-̂ смо ~ ^оч "'' ^об ~ "J г "*" Р ~ "̂  1-р '^ 1-р' 

среднее время ожидания обслуживания в очереди 

Т _ Р _ Р̂  • 
'>" ц(1-р) М1-Р)' 

среднее время пребывания заявки в системе — 

1 Р 
''СМО ~-^04 "^^обс ~ ц(1-р) М1-Р)* 

Если в одноканальной СМО с ожиданием интенсивность по
ступления заявок больше интенсивности обслуживания X > |х, то 
очередь будет постоянно увеличиваться. В связи с этим наиболь
ший интерес представляет анализ устойчивых СМО, работающих 
в стационарном режиме при X < ц, р < 1. 

Пример 1. Булочная «Горячий хлеб» имеет одного контролера-
кассира. В течение часа приходят в среднем 54 покупателя. Сред
няя стоимость одной покупки составляет 7 руб. Среднее время 
обслуживания контролером-кассиром одного покупателя состав
ляет 1 мин. Определим выручку от продажи, характеристики 
СМО и проведем анализ ее работы. 
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Решение 
По условиям задачи л = 1, Л = 54 ед./ч, ц = 60 ед./ч, и посколь

ку р = Я / ц = 0,9, то очередь не будет расти бесконечно, следова
тельно, предельные вероятности существуют: 

вероятность того, что контролер-кассир свободен -
/?о=1-р = 0,1; 

вероятность того, что контролер-кассир занят работой — 

Лан=1-/^о=1-0>1 = 0.9; 

среднее число покупателей в очереди — 

среднее время ожидания в очереди -

Среднее время пребывания покупателя в булочной — 

Т̂смо = Т'оч + ^ = 9 + 1 = 10 мин; 

среднее число покупателей в булочной — 

с̂мо = 0̂4 + Р = Y T ^ = J I ^ = 9 чел.; 

вероятность того, что в булочной находятся один, два, три, 
четыре человека, а следовательно, ожидают расчета в очереди у 
контролера-кассира 1, 2, 3 человека соответственно — 

р, = р(1-р) = 0,9(1-0,9) = 0,09; 
/»2 = р̂  (1 - р) = 0,9̂  (1 - 0,9) = 0,081; 
/>з = р̂  (1 - р) = 0,9̂  (1 - 0,9) = 0.073; 

475 



Глава 6. Системы и модели массового обслуживания 

вероятность того, что ожидают расчета у контролера-кассира 
не более трех человек, равна — 

^ = /̂ 1 +Л +Л = 0,09 + 0,081 + 0,073 = 0,244. 

Доля времени простоя контролера-кассира составляет всего 
10% от продолжительности рабочего дня, однако время ожида
ния обслуживания в очереди ощутимо - 9 мин, поэтому следует 
уменьшать время обслуживания t^^^, введя дополнительный кас
совый аппарат и соответственно контролера-кассира, иначе по
купатели будут уходить в другое торговое предприятие, что при
ведет к ухудшению экономических показателей хозяйственной 
деятельности, в частности к уменьшению выручки от продажи 
хлеба и образованию остатков хлеба на следующий день и к поте
ре его качества. 

Пример 2. Интенсивность потока автомобилей на АЗС к ко
лонке за бензином АИ-92 составляет 30 автомобилей в 1 ч, а сред
нее время заправки равно 5 мин. Проведем анализ работы систе
мы массового обслуживания АЗС. Определите отношение зар
платы контролера-кассира АЗС, например, к вашей, уважаемый 
читатель. 

Решение _ 
Л = 30 ед. /ч, /обе ~ 5 мин = 1/12 ч. 

Определим характеристики СМО: 
интенсивность нагрузки 

р = X / ц = X. Тобс = 30 • 1/12 = 10/4 = 2,5. 

Поскольку р > 1, то АЭС не будет работать в стационарном 
режиме и очередь будет постоянно увеличиваться, поэтому не
обходимо ввести еще одну колонку с бензином АИ-92 или умень-
шить_время обслуживания до величины «1,9 мин, тогда р = 
= X • /обе ~ 30 • 1,9/60 = 0,95, следовательно, р < 1 и возможен ста
ционарный режим работы на бензозаправочной станции. 

Пример 3. В парикмахерской работает только один мужской 
мастер. Среднее время стрижки одного клиента составляет 20 
мин. Клиенты в среднем приходят каждые 25 мин. Средняя стои-
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мость стрижки составляет 60 руб. Как в первую смену с 9 до 15 ча
сов, так и во вторую — с 15 до 21 часа работает один мастер. Про
вести анализ работы системы обслуживания. Определите отно
шение зарплаты за месяц парикмахера к вашей, уважаемый чита
тель. 

Решение 
л = 1; X = 2,4 клиента/ч; t^^^ = 20 мин = 1/3 ч. 

Находим интенсивность нагрузки: 
^ . - ^ . 20 P = T = ^-W=2,4. —= 0,8; 

долю времени простоя мастера: 
;7о=1-р=1~0,8 = 0,2; 

вероятность того, что мастер занят работой: 

Лан=1~Л= 1-0.2 = 0,8; 

среднее число клиентов в очереди: 

Р̂  0.8^ .^ Хоч '^1Т"'^"оУ ' клиента; 

среднее время ожидания в очереди: 

Го, = ^ = 1 1 = 1,34 мин; 

среднее время пребывания клиентов в парикмахерской: 
Тшо = Т^ч + W = 1.34 + 20 = 21,34 мин. 

Система работает вполне удовлетворительно. Поскольку 
р < 1, то режим работы системы устойчивый, 20% рабочего вре
мени мастер не занят, а остальные 80% времени занят работой, 
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длина очереди 3,2 клиента небольшая, а среднее время пребыва
ния клиента в парикмахерской всего 21,34 мин. Если интенсив
ность появления клиентов увеличится, например, до X = 4 клиен
тов/ч, то интенсивность нагрузки составит р > 1 и очередь будет 
постоянно увеличиваться, что приведет к неустойчивому режиму 
работы СМО. 

6.5.5. Многоканальная СМО 
с ограниченной длиной очереди 

Рассмотрим многоканальную СМО (л > 1), на вход которой 
поступает пуассоновский поток заявок с интенсивностью X, а ин
тенсивность обслуживания каждого канала составляет |LI, макси
мально возможное число мест в очереди ограничено величиной 
т. Дискретные состояния СМО определяются количеством за
явок, поступивших в систему, которые можно Записать. 

SQ - все каналы свободны, А: = 0; 
Si - занят только один канал (любой), к- I; 
2̂ ~ заняты только два канала (любых), к = 2; 

S^ - заняты всеп каналов, к-п. 
Пока СМО находится в любом из этих состояний, очереди 

нет. После того как заняты все каналы обслуживания, последую
щие заявки образуют очередь, тем самым определяя дальнейшее 
состояние системы: 

Sfj+i - заняты все п каналов и одна заявка стоит в очереди, 
к = п+и 
S^^i ~" заняты все п каналов и две заявки стоят в очереди, 
А: = л + 2; 

î ^ +т """ заняты все п каналов и все т мест в очереди, 
к = п -^ т. 
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Граф состояний л-канальной СМО с очередью, ограниченной 
т местами, представлен на рис. 6.5.7. 

Г 

Очереди нет 

Л г 
Очередь есть 

Л 

п\х 
^п+1 ^+2N Н^+/п| 

/7Ц ЛЦ ЛЦ 

Рис. 6.5.7. Граф состояний п-канальной СМО 
с ограничением на длину очереди т 

Переход СМО в состояние с большими номерами определя
ется потоком поступающих заявок с интенсивностью X, тогда как 
по условию в обслуживании этих заявок принимают участие п 
одинаковых каналов с интенсивностью потока обслуживания 
равного \х для каждого канала. При этом полная интенсивность 
потока обслуживания возрастает с подключением новых каналов 
вплоть до такого состояния S^, когда все п каналов окажутся за
нятыми. С появлением очереди интенсивность обслуживания 
более не увеличивается, так как она уже достигла максимального 
значения, равного п |х. 

Запишем выражения для предельных вероятностей состоя
ний: 

Л=]^'/^о; 

/'2="2Г*/^0 

Рк^^'Р^^ 0<к<п; 

РП= — 'РОУ 
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Рп+Х = /^о; 

/'/1+2="1—уР{^ J 
л л! 
jn-\-r 

Рп+г^— Ро п<г<т\ 
п п\ 

n'^nl 
"Ро -Рсутк^ 

Ро 
, р р- р^ р'"-^ р''^^ 

1! 2! л! л я ! ,j2.^j ^m.^, 

Выражение для/^о можно преобразовать, используя формулу 
геометрической прогрессии для суммы членов со знаменателем 
Р/п: 

р , р 2 р« р^^р/п-(р/пГ^^^'^ 
Ро = ^^ii^Y^--^!;!^- «!(1-р/«) 

А: = 0; 

Ро jt=:0*! л!* 1 - р / л 

S T 7 + -17 Г(1-(Р/«Г 

-1-1 

it=o*! л!(я~р) 

Образование очереди возможно, когда вновь поступившая за
явка застанет в системе не менее п требований, т.е. когда в систе
ме будет находиться л, л+Г, я-f 2,..., (п •+• т — I) требований. Эти 
события независимы, поэтому вероятность того, что все каналы 
заняты, равна сумме соответствующих вероятностей/7„,/?̂ 4-1»/̂ /1+2> 
-'yPn+m-v Поэтому всроятность образования очереди равна: 
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Вероятность отказа в обслуживании наступает тогда, когда 
все п каналов и все т мест в очереди заняты: 

Ротк^'Рп+т^— РО'^ К^ПЛ-т, 
п п1 

Относительная пропускная способность будет равна: 

абсолютная пропускная способность -

среднее число занятых каналов — 

П2=А/11 = р-0; 

среднее число простаивающих каналов — 

коэффициент занятости (использования) каналов — 

Кз = пз/п; 

коэффициент простоя каналов — 

среднее число заявок, находящихся в очередях, — 

. ^р''̂ ^ 1-(р/п)'^'(т-\-1-т-р/п) 
А)ч "" г о 0̂» 

«•«•' (1-р/«)2 
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в случае если р/л = 1, эта формула принимает другой вид — 

^^^"7^ 2 ^«' 

среднее время ожидания в очереди определяется формулами 
Литтла — 

А Т^=^(р/п*1); 

г1 
но; 
А 

Т^,=^(р/п = 1У 

Среднее время пребывания заявки в СМО, как и для однока-
нальной СМО, больше среднего времени ожидания в очереди на 
среднее время обслуживания, равное 1/ ц, поскольку заявка все
гда обслуживается только одним каналом: 

Пример 1. В мини-маркет поступает поток покупателей с ин
тенсивностью 6 покупателей в 1 мин, которых обслуживают три 
контролера-кассира с интенсивностью 2 покупателя в 1 мин. 
Длина очереди ограничена 5 покупателями. Необходимо опреде
лить характеристики СМО и дать оценку ее работы. 

Решение 

л = 3; /W = 5; X =6; jii = 2; р = X/^l = 3; р / /i = 1; 

находим предельные вероятности состояний СМО: 
доля времени простоя контролеров-кассиров — 
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вероятность того, что занят обслуживанием только один ка
нал-

/7i = 3/?o = 0,0846; 

вероятность того, что заняты обслуживанием два канала -
.2 

/?2=Y*^0=4,5/?o =0,127; 

вероятность того, что заняты все три канала — 
3̂ 

Л =-^'^0 =4,5/70 =0,127; 

вероятность того, что заняты все три канала и пять мест в оче
реди ~ 

/?8 = 0,127. 

Вероятность отказа наступает при /: = W + A2 = 5 + 3 = 8 H со
ставляет/̂ g = />отк -0,127. 

Относительная и абсолютная пропускные способности СМО 
соответственно равны 6 = 1 — р^^^ = 0,873 и Л = 0,873 • Я = 5,24 
(покупателя в 1 мин). 

Среднее число занятых каналов и средняя длина очереди рав
ны: _ 

Лз = р • е = 2,62; L[^ = 1,9 пок. 

Среднее время ожидания в очереди и пребывания в СМО со-
ответственно равно: Г(}ц =—-̂  = 0,36 мин, T^^O=TQ^+-'-0,S6 мин. 

Система обслуживания мини-маркета заслуживает высокой 
оценки, поскольку средняя длина очереди, среднее время пребы
вания покупателя в очереди составляют малые величины. 

Пример 2. На плодоовош[ную базу в среднем через 30 мин при
бывают автомашины с плодоовощной продукцией. Среднее вре
мя разгрузки одной машины составляет 1,5 ч. Разгрузку произво-
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дят две бригады грузчиков. На территории базы у дебаркадера мо
гут находиться в очереди в ожидании разфузки не более 4 авто
машин. Определим показатели и дадим оценку работы СМО. 

Решение 
СМО двухканальная, п = 2 с ограниченным числом мест в 

очереди т = 4, интенсивность входящего потока X = 2 авт/ч, ин
тенсивность обслуживания |х = 2/3 авт/ч, интенсивность нагруз
ки р = ?t/|i=3, р / л = 3/2= 1,5. 

Определяем характеристики СМО: 
вероятность того, что все бригады не загружены, когда нет ав

томашин — 

Ро = к=ок\ п1(п-р) 

jO j i ^ 11 1 1 3-
О! "̂  1! "̂  2! "^2!(2-3) 

1-1 

•(1-1,5^) = 0,0158; 

вероятность отказа, когда под разгрузкой два автомобиля, а в 
очереди четыре автомобиля — 

Ротк=Рп+т=Рб=' •'Ро=-
2!2^ 

•0,0158 = 0,36; 

относительная пропускная способность или вероятность об
служивания — 

Q=Po6c = 1 -/̂ отх = 1 - 0.36 = 0,64; 

абсолютная пропускная способность — 

Л = Y • (2 = 2 • 0,64 = 1,28 авт/ч; 

среднее число занятых бригад -
1 28 

• пз=А/11 = -^ = 1,92; 
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коэффициент занятости работой бригад грузчиков — 
— 192 i^3=/i3/« = - ^ = 0,96; 

среднее число автомашин в очереди — 

^ ^ 1 - . , 5 ^ ( . . 4 - 4 . 1 . 5 ) , ^ „ , 3 , . , , з » . 
2-'2 (1-1,5)2 

Доля времени простоя грузчиков очень мала и составляет все
го 1,58% рабочего времени, а вероятность отказа велика: 36% за
явок из числа поступивших получают отказ в разфузке, обе бри
гады практически заняты полностью, коэффициент занятости 
близок к единице и равен 0,96, относительная пропускная спо
собность мала — всего 64% из числа поступивших заявок будут 
обслужены, средняя длина очереди — 2,6 автомашины, следова
тельно, СМО не справляется с выполнением заявок на обслужи
вание и необходимо увеличить число бригад грузчиков и шире 
использовать возможности дебаркадера. 

Пример 3. Коммерческая фирма получает по кольцевому за
возу ранние овощи из теплиц пригородного совхоза в случай
ные моменты времени с интенсивностью 6 ед. в день. Подсоб
ные помещения, оборудование и трудовые ресурсы позволяют 
обработать и хранить продукцию в объеме 2 ед. В фирме работа
ют 4 человека, каждый из которых в среднем может обработать 
продукцию одного завоза в течение 4 ч. Продолжительность ра
бочего дня при сменной работе составляет 12 ч. Какова должна 
быть емкость складского помещения, чтобы полная обработка 
продукции была бы не менее 97% из числа осуществляемых по
ставок? 

Решение 
Решим задачу путем последовательного определения показа

телей СМО для различных значений емкости складского поме-
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щения /и = 2, 3, 4, 5 и т.д. и сравнения на каждом этапе расчетов 
вероятности обслуживания с заданной величиной/>*бс = 0,97. 

Определяем интенсивность нагрузки: 

р = Х/ц = | = 2. 

Находим вероятность или долю времени простоя для т — 2 

, «=3 п" n"^^ „ ^~ 
/ ' 0 = 1 + 

"=3 о'' о"^^ 

^тг+-;7—га-(р/«)'") 
k=ok\ п\(п-р) 

=1 + 
20 2̂  2^ 2^ 2^^^ 
О! 1! 2! 3! 3!(3-2) 

f 
> -

\ >'J 

п-1 

= 0,128. 

Вероятность отказа в обслуживании, или доля потерянных за
явок, — 

Рсутк^-^ /?о = ^ - 0 , 1 2 8 = 0,075. 
n'^-nl 313̂  

Вероятность обслуживания, или доля обслуженных заявок из 
числа поступивших, составляет: 

/^обс=1-/'отк= 1-0,075 = 0,925. 

Поскольку полученная величина меньше заданной величины 
0,97, то продолжаем вычисления для т = 3. Для этой величины 
показатели состояний СМО имеют значения: 

Р0=^' 
/1=3 9^ 2"̂  7 
Е-7Г + Т-<1"(2/3)^) о к\ 3 

-1 

= 0,122; 

Ротк 
3!3' 

•0,122 = 0,048; 

р^=1- 0,048 = 0,952. 
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Вероятность обслуживания и в этом случае меньше заданной 
величины, поэтому продолжаем вычисления для следующего 
W = 4, для которого показатели состояния имеют такие значения: 
PQ = 0,12; р^у^ = 0,028; р̂ бс ~ 0,972. Теперь полученная величина 
вероятности обслуживания удовлетворяет условию задачи, по
скольку 0,972 > 0,97, следовательно, емкость складского помеще
ния необходимо увеличить до объема 4 ед. 

Для достижения заданной вероятности обслуживания можно 
подобрать таким же образом оптимальное количество человек на 
обработке овощей, проводя последовательно вычисления пока
зателей СМО для А/ = 3,4, 5 и т.д. Компромиссный вариант реше
ния можно найти путем сравнения и сопоставления для разных 
вариантов организаций СМО затрат, связанных как с увеличени
ем числа работающих, так и с созданием специального техноло
гического оборудования по обработке овощей на коммерческом 
предприятии. 

Таким образом, модели массового обслуживания в сочетании 
с экономическими методами постановки задач позволяют прово
дить анализ существующих СМО, разрабатывать рекомендации 
по их реорганизации для повышения эффективности работы, а 
также определять оптимальные показатели вновь создаваемых 
СМО. 

Пример 4. На автомойку в среднем за час приезжают 9 автомо
билей, но если в очереди уже находятся 4 автомобиля, вновь 
подъезжающие клиенты, как правило, не встают в очередь, а про
езжают мимо. Среднее время мойки автомобиля составляет 20 
мин, а мест для мойки всего два. Средняя стоимость мойки авто
мобиля составляет 70 руб. Определите среднюю величину потери 
выручки автомойки в течение дня. 

Решение 
Я = 9 авт/ч; /̂ бс "̂  20 мин; л = 2; /w = 4. 

Находим интенсивность нагрузки: 
^ . - п 20 ^ 

^ ц ^ 6 0 
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Определяем долю времени простоя автомойки: 
-1 

/?о = 
2 3^ 3^(1-(Х)^) 

t^k\^ 21(2-3) : 0,015; 

вероятность отказа -

Ротк =Рп^т ^—1 Р^ = " 1 0,015 = 0,34. 
п"^ п\ 2^-2 

Относительная пропускная способность равна: 

Абсолютная пропускная способность: 

v4 = X . е = 9 • 0,66 = 5,94 авт/ч. 

Среднее число автомобилей в очереди: 

3̂  1-(Х/-(4 + 1-4.Х) 
/̂ оч = Т Т 7Г1 ^ - 0 , 0 1 5 = 2,58 авт. 

2-2 (1-Х)2 

Среднее число заявок, находящихся в обслуживании: 

о̂бс = Р • Q = 3 • 0,66 = 1,98 авт. 

Среднее время ожидания в очереди: 

Среднее время пребывания автомашины на мойке 

А ~ 5,94 Т-смо =7^04+^обс=% = ^ 4 ^ = 0,76 4=46 мин. 
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Таким образом, 34% заявок не будут обслужены, потеря за 
12 ч работы одного дня составит в среднем 2570 руб. (12 • 9 • 0,34 • 70), 
т.е. 52% от всей выручки, поскольку/7 ,̂,̂  = 0,52 р^^. 

6.5.6. Многоканальная СМО с неограниченной очередью 

Рассмотрим многоканальную СМО с ожиданием и неограни
ченной длиной очереди, на которую поступает поток заявок с ин
тенсивностью X и которая имеет интенсивность обслуживания 
каждого канала ц. Размеченный граф состояний представлен на 
рис. 6.5.8. Он имеет бесконечное число состояний: 

SQ — все каналы свободны, к = 0; 
Si — занят один канал, остальные свободны, к= 1; 
2̂ — заняты два канала, остальные свободны, к-2; 

5„ — заняты все п каналов, к = п, очереди нет; 

Ŝ +i — заняты все п каналов, одна заявка в очереди. А: = А7 + 1; 
S„+̂  — заняты все п каналов, г заявок в очереди, к = п +п 

Вероятности состояний получим из формул для многоканаль
ной СМО с ограниченной очередью при переходе к пределу при 
т ->с». Следует заметить, что сумма геометрической профессии в 
выражении для р^ расходится при уровне загрузки р/п > 1, оче
редь будет бесконечно возрастать, а при р/п < 1 ряд сходится, что 
определяет установившийся стационарный режим работы СМО, 

Очереди нет 

X 
[so ^ ^̂ " 

X 
^ W S^ ̂  *Ч 

X 
^ W Si] 

2ц 3\х лц лц пц 

Рис, 6.5.8. Размеченный граф состояний многоканальной СМО 
с неограниченной очередью 
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для которого и определим выражения для предельных вероятно
стей состояний: 

Р Р̂  р'' Р''̂ ^ 
1! 2! п\ nlin-p) 

Р р' Р' 

Поскольку отказа в обслуживании в таких системах не может 
быть, то характеристики пропускной способности равны: 

P^ = 0;Q=l;A = XQ = X; 

среднее число заявок в очереди — 

среднее время ожидания в очереди — 

Среднее число заявок в СМО — 

^СМО ^ОЧ ^ к» ^ СМО л • 

Вероятность того, что СМО находится в состоянии SQ, когда 
нет заявок и не занято ни одного канала, определяется выраже
нием 
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PQ txk\ /i!(/i~p) 

1-1 

А: = 0. 

Эта вероятность определяет среднюю долю времени простоя 
канала обслуживания. 

Вероятность занятости обслуживанием к заявок — 

Pk=jr'PQ^ ^^к<п. 

На этом основании можно определить вероятность, или долю 
времени занятости всех каналов обслуживанием 

Рп^Т'Ро^ к = п. 

Если же все каналы уже заняты обслуживанием, то вероят-' 
ность состояния определяется выражением 

к>п. 

Вероятность оказаться в очереди равна вероятности застать 
все каналы уже занятыми обслуживанием. 

^-=^к;г^-^°'*-«-
Среднее число заявок, находящихся в очереди и ожидающих 

обслуживания, равно: 

^ 0 4 ~" 
п-р Роч 

среднее время ожидания заявки в очереди по формуле 

Литтла: 7 ' о„=-^ и в системе Т^.^о = ^^^ > А А 
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среднее число занятых каналов обслуживанием: 

среднее число свободных каналов: 

«ев = л - р; 

коэффициент занятости каналов обслуживанием: 

Къ = 'п^/п = р/«; 
Важно заметить, что параметр р характеризует степень согла

сования входного потока, например покупателей в магазине с 
интенсивностью потока обслуживания. Процесс обслуживания 
будет стабилен при р < AZ. ЕСЛИ же р > Л, В системе будут возрас
тать средняя длина очереди и среднее время ожидания покупате
лями начала обслуживания и, следовательно, СМО будет рабо
тать неустойчиво. 

Рассмотрим применение моделей для анализа работы СМО с 
ожиданием на нескольких примерах. 

Пример 1. В столовой к узлу расчета поступает пуассоновский 
поток посетителей с интенсивностью X = 120 человек в час. Сред
няя продолжительность обслуживания контролером-кассиром 
одного посетителя составляет Т^^^ = 1,0 мин. Определим опти
мальное число контролеров-кассиров «о, при котором общие из
держки С, определяемые затратами, с одной стороны, на содер
жание контролеров-кассиров С̂ о, а с другой — пребыванием по
сетителей в очереди С п̂, были бы минимальны. 

На этом основании целевую функцию можно записать так: 

C=(CHo + Qn)->min. 

Издержки Сцо определяются числом каналов обслуживания w, 
величиной затрат, связанных с содержанием в системе одной об
служивающей единицы в течение одной единицы времени С̂  
(руб./ч) и интенсивностью входного потока Я. 

Издержки потребления Q^ определяются величиной удель
ных потерь CQ ,̂ связанных с пребыванием в очереди одного поку-
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пателя в течение единицы времени и средним временем ожида
ния в очереди Т^^. Тогда целевую функцию затрат, связанную с 
пребыванием покупателей в системе в течение единицы времени, 
можно записать так: 

С = (Q • At • 1А + Q̂ ô̂ ) --> min. 

Для удобства проведения вычислений предположим, что 
CQJCJ^= 3/1, что позволит определить соотношение стоимостей 
обслуживания для разных вариантов организации системы. Для 
наглядности решения задачи построим график целевой функ
ции С =/(л), по которому найдем минимум затрат, величина ко
торого укажет на оптимальную численность контролеров-кас
сиров. 

Следует заметить, что длина очереди — один из основных по
казателей эффективности СМО. Причем если длина очереди в 
системе может бесконечно возрастать, то рациональной органи
зации системы нельзя получить. Только при условии р < л оче
редь может быть конечна, т.е. число заявок, поступающих в СМО 
за промежуток времени, равный средней длительности обслужи
вания Гобс, меньше числа обслуживающих каналов. Это обуслов
лено вероятностным характером как потока заявок, так и време
нем их обслуживания. Поэтому о рациональности варианта орга
низации СМО можно рассуждать лишь в том случае, если л > р. 
Поскольку из условия задачи следует, что интенсивность нагруз
ки р = Х/\х = 2, то вычисления показателей системы следует на
чать с л = 3. 

Сначала определяем долю времени простоя контролеров-кас
сиров в течение рабочего дня, т.е. при условии отсутствия поку
пателей. 

Р о = 1 ' ок\ п1(п-р) = 1^ 
3 jk 'уЗ+Х 

-^kl 3!(3-2) 
= 0,11. 

Следовательно, три контролера-кассира будут простаивать 
11% времени от всей продолжительности рабочего дня. Результа
ты вычислений запишем в табл. 6.5.2. 
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Таблица 6.5.2 

с 
Ск 

п 

Ро 
Рп 
Роч 
^ 0 4 

т 
^ 04 При 
С 
*̂ оч 

3 
4 
5 

3 

0,11 
0,148 
0,445 
1,235 
0,617 
3,351 
3,968 
4,58 

4 

0,13 
0,087 
0,175 
0,350 
0,175 

2,701 
2,875 

5 

0,134 
0,0362 

0,06 
0,1 

0,05 
2,65 
2,70 
2,75 

6 

0,136 
0,0121 
0,018 
0,027 
0,135 
3,04 

3,054 
3,067 

7 

0,161 
0,0041 
0,006 
0,008 
0,004 
3,512 
3,516 

3,52 1 

Вероятность застать всех контролеров-кассиров занятыми 
определяется по формуле Эрланга. 

о 2 8 0,11 = 0,148. 

Вероятность оказаться в очереди — 

'̂оч = Р « — ) = 0 , 1 4 8 - ^ = 0,455; 

среднее число покупателей, находящихся в очереди, — 

^04 =Роч • ( ; ;Г^ = ^''^'^^'JIY==^'235 чел.; 

среднее время ожидания покупателями в очереди начала об
служивания — 

luQU If^jD =0,617; 

относительная величина затрат для « = 3 и Q^ = 3Q состав
ляет: 
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- ^ = л4-^ЗГоч =1,5 + 30,617 = 3,351; 

среднее время пребывания посетителя в узле расчета — 

Тущ,"^ Т^-^ Т^^ 0,617 + 1 = 1,617 мин; 

среднее число занятых обслуживанием контролеров-касси
р о в - _ 

А1з = р = 2 ; 

среднее число свободных контролеров-кассиров -

«ев^'^-Р^ 3 - 2 = 1 . 

Коэффициент занятости контролеров-кассиров обслужива
нием, т.е. нагрузка на одного контролера-кассира, или доля заня
тых обслуживанием каналов, составляет 

^3 = - = 1 = 0,666. 
А1 3 

Среднее число покупателей в узле расчета -

с̂мо == 0̂4 "*• 3̂ == Ь235 + 2 = 3,235 чел.; 

абсолютная пропускная способность узла расчета в столовой — 

^ = Л=120пок/ч. 

Затем проводим аналогичные вьиисления по определению 
перечисленных показателей для других значений л = 4, 5, 6, 7 и 
результаты запишем в табл. 6.5.2 и представим в виде рис. 6.5.9. 

По данным таблицы следует, что оптимальное число контро
леров-кассиров в узле расчета л̂  = 4 для соотношения Q^ : Q = 
= 3 :1 , при этом общие затраты будут минимальными. 

Для целей расширения анализа проведены вычисления для 
разных вариантов соотношения Q^ : Q = 4, 5, которое, по дан-
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4,5 

4Н 

3.5 Н 

ЗН 

2.5 Н 

1 2 4 5 6 п 

Рис. 6.5,9, Графическая модель связи относительно затрат СМО 
и числа кассиров 

НЫМ таблицы, влияет на оптимальную численность контролеров-
кассиров. 

Пример 2. В расчетном узле магазина самообслуживания ра
ботают 3 кассы. Интенсивность входного потока составляет 5 по
купателей в минуту. Интенсивность обслуживания каждого кон
тролера-кассира составляет 2 покупателя в минуту. Определим 
характеристики СМО и дадим оценку ее работы. 

Решение 
Определяем характеристики системы массового обслужива

ния: 
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интенсивность нагрузки — 
р = Х/ц = 5/2 = 2,5, 

поскольку условие устойчивой работы р < л выполнено 2,5 < 3, то 
можно определять предельные вероятности состояний; 

доли времени простоя узла расчета — 

Ро = ;t=0*! П\(п-р) 

1-1 
, 2,5 2,5^ 2,5^ 2,5^ 

1! 2! 3! 3!0,5 

1-1 

= 0,045; 

вероятность того, что заявка окажется в очереди, — 
я̂+1 

Роч =- •Ро 
2,5̂  •0,045 = 0,586; 

/t!(Ai-/7) "^^ 3!(3~2,5) 

средняя длина очереди -
п "̂  

среднее время пребывания в очереди — 

7 ; , = ± ^ = ̂  = о,7 мин; 

среднее число покупателей в магазине — 
4мо = ^04 "*" Р = 6; 

среднее количество занятых каналов -
лз = р = 2,5; 

коэффициент занятости каналов — 

j^3 = ^ = ^ = 0.833; 
я 3 
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среднее время пребывания заявки в магазине — 

с̂мо ~ о̂ч "̂  о̂бс ^ 0'^ *̂*и "̂  0,5 мин =1,2 мин. 

Доля времени простоя расчетного узла в магазине самообслу
живания составляет всего 4,5% от продолжительности рабочего 
дня, а вероятность оказаться в очереди велика — 58,6%, длина 
очереди небольшая - всего 3,5 покупателя, время ожидания в 
очереди — 0,7 мин, а коэффициент занятости каналов — 83,3%, 
поэтому система работает удовлетворительно. Следует иметь в 
виду, что при увеличении интенсивности входного потока Я мо
жет нарушиться стационарный режим работы СМО, и при р > л 
очередь будет нарастать и система не будет справляться с обслу
живанием. 

Пример 3. В магазине самообслуживания установлены два 
кассовых аппарата. Интенсивность входного потока в будние дни 
в среднем составляет 1,3 покупателя/мин до обеда, 1,8 покупате
ля/мин — после обеда, а в субботу и воскресенье — в среднем 2,2 
покупателя/мин. Среднее время обслуживания покупателя кон
тролером-кассиром составляет 52 с. Проведем анализ работы си
стемы массового обслуживания магазина. 

Решение 
Определяем характеристики СМО отдельно для каждого ва

рианта значения интенсивности входного потока: 
интенсивность нагрузки — 

Pi = ^ i^6c= 1.3.52/60= 1,13; 
Р2 = > '2 -^= 1.8-52/60 = 1,56; 
Рз = > з̂Лбс = 2,2. 52/60 =1,9; 

поскольку я = 2, то р > л и, следовательно, возможен стаци
онарный режим работы, при котором доля времени простоя 
кассиров — 

; 4=0.28; /;^=0,12; /7^=0,025; 
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вероятность оказаться в очереди — 
-,/1+1 

Роч = |. -o^'^Q* /?оч=0»23; /?оч=0,52; p^^ =0,86; 

среднее число покупателей в очереди -

^04 ^Роч у А)ч =0,52 чел.; Х̂оч =0,24 чел.; L^^i =17,2 чел.; 

среднее число покупателей в магазине — 

с̂мо = ^04 + Р; ^^мо = Ь65 чел.; L\^^ = 4,16 чел.; L\^^ = 19 чел.; 

среднее число занятых каналов — 

«3 = V ^ = р; ^3^ = 1ДЗ; ^3^ = 1,56; «з̂  = 1,9; 

среднее время пребывания заявки в очереди -

о̂ч =~Т^' о̂ч =^>4 мин; Гоц =1,33 мин; Т^^ =7,82 мин; л 

среднее время пребывания заявки в магазине -

с̂мо = Т^ч + Т̂оеб; Tl^o = 1>26 мин; Т1^^ = 2,2 мин; Т1^^ = 8, 69 мин; 

коэффициент занятости каналов — 

^3= — = - ; ^:з=1ДЗ/2 = 0,56; Jr|=0,83; ^1=0,95. п п 

Интенсивность входного потока влияет на все характеристи
ки СМО, доля времени простоя уменьшается до 2,5%, вероят
ность образования очереди увеличивается до 0,86, среднее число 
покупателей в очереди увеличивается до 17 человек, что уже не
допустимо, поскольку потенциальные покупатели будут уходить 
к конкурентам, что в конечном итоге приведет к уменьшению 
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длины очереди и снижению экономических показателей, поэто
му необходимо ориентироваться на покупателей и стремиться 
обслужить всех путем введения дополнительного кассового аппа
рата после обеда и в субботние, и воскресные дни, ориентируясь 
на режим работы с длиной очереди в три покупателя. 

Контрольные вопросы 

1. Зачем нужны характеристики СМО? 
2. Как пользоваться характеристиками СМО с отказами в 

коммерческой деятельности? 
3. Как применять характеристики СМО с ожиданием в ком

мерческой деятельности? 
4. Как аргументировать построение СМО с ограничением на 

длину очереди в коммерческой деятельности? 
5. Каким образом можно оценить свою деятельность с помо

щью характеристик СМО? 
6. Как можно провести оценку работы вашего руководителя 

на основе характеристик СМО? 
7. Проведите оценку работы характеристиками СМО мини-

маркета, книжного киоска или любого другого торгового пред
приятия. 

8. Проведите оценку согласованности взаимодействия сту
дентов в группе с помощью характеристик СМО в процессе вы
полнения фрагментов учебного процесса: выполнения курсовых 
работ, подготовки и сдачи зачетов, экзаменов. 

9. Дайте оценку взаимодействия членов вашей семьи утром 
характеристиками СМО. 

6.6. Анализ системы массового обслуживания 
коммерческого предприятия 

Одной из важных задач коммерческой деятельности является 
рациональная организация торгово-технологического процесса 
массового обслуживания, например в универсаме. В частности, 
определение мощности кассового узла торгового предприятия 
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является непростой задачей. Такие экономико-организационные 
показатели, как нафузка товарооборота на 1 м̂  торговой площа
ди, пропускная способность предприятия, время пребывания по
купателей в магазине, а также показатели уровня технологичес
кого решения торгового зала: соотношение площадей зон само
обслуживания и расчетного узла, коэффициенты установочной и 
выставочной площадей, во многом определяются пропускной 
способностью кассового узла. В этом случае пропускную способ
ность торгового зала можно рассматривать как пропускную спо
собность двух зон (фаз) обслуживания: зоны самообслуживания 
и зоны расчетного узла (рис. 6.6.1). 

к с ^ 
W СМОу 

йг к у 
W смо. W 

Xf. - интенсивность входного потока покупателей; 
ц^ - интенсивность прохода покупателей зоны самообслуживания; 
Х ^ - интенсивность прихода покупателей в расчетный узел; 
1Ху - интенсивность потока обслуживания. 

Рис. 6.6. L Модель двухфазной СМО торгового зала универсама 

Основная функция расчетного узла состоит в обеспечении 
высокой пропускной способности покупателей в торговом зале и 
создании комфортного обслуживания покупателей. Факторы, 
влияющие на пропускную способность расчетного узла, можно 
разделить на две группы: 

1) экономико-организационные факторы: система матери
альной ответственности в универсаме; средняя стоимость и 
структура одной покупки; 

2) организационная структура кассового узла; 
3) технико-технологические факторы: применяемые типы 

кассовых аппаратов и кассовых кабин; применяемая контроле
ром-кассиром технология обслуживания покупателей; соответст
вие мощности кассового узла интенсивности покупательских по
токов. 
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Из перечисленных фупп факторов наибольшее влияние ока
зывают организационное построение кассового узла и соответст
вие мощности кассового узла интенсивности покупательских по
токов. 

Рассмотрим обе фазы системы обслуживания: 
1) выбор покупателями товаров в зоне самообслуживания; 
2) обслуживание покупателей в зоне расчетного узла. Входя

щий поток покупателей попадает в фазу самообслуживания, и 
покупатель самостоятельно отбирает нужные ему товарные еди
ницы, формируя их в единую покупку. Причем время этой фазы 
зависит от того, как взаиморазмещены товарные зоны, какой 
фронт они имеют, сколько времени тратит покупатель на выбор 
конкретного товара, какова структура покупки и т.д. 

Выходящий поток покупателей из зоны самообслуживания ц̂  
одновременно является входящим потоком Ху в зону кассового 
узла, который последовательно включает ожидание покупателя в 
очереди и затем обслуживание его контролером-кассиром. Кас
совый узел можно рассматривать как систему обслуживания с по
терями или как систему обслуживания с ожиданием. 

Однако ни первая, ни вторая рассмотренные системы не поз
воляют реально описать процесс обслуживания в кассовом узле 
универсама по следующим причинам: 

в первом варианте кассовый узел, мощность которого будет 
рассчитана на систему с потерями, требует значительных как ка
питальных вложений, так и текущих затрат на содержание кон
тролеров-кассиров; 

во втором варианте кассовый узел, мощность которого будет 
рассчитана на систему с ожиданиями, приводит к большим за
тратам времени покупателей в ожидании обслуживания. При 
этом в часы пик зона расчетного узла «переполняется» и очередь 
покупателей «перетекает» в зону самообслуживания, что наруша
ет нормальные условия для выбора товара другими покупате
лями. 

В связи с этим целесообразно рассматривать вторую фазу об
служивания как систему с ограниченной длиной очереди, проме
жуточную между системой с ожиданием и системой с потерями. 
При этом предполагается, что одновременно в системе могут на-
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ходиться не более L, причем L=^n + т, где п — количество обслу
живаемых клиентов в кассах, т — количество покупателей, стоя
щих в очереди, причем любая m + 1 — заявка покидает систему 
необслуженной. 

Это условие позволяет, с одной стороны, ограничить площадь 
зоны расчетного узла с учетом максимально допустимой длины 
очереди, а с другой - ввести ограничение на время ожидания по
купателями обслуживания в кассовом узле, т.е. учитывать из
держки потребления покупателей. 

Правомерность постановки задачи в таком виде подтвержда
ется проведенными обследованиями потоков покупателей в 
универсамах, результаты которых приведены в табл. 6.6.1, анализ 

Таблица 6.6.1 

Часы 
работы 

1 с 9 до 10 
1 сЮдоП 

с 11 до 12 
с12до13 

1 с Идо 15 
с 15 до 16 
с16до17 

1 с 17 до 18 
1 с 18 до 19 

с 19 до 20 
с 20 до 21 

Итого 

День недели 

пятница 

оче
редь. 

2 
3 
3 
2 
2 
3 
4 
5 
5 
6 
6 

количество 
покупателей 
без покупок 

чел. 

38 
44 
54 
43 
48 
61 
77 
91 
130 
105 
58 

749 

% 

5 
5,3 
6,5 
4,9 
5,5 
7,3 
7,1 
6,8 
7,3 
7,6 
7 

6,5 

суббота 

оче
редь. 

5 
5 
4 
4 
6 
6 
8 
7 
6 
6 
5 

количество 
1 покупателей 
без покупок 

чел. 

60 
67 
60 
63 
79 
97 
140 
92 
88 
77 
39 
862 

% 

^ 5,4 
5 

\ 5,8 
5,5 
6,7 
6,4 
9,7 
8,4 
5,9 
6 

4,4 
6,3 

воскресенье 

оче
редь, 

1 0̂4 

7 
6 
7 
8 
7 
5 
5 
4 
7 

количество 
покупателей 
без покупок 

чел. 

64 
1 62 
1 121 

156 
125 
85 
76 
83 
132 

904 

% 1 
4,2 

1 3,7 
8,8 

\ 10 
6,5 
7,2 
6 

7,2 
8 

4,5 1 
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которых выявил тесную связь между средней длиной очереди в 
кассовом узле и количеством покупателей, не совершивших по
купок. 

В организации работы кассового узла универсама имеется 
еще одна важная особенность, которая значительно влияет на его 
пропускную способность: наличие экспресс-касс (одной-двух 
покупок). Изучение структуры потока покупателей в универса
мах по типу кассового обслуживания показывает, что поток об
служенных через экспресс-кассы достигает 34,5%, а их товаро
оборот составляет 12,9 % (табл. 6.6.2). 

Таблица 6.6.2 

Дни недели 

Потоки покупателей, чел. 

всего 
по 

экс
пресс-
кассам 

%к 
днев
ному 

потоку 

Товарооборот 

всего 
по экс
пресс-
кассам 

%к 
дневно
му това
рообо
роту 

Летний период 
1 Понедельник 
1 Вторник 
1 Среда 
1 Четверг 
1 Пятница 
1 Суббота 

Воскресенье 

11182 
10207 
10175 
10318 
11377 
10962 
10894 

3856 
1627 
2435 
2202 
2469 
1561 
2043 

34,5 
15,9 

24 
21,3 
21,7 
14,2 
18,8 

39669,2 
38526,6 

33945 
36355,6 
43250,9 

39873 
35237,6 

3128,39 
1842,25 
2047,37 

1778,9 
5572,46 
1307,62 
1883,38 

7,9 
4,8 

6 
4,9 

12,9 
3,3 
5,1 

Зимний период 

1 Понедельник 
1 Вторник 

Среда 
Четверг 
Пятница 
Суббота 
Воскресенье 

10269 
10784 
11167 
11521 
11485 
13689 
13436 

1857 
1665 
3729 
2451 
1878 
2498 
4471 

18,1 
15,4 
33,4 
21,3 
16,4 
18,2 
33,3 1 

37121,6 
38460,9 
39440,3 
40000,7 
43669,5 
52336,9 
47679,9 

2429.73 
1950,41 
4912,99 
3764,58 
2900,73 
4752,77 
6051,93 

6,5 
5,1 

12,4 
9,4 1 
6,6 
9,1 

12,7 
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Дня окончательного построения математической модели про
цесса обслуживания с учетом перечисленных выше факторов не
обходимо определить функции распределения случайных вели
чин, а также случайные процессы, описывающие входящие и вы
ходящие потоки покупателей: 

1) функцию распределения времени покупателей на выбор 
товаров в зоне самообслуживания; 

2) функцию распределения времени работы контролера-кас
сира для обычных касс и экспресс-касс; 

3) случайный процесс, описывающий входящий поток поку
пателей в первую фазу обслуживания; 

4) случайный процесс, описывающий входящий поток во 
вторую фазу обслуживания для обычных касс и экспресс-касс. 

Моделями для расчета характеристик системы массового об
служивания удобно пользоваться в том случае, если входящий 
поток требований в систему обслуживания является простейшим 
пуассоновским потоком, а время обслуживания заявок распреде
лено по экспоненциальному закону. 

Исследование потока покупателей в зоне кассового узла по
казало, что для него может быть принят пуассоновский поток. 

Функция распределения времени обслуживания покупателей 
контролерами-кассирами является экспоненциальной, такое до
пущение не приводит к большим ошибкам. 

Безусловный интерес представляет анализ характеристик об
служивания потока покупателей в кассовом узле универсама, 
рассчитанных для трех систем: с потерями, с ожиданием и сме
шанного типа. 

Расчеты параметров процесса обслуживания покупателей в 
кассовом узле проведены для коммерческого предприятия торго
вой площадью S = 650 м̂  на основе следующих данных. 

Целевая функция может быть записана в общем виде связи 
(критерия) выручки от реализации от характеристик СМО: 

В =f{k, \ , /обо 1^0 Р о КУ 1^ку Рл» ЧУ ^ЭУ ^У ^04 ' ^04' Роу Рочу ^> '^у) - ^ П^^> 

где tif^, «3 — кассовый узел состоит из % ^ ^ ^^^^ обычного типа 1лп^ = 2 экс
пресс-касс, всего л = 9; 
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\1/^ - интенсивность обслуживания покупателей в зоне обычных касс 
— 0,823 чел./мин; 

p̂ t - интенсивность нагрузки кассовых аппаратов в зоне обычньсс 

касс-6 ,65 , Рл'=^-^; 

Цз - интенсивность обслуживания покупателей в зоне экспресс-касс 
- 2 , 1 8 чел./мин; 

Xjt — интенсивность входящего потока в зону обычных касс — 5,47 
чел./мин; 

Рз — интенсивность нафузки кассовых аппаратов в зоне экспресс-

к а с с - 1,63, Рэ = — J 

Хз — интенсивность входящего потока в зону экспресс-касс - 3,55 
чел./мин; 

т — для модели СМО с офаничением на длину очереди в соответст
вии с проектируемой зоной кассового узла максимально допус
тимое число покупателей, стоящих в очереди в одну кассу, при
нимается равным /я = 10 покупателей. 

Следует заметить, что для получения сравнительно неболь
ших по абсолютной величине значений вероятности потерь за
явок р̂ +̂ „ и времени ожрщания покупателей в кассовом узле необ
ходимо соблюдать следующие условия: (р̂ ^ + р^) < (itj^ + п^). 

В табл. 6.6.3 приведены результаты характеристик качества 
функционирования СМО в зоне расчетного узла. 

Расчеты проведены для наиболее напряженного периода вре
мени рабочего дня с 17 до 21 часа. Именно на этот период, как 
показали результаты обследований, приходится около 50% одно
дневного потока покупателей. 

Из приведенных данных в табл. 6.6.3 следует, что если бы для 
расчета была выбрана: 

1) модель с отказами, то 22,6% потока покупателей, обслужи
ваемых обычными кассами, и соответственно 33,6% потока поку
пателей, обслуживаемых экспресс-кассами, должны были бы 
уйти без покупок; 

2) модель с ожиданием, то потерь заявок в расчетном узле не 
должно бы быть; 
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Таблица 6.6.3 
Хара1стеристики системы массового обслуживания покупателей 

в зоне расчетного узла 

Тип 
кассы 

Обычные 
кассы 

Экс
пресс-
кассы 

Коли
чество 
касс в 
узле, 

п 

7 

2 

Тип СМО 

С отказами 
с ожиданием 

с ограничением 
на длину 
очереди 

С отказами 
с ожиданием 

с ограничением 
на длину 
очереди 

Характеристики СМО 

среднее 
число 

занятых 
касс, Лз 

5,15 
6,65 
6,7 

1,08 
1,17 
1,6 

среднее время 
ожидания 

обслуживания, 
Т 

0 
3 

2,66 

0 
0,91 
0,84 

вероятность 
потери 
заявок. 

^7+m 

0,226 
0 

0,0012 

0,336 
0 

0,018 

3) модель с ограничением на длину очереди, то только 0,12% 
потока покупателей, обслуживаемых обычными кассами, и 1,8% 
потока покупателей, обслуживаемых экспресс-кассами, покинут 
торговый зал без покупок. Следовательно, модель с офаничени-
ем на длину очереди позволяет более точно и реально описать 
процесс обслуживания покупателей в зоне кассового узла. 

Интерес представляет сравнительный расчет мощности кас
сового узла как с учетом экспресс-касс, так и без них. В табл. 6.6.4 
приведены характеристики системы обслуживания кассового уз
ла трех типоразмеров универсамов, рассчитанные по моделям 
для СМО с ограничением на длину очереди на наиболее напря
женный период рабочего дня с 17 до 21 часа. 

Анализ данных этой таблицы показывает, что неучет фактора 
«Структура потока покупателей по типу кассового обслужива
ния» на стадии технологического проектирования может привес
ти к увеличению зоны расчетного узла на 22—33%, а отсюда соот-
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J 

с 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Характерис
тики смо 

Количество 
покупателей 

Интенсив
ность входя
щего потока 

Интенсив
ность обслу
живания 

Интенсив
ность на
грузки 

Количество 
кассовых 1 
аппаратов 

Общее ко
личество 
касс расчет
ного узла 

Еди
ница 

из-
ме-
ре-
ния 

чел. 

чел./ 
мин 

чел./ 
мин 

— 

шт. 

шт. 

ас 

X го 
о 

Ю 

О к 

X 

[А 

Р 

f^ 

2л 

Таблица 6.6.4 
Показатели, рассчитанные по типам 

универсамов торговой площади, кв. м 
без 

экспресс-касс 

650 

2310 

9,64 

0,823 

11,7 

12 

12 1 

1000 

'3340 

13,9 

0,823 

16,95 

17 

17 

2000 

6680 

27,9 

0,823 

33,8 

34 

34 

с учетом экспресс-касс 

650 

1460 

6,08 

0,823 

6,65 

7 

1 

850 

3,55 

2,18 

1,63 

2 

9 1 

1000 

2040 

8,55 

0,823 

10,35 

И 

1 

5 8 
^ 2 
1300 

5,41 

2,18 

2,48 

3 

14 

2000 

4080 

17,1 

0,823 

20,7 

21 

1 

is ^ 2 
2600 

10,8 

2,18 

4,95 

5 

26 1 

ветственно и к уменьшению установочных и выставочных пло
щадей торгово-технологического оборудования и товарной мас
сы, размещаемой в торговом зале. 

Проблема определения мощности кассового узла представля
ет собой цепочку взаимосвязанных характеристик. Так, увеличе
ние его мощности сокращает время покупателей на ожидание об
служивания, уменьшает вероятность потери требований и, следо-
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вательно, потери товарооборота. Наряду с этим необходимо соот
ветственно уменьшить зону самообслуживания, фронт торгово-
технологического оборудования, товарную массу в торговом зале. 
В то же время увеличиваются затраты на заработную плату кон
тролеров-кассиров и оборудование дополнительных рабочих 
мест. Поэтому необходимо проводить оптимизационные расче
ты. Рассмотрим характеристики системы обслуживания в кассо
вом узле универсама торговой площадью 650 м , рассчитанные по 
моделям СМО с ограниченной длиной очереди для различных 
мощностей его кассового узла в табл. 6.6.5. 

Таблица 6.6,5 

Тип 
кассового 

обслуживания 

Зоны 
обычных касс 

Зоны 
экспресс-касс; 

Коли
чество 
кассо

вых 
аппа
ратов 
в узле, 
л, шт. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1 
2 
3 

Характерис
тики системы 
обслуживания 
сред
нее 

время 
ожи

дания, 
Т 
мин 

1,79 
3,58 

5,33 
7,08 
8,58 

9,29 
2,66 
0,48 
0,16 
0,06 
2,38 
0,84 

0,1 

веро
ят

ность 
поте
ри за
явок 

0,85 
0,7 

0,55 
0,4 

0,25 
0,1 

0,001 
0 
0 
0 

0,39 
0,002 

0 

Сред
няя 
вы

ручка 
за 1 ч, 

руб. 

205 
415 
623 
831 

1039 
1371,1 
1384,8 

1385 
1385 
1385 
117 
188 
192 

1 Сред
няя 

потеря 
вы

ручки 
за 1 ч, 

руб. 

1180 
970 
760 
554 
346 
13,9 
0,13 

0 
0 
0 

75 
3,8* 

0 

Число 
поку
пате
лей в 
зоне 
рас

четно
го узла 

90" 
360 
800 

1420 
2150 
2880 
890 
267 

53,5 
20 

260 
179 

21,3 

Пло
щадь 
зоны 
рас

четно
го уз-
ла, Sy, 

м̂  

15 
30 
45 
60 
75 
90 

105 
120 
135 
150 
15 
30 
45 

Удель
ный 
вес 

пло
щади 
зоны 
узла 

650/Sy 

0,023 
0,046 
0,069 

0,1 
0,12 
0,14 
0,17 

0,19 
0,21 
0,23 
0,02 
0,05 
0,07 1 
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На основе анализа данных табл. 6.6.5 можно сделать вывод, 
что по мере увеличения количества касс время ожидания покупа
телей в очереди растет, а затем после определенного момента рез
ко падает. Характер изменения фафика времени ожидания поку
пателей Т^^ =/(4* понятен, если параллельно рассматривать из
менение вероятности потери требований /?„+;„= f{n). Вполне 
очевидно, что когда мощность кассового узла чрезмерно мала, то 
более 85% покупателей будут уходить необслуженными, а остав
шаяся часть покупателей будет обслужена за очень короткое вре
мя. Чем больше мощность кассового узла, тем вероятность поте
ри требований будет уменьшаться и соответственно тем большее 
число покупателей будет дожидаться своего обслуживания, а зна
чит, и время их ожидания в очереди соответственно будет расти. 
После того как расчетный узел превысит оптимальную мощ
ность, время ожидания и вероятность потерь будут резко умень
шаться. 

Для универсама торговой площадью 650 м̂  этот предел для 
зоны обычных касс лежит между 6 и 7 кассовыми аппаратами. 
При 7 кассовых аппаратах соответственно среднее время ожида
ния — 2,66 мин, а вероятность потери заявок очень мала — 0,1%. 
Таким образом, задача состоит в выборе такой мощности кассо
вого узла, которая позволит получить минимальные совокупные 
затраты на массовое обслуживание покупателей. 

В связи с этим следующим этапом решения поставленной за
дачи является оптимизация мощности кассового узла на базе 
применения моделей СМО разных типов с учетом совокупных 
затрат и перечисленных выше факторов. 

Задачи 

1. На оптовую базу прибывают автомашины с непродовольст
венными товарами. Поток простейший и поступает с интенсив
ностью 8 автомашин в час. На территории базы могут одновре
менно находиться не более 5 автомашин. На базе имеются 2 бри
гады грузчиков, которые разгружают автомашины. Среднее 
время разгрузки одной машины каждой бригадой составляет 1 ч, 
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Определите основные показатели СМО оптовой базы и раз
работайте рекомендации по улучшению ее работы. 

2. Универсам получает ранние овощи и зелень из теплиц при
городного совхоза. В среднем прибывают с товаром 3 автомаши
ны «Газель» в день. Подсобные помещенР1я и оборудование для 
подготовки овощей к продаже позволяют обработать и хранить 
товар объемом не более 2 автомашин одновременно. В универса
ме работают 5 групп фасовщиков, каждая из которых может об
работать товар с одной автомашины в среднем в течение 0,5 дня. 

Определите вероятность обслуживания приходящей автома
шины Ро5с» какова должна быть емкость подсобных помещений, 
чтобы вероятность обслуживания была бы больше или равна за
данной величине Р ^ > 0,97. 

3. В магазин самообслуживания поступает пуассоновский по
ток покупателей с интенсивностью 120 человек в час. Средняя 
продолжительность обслуживания одного покупателя на расчет
ном узле составляет 1,5 мин. Уровень суммарных потерь связан с 
простоем среднего числа свободных контролеров-кассиров и 
пребыванием среднего числа покупателей в очереди. 

Постройте график зависимости суммы среднего числа сво
бодных контролеров-кассиров — п^^ и среднего L^^ числа покупа
телей в очереди в зависимости от числа контролеров-кассиров п. 

Определите оптимальное число контролеров-кассиров л% 
при котором суммарные потери будут минимальными. 

4. В магазин самообслуживания поступает пуассоновский по
ток с интенсивностью 200 покупателей в час. В течение дня их об
служивают 3 контролера-кассира с интенсивностью 90 покупате
лей в час. Интенсивность входного потока покупателей в часы 
пик возрастает до величины 400 покупателей/ч, а в часы спада 
достигает величины 100 покупателей/ч. 

Определите вероятность образования очереди в магазине Р^^ 
и среднюю длину очереди в течение дня, а затем необходимое 
число контролеров-кассиров в часы пик и часы спада, обеспечи
вающих такую же длину очереди L^^ и вероятность её образова
ния PQ^, как и в номинальном режиме. 
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5. В торговом павильоне покупателей обслуживает один про
давец. Площадь павильона составляет 24 м ,̂ причем 10 м̂  прихо
дится на торговый зал, вместимость которого ограничена. Поэто
му если очередь на обслуживание составляет 10 человек, то по
тенциальный покупатель туда не входит, что свидетельствует об 
отказе в обслуживании и, как следствие, снижении товарооборо
та и ухудшении других экономических показателей работы ком
мерческого предприятия. 

Дайте оценку СМО и определите рекомендации по созданию 
оптимального режима работы, если интенсивность прихода по
купателей составляет 60 человек в час, а среднее время обслужи
вания продавцом одного покупателя — 3 мин. 

6. Мини-маркет с одним контролером-кассиром обслуживает 
покупателей, входящий поток которых подчиняется закону Пу
ассона с параметром 20 покупателей/ч. Время обслуживания 
подчиняется показательному закону с параметром 25 покупате
лей/ч. 

Определите вероятность простоя контролера-кассира, сред
нюю длину очереди, среднее число покупателей в мини-маркете, 
среднее время ожидания обслуживания, среднее время пребыва
ния покупателей в мини-маркете и дайте оценку его работы. 

7. В магазине самообслуживания 6 контролеров-кассиров. 
Входящий поток покупателей подчиняется закону Пуассона с 
интенсивностью 120 чел./ч. Один кассир может обслужить 40 че
ловек в час. 

Определите вероятность, долю времени простоя кассира, 
среднее число покупателей в очереди, среднее время ожидания, 
среднее число занятых кассиров и среднее число кассиров, сво
бодных от обслуживания; дайте оценку работы СМО. 

8. Среднее число покупателей, поступающих на узел расчета в 
магазин самообслуживания, 100 человек в час. Кассир может об
служить 60 человек в час. 

Определите, какое число кассиров необходимо для того, что
бы вероятность появления очереди не превысила 0,60. 

9. В магазине самообслуживания планируется разместить рас
четный узел с кассами сканирования для приема от покупателей 
денег за товары. По прогнозам, интенсивность входного потока 
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покупателей составляет 8 чел./мин. Интенсивность обслужива
ния должна составлять 4 чел./мин. Допустимая длина очереди не 
должна превышать 7 человек. Определите, какое минимальное 
количество кассовых аппаратов необходимо установить, чтобы 
выполнялось условие стационарного режима работы системы, и 
рассчитайте основные показатели работы СМО. 

10. Отделение фирмы «Автолайн» обслуживает пассажиров 
по маршруту и насчитывает 12 такси вместимостью 12 человек. В 
среднем каждая машина ломается раз в 5 дней. Приведите аргу
менты против того, что поток поломок машин в отделении фир
мы является пуассоновским. 

11. Используя терминологию и модели теории массового об
служивания, опишите реальные объекты, процессы и состояние 
покупателей в торговле, автолюбителей на дорогах, потоки пас
сажиров в метро, на вокзалах, аэропортах, больных на приеме к 
врачам, населения в социально-бытовых учреждениях. 

12. На АТС поступают заявки на междугородние переговоры. 
В среднем за 1 ч поступает 15 заявок. Приведите аргументы в 
пользу того, что поток заявок на телефонную станцию является 
пуассоновским. Найдите среднее число заявок, поступающих за 
сутки, среднее время между появлениями заявок. На телефонной 
станции появляются сбои в работе, если за полчаса на нее посту
пит более 50 заявок. Найдите вероятность сбоя станции. 

13. Миша и Виктор занимаются починкой автомобилей. Ми
ша выполняет кузовной ремонт, Виктор — красит, причем друзья 
подряжаются только на работу, где одновременно необходимы и 
ремонт кузова, и покраска. Клиентура у мастеров непостоянная, 
в среднем по одному клиенту в 2 недели. Среднее время, необхо
димое для кузовного ремонта, —10 дней, для по|̂ раски — 5 дней. 
Если Миша занят кузовными работами, то клиент уходит к кон
курентам. Постройте стохастический граф марковского процес
са, описываюш[его работу предпринимателей. Запишите систему 
дифференциальных уравнений Колмогорова для марковского 
процесса; систему алгебраических уравнений и вычислите фи
нальные распределения вероятностей. 

14. Торговая фирма планирует выполнять заказы на приобре
тение товаров по телефону, для чего необходимо установить соот-
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ветствующую мини-АТС с несколькими телефонными аппарата
ми. Если заказ поступает, когда все линии заняты, то клиент по
лучает отказ. Если в момент поступления заявки хотя бы одна ли
ния свободна, то производится переключение на эту линию и 
оформляется заказ. Интенсивность входящего потока заявок со
ставляет 30 заказов в час. Длительность же оформления заказа в 
среднем равна 5 мин. 

Определите оптимальное число каналов обслуживания, что
бы обеспечить условие стационарной работы СМО. 

15. Коммерческая фирма отпускает винно-водочную продук
цию клиентам. Погрузку на машины осуществляют 3 бригады 
фузчиков, каждая из которых состоит из 4 человек. Дебаркадер и 
склад вмещают одновременно 6 машин. Если на площадке нахо
дятся 6 машин, то вновь прибывшая машина не обслуживается. 
Интенсивность входящего потока машин составляет 3 автомаши
ны в час. Интенсивность погрузки составляет 1,5 машины в час. 

Дайте оценку работы СМО и предложите вариант ее реорга
низации. 

16. На станцию технического обслуживания в кооперативном 
гараже по ремонту отечественных автомобилей волжского авто
завода ВАЗ поступает простейший поток заявок с интенсивнос
тью один автомобиль за 2 ч. Во дворе в очереди может находить
ся не более трех автомашин. Среднее время ремонта — 2 ч. 

Дайте оценку работы СМО и разработайте рекомендации по 
улучшению обслуживания. 

17. На рис. 6.6.2 представлена столбиковая диаграмма регист
рации потока покупателей на входе супермаркета. 

Определите необходимое количество кассовых аппаратов в 
расчетном узле, если хронометраж времени, затраченного поку
пателями на операции по приобретению товаров, представлен в 
табл. 6.6.6, а в табл. 6.6.7 представлены результаты проведенного 
хронометража количества покупок и времени расчета одним кон
тролером-кассиром 120 покупателей в течение 10 мин работы по 
кассе № 2 универсама. 

18. В табл. 6.6.8 представлены результаты хронометража, про
веденного в течение недели, числа покупателей и выручки от ре-
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6.6. Анализ системы массового обслуживания. 
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Рис. 6.6.2. Распределение потока покупателей в течение рабочего дня 

ализации в универсаме по дням и часам работы. Определите ко
личество кассовых аппаратов в расчетном узле и постройте гра
фик выхода на работу контролеров-кассиров, используя данные 
задачи 17. 

19. В табл. 6.6.9 представлены результаты проведенного хро
нометража количества покупок по часам и дням недели. 
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Определите количество кассовых аппаратов в расчетном узле 
и постройте график выхода на работу кассиров с учетом данных 
задач 17 и 18. 

Таблица 6.6.6 
Время, затраченное покупателем на операции в супермаркете 

Операции 

Поиск-выбор 

Очередь 

Обслуживание-
расчет 

Пребывание 
в магазине 

Время 

минимальное 

3 мин 

2 мин 32 с 

28 с 

6 мин 

среднее 

6 мин 5 с 

4 мин 20 с 

35 с 

11 мин 

максимальное 

12 мин 2 с 

7 мин Юс 

48 с 

20 мин 

Таблица 6.6.7 
Распределение количества покупок и времени расчета 

покупателей с 16 до 16 по кассе № 2 
1 Количество 

покупок 
3 
2 
3 
3 
3 
1 
5 
3 
9 
5 
3 
2 
4 
6 
2 
7 

Время расчета, 
сек. 
19 
12 
16 
10 
13 
3 

28 
10 
40 
37 
7 
5 
14 
30 
7 

38 1 

Количество 
покупок 

1 
2 
3 
3 
4 
2 
2 
7 
5 
5 
6 
7 
8 

' 5 . 
30 покупателей 
(120 покупок) 

Время расчета, 
сек. 

4 
10 
14 
10 
13 
6 
5 ^ j 

38 
30 
26 
29 
40 
50 
26 

600 
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Таблица 6.6.8 
Распределение потока покупателей и выручки от продажи товаров по часам и дням недели 

Часы 
работы 

8 - 9 

9 - 1 0 

1 0 - 1 1 

1 1 - 1 2 

1 2 - 1 3 

1 3 - 1 4 

1 4 - 1 5 

1 5 - 16 

1 6 - 1 7 

1 7 - 1 8 

1 18-19 
1 19-20 

2 0 - 2 1 

Понедельник 

выруч
ка 

238-10 

202-21 

280-05 

470-15 

591-00 

620-00 

908-02 

870-01 

1221-14 

1489-24 

530-08 

295-04 

число 
поку
пате
лей 

130 

147 

241 

260 

271 

251 

342 

390 

416 

513 

303 

107 

Вторник 

выруч
ка 

346-29 

310-14 

524-06 

796-02 

827-01 

1208-21 

994-19 

773-08 

1487-12 

1224-05 

940-03 

767-02 

число 
поку
пате
лей 

198 

151 

259 

291 

312 

504 

410 

304 

547 

401 

387 

268 

Среда 

выруч
ка 

193-19 

160-16 

391-11 

584-04 

220-00 

1047-07 

821-03 

739-00 

1948-11 

1859-00 

1602-01 

974-02 

число 
поку
пате
лей 

114 

88 

236 

311 

162 

Четверг 

выруч
ка 

456-20 

302-17 

470-06 

653-70 

521-06 

число 
поку
пате
лей 

241 

163 

247 

372 

261 

Пятница 

выруч
ка 

290-29 

475-17 

343-04 

526-07 

275-09 

Перерыв на обед 

539 

389 

314 

975 

1003 

796 

407 

760-28 

1275-13 

1284-02 

1350-41 

1435-00 

802>04 

406-11 

329 

493 

502 

684 

714 

398 

209 

511-41 

873-19 

1240-28 

1474-09 

1116-07 

503-03 

418-04 

число 
поку
пате
лей 

149 

243 

149 

281 

113 

198 

449 

481 

697 

949 

242 

196 

Суббота 

выруч
ка 

407-76 

596-81 

683-14 

972-37 

1203-09 

871-26 

603-13 

1027-41 

1164-03 

986-07 

456-02 

число 
поку
пате
лей 

149 

301 

344 

437 

496 

329 

298 

507 

614 

402 

216 

Воскресенье 

выруч
ка 

141-17 

213-33 

350-29 

427-19 

682-11 

796-23 

821-08 

1017-26 

854-21 

число 
поку
пате
лей 

86 

104 

180 

203 

294 

367 

399 1 

507 
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Таблица 6.6.9 

Часы 
работы 

1 9 - 1 0 

1 10 11 

11 12 

1 2 - 1 3 
1 3 - 1 4 

1 4 - 1 5 
1 5 - 1 6 
1 6 - 1 7 

1 7 - 1 8 

1 8 - 1 9 
1 9 - 2 0 

2 0 - 2 1 

[ S 

Понедельник 

коли
чество 
поку
пок 

742 

544 

546 
1186 

11041 

932 

1028 
1004 

1205 

849 
355 

91 
1 9523 

сумма, 
руб. 

6883 
10147 

13487 
17564 

18775 

15963 

16462 

18823 

17139 

13769 
5713 

2575 

154409 

Вторник 

коли
чество 
поку
пок 

671 

632 

768 

1228 

1129 
1040 

989 
951 

883 
752 

493 

96 
9830 

сумма, 
руб. 

7747 

9586 
13574 

18920 

18026 

17580 

16823 

15043 

12622 
7442 

10737 

4305 
152882 

Среда 

коли
чество 
поку
пок 

938 
634 

766 
1162 

1167 

1191 

1158 
1214 

1259 

1059 
632 

704 
11341 

сумма, 
руб. 

12409 
12963 
12927 

16597 

18439 

18666 
16122 

17979 
15181 

14608 

15185 

3812 

174888 

Четверг 

коли
чество 
поку
пок 

671 

528 
792 

1147 

1035 

1063 

1151 

1178 

1280 

829 
440 

115 
1 10226 

сумма, 
руб. 

9110 

19618 

11926 
13682 

15629 

14065 

18510 

19548 
16542 
13344 

11390 

2626 
156141 

Пятница 

коли
чество 
поку
пок 

833 
643 
887 

1023 
1187 

1192 

1329 
1297 

1316 

1088 
665 

123 

1 11613 

сумма, 
руб. 

7229 
8781 

11990 
11876 
12864 

16939 
18298 

16331 

17630 
14594 

8627 

2394 

147733 

Суббота 

коли
чество 
поку
пок 

616 
643 

743 

835 

1276 

1444 

1498 

745 
1672 

1505 
1221 

1169 
j 13838 

сумма, 
руб. 

13566 
9394 

11647 

12531 
22042 

20962 

24322 

24293 
19094 

18318 

10170 

2681 
188934 

За неделю количество покупок - 66 371. Средняя цена покупки - 14 р. 70 к. 
На сумму 979 879 руб. 



ГЛАВА 7 

МОДЕЛИ ФИНАНСОВО-КОММЕРЧЕСКИХ 
ОПЕРАЦИЙ 

В любых коммерческих операциях финансовые расчеты прак
тически всегда привязываются к конкретным моментам времени 
(датам). Причем фактор времени играет не меньшую роль, чем 
размеры денежных сумм, и поэтому в коммерческих контрактах 
обязательно фиксируются сроки, даты, периодичность поступле
ния товаров, денежных средств. Необходимость учета этого фак
тора определяется сущностью ca^ioro процесса коммерческой де
ятельности, финансирования, кредитования и связана с постула
том неравноценности денег в разные моменты времени. Этот 
постулат верен даже при отсутствии инфляции, поскольку в лю
бой момент есть организации или частные лица (заемщики), нуж
дающиеся в кредитах на тот или иной период и готовые платить за 
такой заем (ссуду) определенную сумму, называемую процентами. 

Следовательно, необходимо рассмотреть решение задачи 
использования ограниченных ресурсов во времени и детермини
рованные модели описания финансовых операций, которые пол
ностью определены в будущем. 

Постулат неравноценности денег, связанный со временем, 
ставит под сомнение правомерность бухгалтерских операций 
суммирования денежных величин, относящихся к разным мо
ментам времени поступления денежных средств, особенно при 
анализе взаиморасчетов и управления коммерческой деятельнос
тью на длительные периоды. 

Фактор времени в финансовой сфере учитывается с помощью 
процентной ставки как отношение суммы процентных денег, вы
плачиваемой за фиксированный отрезок времени, к величине 
ссуды. Интервал, к которому приурочена процентная ставка, на
зывают периодом начисления. Сумму процентных платежей оп
ределяют исходя из размера ссуды, общего ее срока и уровня про-
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центной ставки. Начисление процентов чаще всего осуществля
ется дискретно, а в некоторых случаях и в виде непрерывных про
центов. 

7.1. Модели развития операций по схеме 
простых процентов 

в условиях рыночной экономики существуют различные ва
рианты инвестирования. В простейшем случае кредитор и заем
щик договариваются о величине кредита Р (первоначальная де
нежная сумма), размере годовой процентной ставки (/%), сроке 
кредита и длительности периода начисления процентов. Матема
тически такая операция может быть представлена в виде сетевой 
модели простых процентов. По этой модели происходит накоп
ление общей суммы долга -5* за счет периодического, например 
ежегодного, начисления процентных денег (/^). В соответствии с 
этим наращенная сумма будет равна: 
к концу первого года — 

5i = /> + /,; 

к концу второго года — 
^2 = 5i + /̂  = Р + 2 • /̂ ; 

к концу третьего года — 
5з = 52 + /, = Р + 3 . / , ; 

к концу /7-го года — 
S„=P + nI^ 

Таким образом, накопление суммы происходит по схеме про
стых процентов и образует возрастающую числовую последова
тельность: 

^0> ^^1' "^2» ^3> • •• ' '^nf 

которая представляет собой арифметическую прогрессию с пер
вым членом а^= SQH разностью прогрессии: 

d = S2 — Si = 1^ 
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7.1. Модели развития операций по схеме простых процентов 

Таким образом, математической моделью, отображающей из
менение капитала по схеме простых процентов, является ариф
метическая прогрессия, в соответствии с которой любой ее член 
находится по формуле 

Процентная сумма определяется по формуле 

где / — относительная величина годовой ставки ссудного процента: 
/ = 100%* 

На этом основании модель накопления капитала по схеме 
простых процентов принимает вид 

5 = Р + г2./>/= р . (1 +«•/). 
Следует заметить, что срок ссуды п может быть как целым, так 

и дробным положительным числом 
t 

где t — срок ссуды в днях; 
К — количество дней в году (360, 365, 366). 

Тогда приведенную модель можно записать в другом виде: 

В зависимости от содержания поставленной задачи, пользу
ясь этой моделью, можно определять различные показатели опе
рации: 

величину первоначальной (математическое дисконтирова
ние) суммы — S S 

Р = -1 + т , . t 
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относительную величину процентной ставки — 

продолжительность года — 

К = 

срок ссуды (лет) -

S-P (S-P 
t ' 

iPt ^ 
S-P' 

п = -
S-P 
iP ' 

срок ссуды (дней) — 

t = K- S-РЛ 
Pi 

коэффициент наращения по простой процентной ставке — 

k^-j = (X + in). 

Если на последовательных интервалах начисления процентов 
W], «2> «3' •••' ''от устанавливаются разные ставки процентов ц, /2, /3, 
..., i„, сумма процентных денег составит 
в конце первого интервала: 1^- Pn^ix, 
в конце второго интервала: /^ = Prijii', 
в конце /и-го интервала: 1„ = Pn„i„. 

На этом основании за весь срок договора наращенная сумма 
будет равна: 

5 = Р + / , + / 2 + / з + . . . + 4 = 
= P + Pniii+Pn2i2+Pni-ij+...+Pn„i„ 

( 
S = P l+S«/yUP-A:„. 
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7.1. Модели развития операций по схеме простых процентов 

Следовательно, коэффициент наращения равен: 

т 

7=1 

Следует заметить, что в этом случае проценты начисляются 
всегда от величины первоначальной суммы Р, 

В банковской практике различных стран срок в днях и расчет
ное количество дней в году при начислении процентов определя
ются по-разному. При коммерческой (германской) практике 
подсчет числа дней основывается на длительности года в 360 
дней и месяцев в 30 дней. При французской практике длитель
ность года принимается равной 360 дням, а количество дней в ме
сяце берется равным фактической календарной длительности 28, 
29, 30 или 31 день соответственно. При английской практике 
длительность года — 365 дней и длительность месяцев соответст
вует фактической длительности по календарю. Для удобства вы
полнения расчетов пользуются сквозной нумерацией всех дней в 
году, представленной в табл. 7.1.1. 

Пример 1. Определите количество дней для начисления про
центов при различной практике начисления, если вклад до вос
требования был размещен с 12.01 по 15.03. 

Решение. 1. При коммерческой практике количество дней для 
начисления процентов будет равно: 

20 (количество дней хранения вклада в январе) + 30 (в февра
ле) -^15 (в марте) — 1 (день приема и день выдачи вклада считают
ся за один день) = 5^ дня. 

2. При французской и английской практике количество дней 
для начисления процентов составит: 

20 -^ 28 -^ 15 - 1 - 62 дня (меньше, чем при коммерческой 
практике). 

Пример 2. Вклад 300 тыс. руб. был положен в банк 20.05 при 
ставке 60% годовых. С 1 сентября банк снизил ставку по вкладам 
до 30% годовых. 25 октября вклад был закрыт. 

Определите сумму начисленных процентов при английской, 
коммерческой и французской практике начисления. 
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Порядковые номера дней года 
Таблица 7.1.1 

X 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
И 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 

а 
X 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
И 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
зу 

а со 
1 е 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
'53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 

о* 

60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90j 

из 
о 
С 
< 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
ПО 
111 
112 
113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 

5S 

121 
122 
123 

1 124 
125 
126 
127 
128 
129 
ПО 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 
149 
150 
151J 

Месяц 

X 
^ 

152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 
170 
171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
180 
181 

^ 
S 182 
183 
184 
185 
186 
187 

1 188 
189 
190 
191 
192 
193 
194 
195 
196 
197 
198 
199 
200 
201 
202 
203 
204 
205 
206 
207 
208 
209 
210 
211 
212 

^ 
^ 
^ 213 
214 
215 
216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
230 
231 
232 
233 
234 
235 
236 
237 
238 
239 
240 
241 
242 
243 

Ю 
X 

и 
244 
245 
246 
247 
248 
249 
250 
251 
252 
253 
254 
255 
256 
257 
258 
259 
260 
261 
262 
263 
264 
265 
266 
267 
268 
269 
270 
271 
272 
273 

а ю 
О 
274 
275 
276 
277 
278 
279 
280 
281 
282 
283 
284 
285 
286 
287 
288 
289 
290 
291 
292 
293 
294 
295 
296 
297 
298 
299 
300 
301 
302 
303 
304 

а ю 
X 

305 
306 
307 
308 
309 
310 
311 
312 
313 
314 
315 
316 
317 
318 
319 
320 
321 
322 
323 
324 
325 
326 
327 
328 
329 
330 
331 
332 
333 
334 

ю 

335 
336 
337 
338 
339 
340 
341 
342 
343 
344 
345 
346 
347 
348 
349 
350 
351 
352 
353 
354 
355 
356 
357 
358 
359 
360 
361 
362 
363 
364 
365 
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7.1. Модели развития операций по схеме простых процентов 

Решение. 1. При коммерческой практике количество дней для 
начисления процентов по ставке 60% годовых равно: /j,| = 12 + 30 + 
+ 30 + 30 + 1 - 1 = 102 дням, по ставке 30% годовых: t^2 = 30 + 25 -
-- 1 = 54 дням. 

Сумма начисленных процентов составит: 

/ = 300 000 
102 , ^ 54 ^ , 0,6 + 0,3 360 ' 360 ' = 64 500 руб. 

2. При французской практике количество дней для начисле
ния процентов (табл. 7.1.1) по ставке 60% годовых равно: 

/ф1 = 12 -ь 30 + 31 + 31 + 1 - 1 = 104 дням; 

по ставке 30% годовых равно: 

/ф2 = 30 + 25 - 1 = 54 дням. 

Сумма начисленных процентов составит: 

7=300 000 
fl04' ^ 54 ^ ^ = 65 490 руб. 

3. При английской практике количество дней для начисления 
процентов (см. табл. 7.1.1) по ставке 60% годовых равно: /̂ , = 12 -Ь 
+ 30 + 31 + 31 + 1 - 1 = 104 дням; 

по ставке 30% годовых равно: /̂ 2 = 30 + 25 -- 1 = 54 дням. 
Сумма начисленных процентов составит: 

/=300 000 
^104 , ^ 54 , , ^ = 64 615 руб. 7 коп. 

В кредитных организациях рассматриваются операции банка 
по начислению и уплате процентов по привлеченным во вклады 
(депозиты) рублевым денежным средствам физических и юриди
ческих лиц, а также полученным межбанковским кредитам. Сро
ки привлечения банком средств во вклады (депозиты), а также 
межбанковские кредиты на условиях «овердрафт», «до востребо-
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вания», «овернайт» — 3,7 и 21 день, 3 месяца. Для выполнения 
расчетов исходными данными являются процентные ставки бан
ка (ставки привлечения). 

По вкладам 
населения 

срок 

До вос
требова

ния 

21 день 

3 месяца 

% 
годовых 

4 

15 

22 

По депозитам 
юридических лиц 

срок 

«Овер
найт» 

Здня 

7 дней 

% 
годовых 

18,5--
18,8̂  

СР-0,5^ 

СР + 0,5^ 

По межбанковским 
привлеченным средствам 

срок 

Внутридневной 
«овердрафт», пре
доставленный 
банком 

Кредит «овернайт» 

Депозит на 7 дней 

% 1 
годовых 

5,5 

18,8-20,7 

22,4 - 24,9 

^ Диапазон ставок задан в зависимости от колебаний ставки межбанков
ского рынка. 

^ Плавающая ставка, равная ставке рефинансирования Банка России 
плюс (минус) установленный банком процент. 

Ставка рефинансирования Банка России в рассматриваемом 
периоде: по состоянию на 01.07 — 18%; по состоянию на 20.11 — 
16%. 

Пример 3. Начисление процентов на сумму срочного депозита. 
Банк 02.07 принял в межбанковский депозит денежные сред

ства в сумме 80 тыс. руб. сроком на 7 дней по ставке 24,9%. 
Полный срок депозита (02.07 — 09.07) — 8 календарных дней 

(л), период начисления процентов по депозиту (02—08.07.2000) — 
7 календарных дней (/i — 1). Банк возвращает сумму депозита с 
начисленными процентами 09.07 в сумме: 

^ = 80 000 руб.- 1 + 
24,9% 7 дней 
100% 365 дней = 80382 руб. 03 коп. 

Пример 4. Начисление процентов на сумму вклада «до востре
бования» по процентной ставке, изменяющейся в течение срока 
действия договора банковского вклада. 
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7.1 . Модели развития операций по схеме простых процентов 

Банк 07.07 заключает с вкладчиком договор банковского 
вклада на условиях вьщачи вклада по первому требованию (вклад 
«до востребования»). Первоначальная сумма вклада — 78 руб. 
Процентная ставка — 3%, начисленные проценты не увеличива
ют сумму основного вклада, выплата процентов осуществляется 
по первому требованию вкладчика отдельно от суммы вклада. 

Вкладчик 30.07 снимает с вклада денежные средства в сумме 
46 руб. 

Банк 04.08 принимает решение об увеличении начиная с 10.08 
процентной ставки по вкладам «до востребования» до 4% . 

Вкладчик 03.09 снимает оставшуюся сумму вклада и начис
ленные за весь период вклада проценты. 

Полный срок вклада (07.07 - 03.09) - 59 календарных дней 
(л), период начисления процентов по вкладу (07.07 — 03.09) - 58 
календарных дней (л — 1). 

Банк 03.09 возвращает вкладчику остаток вклада в сумме 32 
руб. и уплачивает начисленные на этот день проценты в сумме: 

78 руб. 3% 23 дня 
100% 365 дней^ 

32 руб.- 3% 11 дней 

(о^ ^ 4% 24 дня 
32 оуб. 

1̂  ^^ 100% 365 дней 

100% 365 дней 

= 26 коп. 

Пример 5. Начисление процентов на сумму депозита по пла
вающей процентной ставке. 

17.11 банк привлекает в 7-дневный депозит денежные средст
ва юридического лица (предприятия) в сумме 40 тыс. руб. по пла
вающей процентной ставке, равной ставке рефинансирования 
Банка России на момент действия депозита (по состоянию на 
17.11-18%) плюс 0,5%. 

Банк России 19.11 объявляет о снижении начисления с 20.11 
ставки рефинансирования с 18 до 16%. 

Полный срок депозита (17 - 24.11) - 8 календарных дней («), 
период начисления процентов (17 - 23.11) - 7 календарных дней 
( A Z - 1 ) . 
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Банк 24.11 возвращает предприятию сумму депозита и упла
чивает начисленные проценты в сумме: 

илпт ^ 18,5% 3 дня 40 000 руб.-
100% 365 дней; 

ипллл ^ 16,5% 4 дня 40000 руб. 
100% 365 дней 

133 руб. 15 коп. 

Пример 6. Начисление процентов на сумму предоставленного 
внутридневного «овердрафта» в банке. 

В соответствии с договором о корреспондентских отношениях 
банк-корреспондент 09.12 предоставляет внутридневной оверд
рафт банка-респондента. Сумма внутридневного «овердрафта» 
составила 158 245 руб. в течение 2 ч 30 мин (150 мин) и 41 412 руб. 
в течение 1 ч 17 мин (77 мин). Процентная ставка по внутриднев
ному овердрафту составляет 5,5%, время работы расчетной систе
мы корреспондентских отношений между банками - 9 ч (540 мин) 
в сутки. 

Банк-респондент 10.12 на основании полученной от банка-
корреспондента выписки по корреспондентскому счету оплачи
вает задолженность по процентам за предоставленный 09.12 вну
тридневной овердрафт в сумме: 

f 158245 руб..А1%.150^ин Лдень \ 
[ ^^ 100% 540 мин 365 днeйJ 

5,5% 77 мин 1 день ] 
41412 руб. 100% 540 мин 365 дней J = 7 руб. 51 коп. 

Пример 7. Начисление процентов на сумму вьщанного креди
та по фиксированной процентной ставке. 

Банк 11.08 вьщает юридическому лицу (предприятию) кредит 
в сумме 280 тыс. руб. на 1 месяц по ставке 25%. Срок возврата 
суммы кредита и уплаты процентов по нему — 11.09. 

Полный срок кредита (11.08 — 11.09) - 32 календарных дня 
(п), период начисления процентов по кредиту (11.08 — 10.09) — 31 
календарный день (/t — 1). 
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7.1 . Модели развития операций по схеме простых процентов 

Согласно условиям кредитного договора предприятие-заем
щик 11.09 погашает перед банком задолженность по кредиту и 
производит уплату процентов за пользование кредитом в сумме: 

280000 руб. 25% 31 день 
100% 365 дней 

= 5945 руб. 21коп. 

Пример 8. На̂ Шсление процентов на сумму вьщанного меж
банковского кредита по плавающей процентной ставке. 

Банк осуществляет операции по вьщаче межбанковских кре
дитов на срок 3 дня. Процентная ставка по кредиту изменяется на 
ежедневной основе и равна ставке МИБОР по однодневным кре
дитам, действующей на соответствующий день срока действия 
кредитного договора, плюс 2%. Капитализация начисленных 
процентов не производится. Продление срока действия договора 
кредитным договором не предусматривается. 

Банк 08.12 вьщал межбанковский кредит на указанных выше 
условиях в сумме 1 млн 500 тыс. руб. Срок возврата суммы креди
та и уплаты начисленных процентов —11.12. 

Полный срок кредита (08 - 11.12) - 4 календарных дня (л), 
период начисления процентов по кредиту (08 — 10.12) — 3 кален
дарных дня (л - 1). 

Дата 

1 

8.12 

9.12 

10.12 

Ставка МИБОР^ 
по 1-дн. кредитам, % 

2 

14,29 

17,65 

15,03 

Ставка банка-кредитора 
(гр. 2 + 2%) 

3 

16,29 

19,65 

17,03 

^ МИБОР — годовые процентные ставки краткосрочного межбанков
ского кредита, базовые для России. 
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В период кредитного договора процентная ставка банка-кре
дитора по текущему кредиту составила: 

начисление банком-кредитором процентов: 
а) 09.12 (за первый день пользования суммой кредита) — 

1500 000 РУб.-^^^- J / ^ " ^ =669руб. 45 коп.; ^^ 100% 365 дней 

б) 10.12 (за второй день пользования суммой кредита) -

1500000 руб..1М^. Л^£5^=:807руб.53коп.; ^^ 100% 365 дней ^̂  

в) 11.12 (за третий день пользования суммой кредита) -

1500000 Р У б . - ^ - J / ' " \ =699 руб. 86 коп.; 100% 365 дней 

г) 11.12 банк-заемщик погашает задолженность по кредиту в 
сумме 1 млн 500 тыс. руб. и уплачивает начисленные проценты в 
сумме 2176 руб. 84 коп. (669,45 + 807,53 + 699,86). 

7.2. Модели развития операций 
по схеме сложных процентов 

в финансово-коммерческих операциях используется схема 
сложных процентов, если начисляемый процент (/) (доход от ка
питала) суммируется с исходным капиталом (Р) и на следующем 
интервале начисления процент начисляется уже от всей образо
вавшейся суммы (Р + 7). Этот вариант иногда называют капита
лизацией, или реинвестированием, или проценты на проценты. 
В этом случае сумма накопленного капитала составит: 

к концу первого года -• 
5i=/> + p . / , = p . ( i + g , 

где /,. — относительная величина годовой ставки сложных ссудных процентов; 
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к концу второго года — 

к концу третьего года — 

5з = 5 2 . ( 1 + д = р . ( 1 + д ' ; 

к концу П'ТОгода -

где k^^^ - коэффициент наращения; к^^^ = (\ •¥ Q". 

Таким образом, накопление капитала по схеме сложных про
центов образует возрастающую числовую последовательность: 
SQ, SI, S2, ^з, ..., S^, которая представляет собой геометрическую 
прогрессию с первым членом bQ^^S^^ Ри знаменателем ^ = 1 + /̂ . 
В соответствии с этим можно записать формулу для определения 
любого ее члена: 

Таким образом, получена модель наращения по формуле 
сложных процентов: 

5 = Р(1+/ ,Г=Р(1+/У^ = Р./:н„ 
где t — срок контракта в днях; 

k^^^ — коэффициент наращения. 

Выводим формулы для определения таких показателей фи
нансовой операции, как 

величина первоначальной суммы — 
S S 

Р = 
(1+/с)" (l+ic/^ 

(математическое дисконтирование при начислении сложных 
процентов); 
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относительная величина процентной ставки — 

(одна из наиболее применяемых формул, используется для на
хождения эффективной ставки сложных процентов, характери
зующей доходность финансовой операции): 

срок ссуды (лет) — 

срок ссуды в днях 

ln(l + L ) ' 

t = K ^ 
In( l+/ , ) ' 

продолжительность года в днях — 
^ t\n(\+i,) 

Ш-

коэффициент наращения — 

Если на протяжении всего срока контракта процентная став
ка изменяется, то получим другую математическую модель опре
деления наращенной суммы: 

где п — 1-й интервал начисления процентов, I— \,L\ 
L— количество интервалов начисления; 

^нс = П(1 +'с/)'^' ~ коэффициент наращения. 
/=1 
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7.2. Модели развития операций по схеме сложных процентов 

Начисление сложных процентов может осуществляться не
сколько раз в году: по месяцам, кварталам, полугодиям. В таких 
случаях указывается ставка на периоде, а наращенная сумма на
ходится по формуле 

5' = Р . ( 1 + / У , 
где /„ — ставка на периоде начисления; 

N— количество интервалов начисления в течение срока действия кон
тракта. 

В случае когда начисление сложных процентов осуществляет
ся через равные промежутки времени п, указывается номинальная 
годовая процентная ставкау, пользуются следующей формулой: 

S = P 1 + — 
V т 

где т — количество интервалов начисления за год; 
п — срок контракта в годах; 
N = т п — количество интервалов начисления за весь срок контракта. 

На практике применяется еще и непрерывное начисление 
процентов по номинальной годовой процентной ставке/ В этом 
случае величину наращенной суммы находят из следующего вы
ражения: 

S = P- lim 1 + ^ 
V т J 

Затем при переходе к пределу при m —> ©о, используя извест
ную формулировку второго замечательного предела: 

lim 1+-
т 

= б, 

получим такое уравнение: 
г 

lim 
AW—>оо\ 

Л 
1+-

т 
-е jn 
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тогда для определения наращенной суммы получим формулу 

где А:„с = е^" — коэффициент наращения при непрерывном начислении про
центов по номинальной годовой ставкеу. 

Приведенные модели позволяют проводить вычисления раз
личных показателей финансовых операций. 

Пример 1. Коммерческие банки С и D начисляют доход один 
раз в полгода, причем банк С по простой ставке, а банк D по 
сложной ставке процентов. Через год в этих банках средства ин
вестора увеличиваются на 60%. В какой банк выгоднее положить 
деньги на полгода и в какой — на полтора года? 

Решение. По условию задачи коэффициенты наращения бан
ков С и D равны, поэтому /:„ =к^^= 1,6, откуда для банка С став
ка простых процентов определяется из выражения 

Л„ =l + m = l + 2/ = l,6==»/=^^Y^ = 0,3 = 30%. 

Для банка D ставка сложных процентов составляет 

^„с =(1 + т У =1,6 ==>/̂  = 7 Г б - 1 = 0,265 = 26,5%. 

Следовательно, выгоднее положить деньги на полгода в банк 
С. Для сравнения результатов финансовых операций с банками С 
и D можно составить следующую таблицу. 

/ 
п 
л„ 
^нс 

0,5 
1 

1,3 
1,265 

1 
2 

1,6 
1,6 

1,5 
3 

1,9 
2,02 

2 
4 

2,2 
2,56 

2,5 
5 

2,5 
3,24 

3 
6 

2,8 
4,1 

3,5 
7 

3,1 
5,18 

4 

8 1 
3,4 

6,56 

Из данных таблицы следует, что на полтора года (как и вооб
ще на любой срок свыше года) выгоднее положить деньги в банк 
D, поскольку к^с = 2,02 > А:„ = 1,9. 
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Пример 2. М.Е. Салтыков-Щедрин описывает в «Господах Го-
ловлевых» такую сцену: «Порфирий Владимирович... сидит у се
бя в кабинете, исписывая цифирными вкладками листы бумаги. 
На этот раз его занимает вопрос: сколько было бы у него теперь 
денег, если б маменька... подаренные ему при рождении дедуш
кой... на зубок сто,рублей_ не присвоила себе, а положила бы 
вкладом в ломбард нк имя малолетнего Порфирия? Выходит, од
нако, немного: восемьсот рублей...» 

Определите сложную ставку процентов годовых ломбарда по 
вкладам, если Порфирию в момент его расчетов было 50 лет. 

Решение, л = 50; Р = 100 руб.; S = 800 руб. 
По формуле сложных процентов наращенная сумма равна: 

откуда ставка сложных процентов составит 

5 _ 50 800 ^с=л~-1= 17^-1=0.0425=^4,25%. 

Пример 3. Знаменитый американский ученый и государствен
ный деятель Бенджамин Франклин завещал жителям города Бос
тона 1 тыс. фунтов стерлингов на следующих условиях: 

деньги давать под 5% годовых молодым ремесленникам; 
через 100 лет из накопленных денег (с учетом процентов на 

проценты) 100 тыс. фунтов стерлингов пустить на строительство 
общественных зданий; 

оставшиеся после этого деньги отдать под те же проценты еще 
на 100 лет; 

по истечении этого срока накопленную сумму разделить меж
ду бостонскими жителями и правлением Массачусетской общи
ны, которой передать 3 млн фунтов стерлингов. 

Сколько денег должно было достаться бостонским жителям 
через 200 лет после смерти Б. Франклина (он умер в 1790 г.)? 

Решение. Р = 1000 ф. ст., /̂  = 5%, л = 100 лет. 
1. Завещанный капитал через 100 лет составил: 

5= 1000 • (1 -Ь 0,05)*̂ ^ = 131 501 ф. ст. 
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2. После вьщеления 100 000 ф. ст. на постройку общественных 
зданий осталось: 

131 501-100 000 =31 501 ф. ст. 

3. Через 100 лет наращенный капитал составил: 

5=31 501 • (1+0,05)̂ ^̂  =4 142 421 ф. ст. 

4. Бостонским жителям из этой суммы после вычета 3 млн 
ф. ст. осталось: 

4 142 421 - 3 000 000 = 1 142 421 ф. ст. 

Пример 4. Начисление процента на сумму срочного вклада с 
условием ежемесячной капитализации процентов. 

Банк 20.07 заключает с вкладчиком договор срочного вклада 
на 3 месяца (срок возврата вклада — 20.10). Сумма вклада — 15 
тыс. руб. Процентная ставка — 22%. 20-го числа каждого месяца 
действия договора производится капитализация начисленных 
процентов. Переоформление вклада по окончании срока дейст
вия договора на ранее действовавших условиях срочного вклада 
договором не предусматривается. Выплата причисленных к сум
ме вклада процентов осуществляется по истечении срока дейст
вия договора. 

В течение срока действия договора банк трижды — 20.08, 20.09 
и 20.10 производит капитализацию начисленных процентов во 
вклад. 20.10 — срок окончания договора срочного вклада, вклад
чик не явился за вкладом в установленный договором срок. В этот 
же день после окончания операционного дня банк переоформля
ет указанный срочный вклад во вклад до востребования. 

Вкладчик 28.10 получает сумму вклада до востребования и на
числения за период с 20.10 по 27.10 включительно (8 календар
ных дней) проценты по установленной ставке 4%. 

Полный срок срочного вклада (20.07 — 20.10) — 93 календар
ных дня (п), период начисления процентов по ставке срочного 
вклада — 22% (20.07 — 19.10) — 92 календарных дня (п — 1). 

Полный срок вклада до востребования (20.10-28.10) - 9 ка
лендарных дней (л), период начисления процентов по ставке 
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вклада до востребования — 4% (20.10—27.10) — 8 календарных 
дней. 

Порядок начисления банком процентов на сумму вклада: 
сумма срочного вклада на 21.08 (с капитализацией процентов, 

начисленных за период с 20.07 по 19.08 включительно): 

15 000 руб.+ 
( О ^ С ^ 1 \ тт̂ ъттт ^ 
15 000 руб.- 22% 31 день 

100% 365 дней = 15 280 руб. 27 коп.; 

сумма срочного вклада на 21.09 (с капитализацией процентов, 
начисленных за период с 20.08 по 19.09 включительно): 

15280,27 руб.+ 22% 31 день ̂  
15280,27 РУб.-;~~-Т77"̂ = =15 565 руб. 78 коп.; 

' ^^ 100% 365 дней 1 ^̂  
сумма срочного вклада по состоянию на конец операционно

го дня 20.10 (с капитализацией процентов, начисленных за пери
од с 20.09 по 19.10 включительно), в конце рабочего дня 20.10 и 
переоформленного во вклад до востребования: 

15565,78 руб.+ 15565,78 РУб. -^ - :^^г^^^ =15 856 руб. 63 коп.; (̂  100% 365 днеиу 

сумма начисленных на вклад до востребования процентов (за 
период с 20.10 по 27.10 включительно): 

15856,63 py6.T?;;^TZ^ 7 = 13 руб. 90 коп. 
100% 365 дней 

Таким образом, общая сумма возврата денежных средств 
вкладчику составит на 28.10 15 870 руб. 53 коп., из которых 15 856 
руб. 63 коп. — сумма срочного вклада с учетом капитализирован
ных процентов и 13 руб. 90 коп. — проценты, начисленные за вре
мя, прошедшее с момента переоформления указанного срочного 
вклада во вклад до востребования. 

Пример 5. Начисление процентов на сумму срочного вклада 
по формуле сложных процентов. 
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Банк 05.09 заключает с вкладчиком договор срочного банков
ского вклада на 21 день (срок возврата вклада — 26.08). Сумма 
вклада - 15 тыс. руб. Процентная ставка ~ 15%. По условиям до
говора начисленные по итогам каждого дня срока действия депо
зита проценты увеличивают сумму вклада. 

Полный срок вклада (05.08—26.08) — 22 календарных дня (л), 
период начисления процентов по вкладу (05.08—25.08) — 21 ка
лендарный день (л — 1). 

26.08 банк возвращает вкладчику вклад (с учетом ежедневной 
капитализации процентов) в сумме: 

15 000 руб. 
^^^ 15% 1 день ^̂ ^ 
V 100% 365 дней = 15129 руб. 99 коп. 

Пример 6. Банк выдал коммерческому предприятию 16.08 ва
лютный кредит под контракт на покупку товаров на сумму 10 000 
долл. США, срок кредита - 2 месяца (до 16.10); ставка процентов 
- 35% годовых за полное количество календарных дней из расче
та 360 дней в году, при подсчете количества дней в периоде гра
ничные дни (первый и последний) считаются за 1 день; 

порядок выплаты кредита: 16.09 — проценты за первый месяц, 
16.10 - проценты за второй месяц и сумма кредита; штрафные 
санкции по ставке сложных процентов составляют 0,5% от про
сроченных сумм кредита за каждый день просрочки. Очередность 
погашения просроченной задолженности: в первую очередь по
гашаются начисленные штрафы, затем сумма процентов и сумма 
кредита. 

Фактически 16.09 клиент погасил проценты за первый месяц 
кредита. Далее кредит погашался в следующей последовательно
сти: 22.10 клиент перевел 2600 долл. США в счет погашения за
долженности; 25.10 клиент перевел 3100 долл. США в счет пога
шения задолженности, а 30.10 клиент заявил, что готов погасить 
свою задолженность в полном объеме. 

Определите величину задолженности клиента на 30.10. 
Решение. Определяем: 
сумму задолженности на 16.10 — 
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5'1=Р(1+/л) = 10000 ^ 35% 30 дней ^ 
100%' 365 дней = 10291,67 долл.; 

сумму задолженности на 22.10 до внесения первой суммы на 
погашение — 

^2 =10291,66 + 1 0 0 0 0 - ^ ^ = 10591,66 долл. 100% 

После частичного погашения сумма долга составит — 

32^ = 52 - 2600 =10591,66 - 2600= 7991,66 долл. 

Рассчитаем сумму задолженности S^ на 25.10 до внесения вто
рой суммы на погашение — 

5з =7991,66. ' 1 . ^ . 3 ' 
100% ; 

= 8111,53 долл. 

После частичного погашения долга сумма долга составит 

б-з' = 5з- 3100 = 8111,53 - 3100 = 5011,53долл. 

Определяем сумму задолженности '̂4 на 30.10 — 

1=5011,531,025 = 5136,82 долл. 

Следовательно, на 30 октября полная задолженность по кре
диту, процентам и начисленным штрафам составит 5136,82 долл. 
США. 

7.3. Модели операций дисконтирования 

Дисконтирование связано с распространенным в коммерчес
кой сфере утверждением «время — это тоже деньги», что обуслов
лено неравноценностью одинаковых по абсолютной величине 
сумм денежных средств сегодня и через некоторое время в буду-
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щем. Это объясняется, например, возможностью инвестировать 
капитал сегодня и в будущем получить доход. Кроме того, инфля
ционный процесс обесценивает денежную массу Таким образом, 
можно утверждать, что «деньги сегодня» ценнее «будущих денег». 
Именно поэтому «золотое» правило бизнеса гласит: сумма, полу
ченная сегодня, больше той же суммы, полученной завтра. 

Дисконтирование позволяет учитывать в операциях фактор 
времени. Различают математическое дисконтирование и коммер
ческий или банковский учет. 

Математическое дисконтирование связано с определением 
так называемого современного, или приведенного, значения Р на 
некоторый момент времени, которое соответствует заданному 
значению S в другой момент времени. Простейшая задача — оп
ределение суммы вклада Р на основе заданной конечной величи
ны в будущем iS через временной период начислений п под задан
ную, например, простую ставку процентов: 

где кп — коэффициент дисконтирования (приведения) по простой ставке 
процентов K'jx-~. • 

1 + /?/ 

Дисконтированное значение будущей суммы вклада по слож
ной ставке процентов равно: 

S 
(1 + /,Г = ^-^дс. 

где /:дс — коэффициент дисконтирования (приведения) по сложной ставке 

процентов /Сдс = , 
(И-/с)" 

а по номинальной ставке процентов j при начислении про
центов т раз в году -

( Л"'" 
I /и; 
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Банковский учет заключается в покупке денежных обяза
тельств, например векселя банком по цене, которая меньше но
минальной указанной в нем суммы. В этом случае говорят, что 
вексель учитывается и клиент получает сумму: 

P = S-D, 
где S — номинальная сумма данного обязательства; 

Р — цена покупки векселя банком; 
D — дисконт, сумма процентных денег (доход банка). 

Процентный! доход покупателя векселя банка может опреде
ляться по простой годовой учетной ставке: 

rf%=:~..100%. 

Если срок п от даты учета до даты погашения будет составлять 
часть года, то дисконт определяется по формуле 

А 

где d - относительная величина простой учетной ставки. 

Предъявителю учитываемого денежного обязательства будет 
выдана сумма: 

P = S-D = S(l-nd) = S 
^ t ^ 

Следует заметить, что дисконтирование может быть связано и 
с проведением кредитной операции. В таком случае проценты 
начисляются в начале интервала начисления и заемщик получает 
сумму Рза вычетом процентных денег D из суммы кредита S, под
лежащего к возврату. Поэтому при проведении операции по про
стой учетной ставке d следует пользоваться формулой 

\-nd 
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при проведении операции по сложной учетной ставке d^ — 

где dc — относительная величина сложной учетной ставки. 

Откуда можно найти другие показатели операции: 

1п(1-<(,)• "'"if 
Выгодность метода начисления процентов по учетной ставке 

для кредитора или заемщика зависит от величины процентной 
ставки и срока кредита. 

В финансовых операциях используется и номинальная годо
вая учетная ставка/, по которой при начислении процентов т раз 
в году можно определить: 

Р 
S = -

1- / 
т 

•\тп 

Отсюда находим следующие формулы расчета показателей 
операции: 

Р 
1п- f 

mm 1-
; f = m l-'""J^ 

При непрерывном начислении процентов по номинальной 
годовой учетной ставке/справедливо соотношение 

Р 
S = - = Pe-f", 

f lim 1-
n-><4 m 
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из которого находим следующие формулы: 
l\ Р . К Р л = -г1п--; / =—In-—. f S •' п S 

Пример 1. Финансовая компания выдает ссуду 15 000 руб. на 
полгода по простой годовой процентной ставке rf = 5%. Опреде
лите сумму, которую получит клиент, и доход компании. 

Решение. S = 15 000 руб.; d = 0,05; п = 0,5, тогда сумма, полу
ченная клиентом, составит: 

Р = 5(1 - л^ = 15 000(1 - 0,5 • 0,05) = 4 625 руб. 
Доход финансовой компании исчисляется простым дискон

том, т.е. как процентный доход, вычитаемый из ссуды в момент ее 
вьщачи: 

D = ndS = 0,5 • 0,05 • 15 000 = 375 руб. 
Пример 2. Переводной вексель (тратта) вьщан на 100 000 руб. 

с уплатой 12 ноября того же года. Владелец векселя учел его в 
банке досрочно — 12 сентября по простой учетной ставке 10%. 
Определите сумму, полученную владельцем векселя в банке, если 
число дней в году принять равным К = 360. 

Решение. S = 10 000 руб.; rf = 0,1; / - 60 дней; К~ 360. 
Находим сумму, полученную владельцем векселя: 

Р = 100 000 - < ' = 98 333 руб. 33 коп. 

Пример 3. Дата погашения дисконтного векселя — 22 июля 
текущего года. Определите выкупную цену и дисконт на 2 июля 
векселя номиналом 100 млн руб., если вексельная ставка состав
ляет 40% годовых, а число дней в году принять за 360. 

Решею1е. S = 100 000 000 руб.; d = 0,4; / = 20 дней; К = 360. 
Определяем выкупную цену дисконтного векселя: 

^ -̂  ioooooooo.fi-2'^^"^« ''''" P = S-D = S\l-—d, 
^ ) 360 дней 100%̂  

= 97 777 777 руб. 78 коп. 
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Пример 4. Операция, связанная с покупкой и последующей 
продажей облигаций, должна принести через 3 года прибыль в 
100 000 руб. Определите современную ценность этой суммы по 
сложной годовой учетной ставке d = 30%. 

Решение. S = 100 000 руб.; d^. = 0,3; л = 3, тогда современная 
ценность суммы прибыли: 

Р = 5(1 - df = 100 000 (1 ~ 0,3)̂  = 34 300 руб. 

Пример 5. Клиент имеет вексель на 10 000 руб., который он 
хочет учесть 01.03 в банке по сложной учетной ставке, равной 7%. 
Какую сумму он получит, если срок погашения векселя 
01.08.2000? 

Решение. Срок от даты учета до даты погашения векселя ра
вен: 

/ = 31 + 30 + 31 + 30 + 31 + 1 - 1 = 153 дням; 

число дней в году А'= 365 дней; 5=10 000 руб.; d^ = 0,07. Кли
ент получит сумму: 

L 153 
Р = 5(1-^е)^ =10000(1-0,07)365 =9700 руб. 38 коп. 

Пример 6. Банк учитывает вексель за 2 года до срока его опла
ты по простой учетной ставке d = 6%. Какую сложную учетную 
ставку должен установить банк, чтобы доход банка остался преж
ним? 

Решение, л = 2 года; d = 0,06. 
Доход банка Д = 5 — Р. При применении простой учетной 

ставки d: 

5 = 7 - ^ ; P = S{\-nd)\ a^Snd. l-nd 

При применении сложной учетной ставки d^.: 

S= ^ ; p = S(l-d,r; Д = 5[1-(1-^,^ 
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7.3. Модели операций дисконтирования 

По условию доход должен быть одинаковым, поэтому должно 
выполняться соотношение: 

S-n^d==S[l^(l-±rh 

следовательно, 
\ 2 -(1-"^сГ = 1-2.^, 

dc =l~Vl-2J=l~-Vl~20,062 =0,062 = 6,2%, 

т.е. сложная учетная ставка должна быть несколько больше, чем 
простая. 

Пример 7. Банк учитывает вексель по номинальной учетной 
ставке/= 8% с начислением процентов 3 раза в год и желает пе
рейти к сложной учетной ставке d^. Какой величины должна быть 
ставка d^, чтобы доход банка не изменился? 

Решение./= 0,08; m = 3. 
Обозначим число лет л. Чтобы доход не менялся, вьщанная 

им сумма Р должна быть одинакова. В случае номинальной учет
ной ставки — 

P = S им 
в случае сложной учетной ставки — 

Тогда запишем уравнение эквивалентности: 

1- — т = il-dc)". 

l-clc=\l / 
т 

\т 
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откуда находим величину сложной учетной ставки 

. . .i-ii-fr.i- ^ 0 , 0 8 ^ 
V 3 

которая будет меньше номинальной. 

3 

= 0,078 = 7,8%, 

7.4. Модели финансовых и товарных потоков 

Финансовые и товарные потоки являются составной и неотъ
емлемой частью практически любой сферы человеческой дея
тельности. В коммерции они образуют питательную среду това
родвижения. В экономической, финансовой, производственной 
и других сферах, направленных на удовлетворение потребностей 
человека, эти потоки порождают интерес и объясняют смысл их 
существования. Примерами таких потоков являются: оплата по 
заключенным договорам, которая может предусматривать как ра
зовый платеж, так и ряд выплат, распределенных во времени; по
гашение банковской задолженности или коммерческого кредита 
частями и т.п. При этом может возникать целый ряд последова
тельных, например равновеликих, платежей R, которые и образу
ют поток платежей в соответствии, например, с контрактами на 
поставку товаров. 

При некоторых платежах проценты начисляются на находя
щиеся в обороте деньги. Здесь возникают две основные задачи: 
определить наращенную сумму потока платежей или, наоборот, 
по наращенной сумме рассчитать величину отдельного платежа. 
Очевидно, в контрактах на поставку товаров это необходимо учи
тывать во взаимозачетах. 

Ряд последовательных финансовых платежей, производимых 
через равные промежутки времени, называются финансовой 
рентой, или аннуитетом. Это частный случай потока платежей, 
все члены которого — положительные величины. Примерами ан
нуитета могут быть регулярные взносы в пенсионный или другие 
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фонды, выплаты процентов по ценным бумагам, например по ак
циям, платежи за партии товаров и т.д. Финансовая рента имеет 
следующие основные характеристики: член ренты Rj - величина 
каждого отдельного платежа; интервал ренты Ту — временной ин
тервал между двумя платежами; срок ренты / — время от начала 
реализации ренты до момента последнего платежа (бывают и веч
ные ренты); процентная ставка для расчета наращения или дис
контирования платежей; S — наращенная будущая сумма ренты, 
включающая все члены потока платежей с процентами на дату 
последней выплаты; современная (приведенная) величина ренты 
А — сумма всех членов потока платежей, дисконтированная 
(уменьшенная) на величину учетной ставки на начальный мо
мент времени ренты. 

Ренты подразделяются на постоянные, когда члены ренты 
равны: Ri = i?2 ~ ^з ~ ••• ^ я̂» ^ переменные. 

По моменту выплат членов ренты различают ренты: постну-
мерандо (обычные), в которых платежи осуществляются в конце 
соответствующих периодов, и пренумерандо, в которых платежи 
производят в начале указанных периодов. 

Рассмотрим модели потоков ежегодных платежей с начисле
нием процентов на платежи в конце каждого года (постнумеран-
до) по сложной процентной ставке. 

Сумма первого платежа î i с наращенными на него за весь 
срок процентами определяем из уравнения 

5l = Л . ( l + / / - ^ 

где п — количество платежей величиной R. 

Для второго платежа, для которого проценты начисляются на 
один год меньше, соответственно получим 

5'2 = л-(1+д«-2. 

Для третьего платежа наращенная сумма составит 
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На последний платеж, произведенный в конце последнего 
П'ГО года, проценты не начисляются: 

Тогда для всей наращенной суммы ренты получим 

5=i^, = ii?(l+/,f-^=/?i(l+/,f-^ 

Коэффициент наращения равен: 

Следует заметить, что этот коэффициент представляет собой 
сумму членоз геометрической прогрессии, где первый член равен 
bi=R,a знаменатель ^ = (1 + /̂ ) > 1. На этом основании, исполь
зуя формулу для суммы членов геометрической прогрессии, пре
образуем полученное выражение для наращенной суммы ренты к 
такому виду 

из которой следует, что коэффициент наращения равен: 

н̂а ~ (1+/с)^-1 

Для каждого платежа современное значение определяется 
формулой 

At=R—^-—. 

Современная приведенная величина всей ренты будет опре
деляться выражением 
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где а является коэффициентом приведения ренты и определяется формулой 
для суммы геометрической прогрессии с параметрами 

в соответствии с которой находим 

V 1 ' i-a+'c)"" 

Следовательно, получим выражение для приведенной вели
чины ренты 

A = R 
1-(1+/,)-" 

Полученные модели позволяют определить, например, вели
чину отдельного платежа 

Яъ-— = SL с AL 
К {l+Lf-l \-(X + L)-" 

Если платежи выплачиваются р раз в год, а годовой платеж 
равен R, а проценты начисляются т раз в год, то наращенная сум
ма ренты составит: 

^ (1+У7'")" '"-1 
S = 

v^y {\ + j/m)'"'P-\ 

Современную величину ренты можно определять так: 
S 

А = -
{\ + j/mf 
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В зависимости от исходных данных при решении каждой за
дачи формируется соответствующий набор моделей для опреде
ления значений показателей контракта. 

Пример 1. Вкладчик в конце каждого месяца вкладывает в 
банк 1000 руб. Проценты начисляются ежемесячно по номиналь
ной годовой ставке сложных процентов, составляющей 12%. Оп
ределите наращенную сумму на счете вкладчика через 2 года. 

Решение. R = 1000; л = 24; m = 12; / = ^ = ̂  = 1% = 0,01. 
т 12 

/• 0,01 (1,01)^^-1 

= 100 000 • [(1,01)2^ ~ 1] = 100 000 • (1,2697346 - 1) = 
= 26 973 руб. 46 коп. 

Если бы вкладчик только накапливал (дома) не включал в 
оборот деньги, то наращенная сумма составила бы всего 24 000 
руб. = 1000 • 24. 

Другая задача, обратная этой, заключается в вычислении ре
гулярных платежей финансовой ренты R по заданной величине 
наращенной суммы S, 

Пример 2. Вкладчик желает накопить в течение двух лет в бан
ке 30 000 руб., производя ежемесячные равные вклады по слож
ной номинальной годовой ставке 12%. Определите сумму ежеме
сячного вклада при условии, что проценты начисляются ежеме
сячно. 

Решение. 5 = 30 000; п = 24;у = 12%; f = 0,01. 
Сумма ежемесячного вклада составит 

S'L 300000,01 300 , , , , ^ ,^ 
Л = ^— = т-л— = 7г::7:;ггт7 = 1112 руб. 20 коп. 

(l^i^f-l (1 + 0,01)24-1 0,2697346 

Пример 3. Вкладчик намерен положить в банк сумму, чтобы 
его сын в течение пятилетнего срока обучения мог снимать в кон
це каждого года по 10 000 руб. и израсходовать к концу учебы весь 
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вклад. Определите сумму вклада, если годовая ставка сложных 
процентов — 12%. 

Решение. Сумма вклада равна современной ценности ренты, 
состоящей из пяти платежей: 

0,12 1 -

0,12 

1 
1,12̂  

10 [̂1--0,56742069] .^_^. ^ _̂  -— = 36 047 руб. 76 коп. 

Пример 4. Заемщик получил кредит 3 млн руб. на 5 месяцев с 
условием погашения долга в конце каждого месяца равными сроч
ными платежами. На величину долга начисляются сложные про
центы по ставке 5% за месяц. Определите сумму срочного платежа. 

Решение, л = 5М = 3 000 000 руб.; /; = 0,05. 
Сумма срочного платежа 

A'L 30000000,05 3000000 ^^^\^, ^ , , 
R = '—— = ^ = 714^52^^ = 9̂2 924 руб. 39 коп. 

1-(1 + /̂ Г'̂  1 (̂1 + 0,05)-̂  4,3294767 

7.5. Модели инфляции в коммерческих операциях 

Инфляция характеризуется обесценением национальной ва
люты, снижением ее покупательной способности и общим повы
шением цен в стране. При наличии инфляции инвестор может 
потерять часть дохода, а заемщик может выиграть за счет погаше
ния задолженности деньгами сниженной покупательной способ
ности. На этом основании необходимо установить количествен
ные соотношения по определению влияния инфляции на показа
тели финансово-коммерческих операций. 

Следует заметить, что если наблюдается общее снижение цен, 
то происходит дефляция. 

Все показатели финансово-коммерческих операций можно 
разделить на две группы: номинальные, рассчитанные в текущих 
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ценах, и реальные, учитывающие влияние инфляции, рассчитан
ные в сопоставимых ценах базового периода. 

Для оценки упомянутых процессов формируют определен
ный набор товаров и услуг, называемый потребительской корзи
ной, и фиксируют изменения ее стоимости в различные моменты 
времени. 

Состав потребительской корзины математически можно 
представить в виде л-мерного вектора товаров: 

X — ( x j , Х2, Х3 , . . . , X/ , . . . , x„) , 

где Xi — количество /-го вида товара или услуги в корзине; 
п — количество товаров и услуг потребительской корзины. 

В базовом периоде /Q цены состава потребительской корзины 
можно представить в виде л-мерного вектора 

а в анализируемом периоде /у — соответственно вектором 
Pj^(pJ,PlPl...,Pj). 

Тогда стоимость потребительской корзины описывается ска
лярным произведением этих векторов: 

Стоимость корзины в базовом периоде /Q составит 

5о=/i4 +P2S +^Ч- +...+ ,̂;Ч = i ^Ч-, 
/=1 

а в анализируемом периоде tj — 
Sj = P/xi + Р{х2 + P/xi +... + Pjx^ = i P/xi, 

Ha этом основании полагают, что изменение (рост или паде
ние) потребительских цен определяется безразмерным показате-
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лем, называемым индексом инфляции, который показывает, во 
сколько раз выросли цены: 

/ =--^ 
*̂ 0 

а относительная величина уровня инфляции есть темп ин
фляции 

^0 ^0 

^ у '-'U ^ * J ,. . 

-ЗП Of) 

откуда следует, что индекс инфляции равен: 

Уровень инфляции определяют в процентах: 

•100%. 

Индекс инфляции показывает, во сколько раз выросли цены, 
а уровень инфляции - на сколько процентов выросли цены за 
рассматриваемый период. При проведении исследования стои
мость потребительской корзины фиксируется через, например, 
равные промежутки времени: /Q, /J, /2, З̂» •••» ^Ь —»̂лг> "̂ то можно за
писать таким образом — SQ, ^J , ^2, ^3 , . . . , АУ/, ..., Sj^, 

Аналогично для темпов инфляции на этих интервалах -

Щ,и «1,2» «2,3' —» ^У-1,/' •••' ^^N-\,N' 

Тогда можно записать следующие уравнения связи между 
членами ряда 

6'i = 5'о(1 + аод); 5'2 = ^i (1 + «i^); 5̂3 = ^2(1 + «2.3)-

После соответствующих подстановок получим 

5*3 = 5*0 (1 + аод) (1 + «1^) (1 + а2,з). 
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На этом основании нетрудно записать выражение для опреде
ления стоимости потребительской корзины в общем виде 

N 
^^=^о-П(1+ос/-1,/). 

/=1 

тогда индекс инфляции за весь период будет равен: 

/ и = ^ = П ( 1 + а м , / ) . 
^0 /=1 

Поскольку индекс инфляции связан с темпом инфляции вы
ражением 

/и = 1 + а, 

то темп инфляции за весь период будет равен: 

а = /н-1 = 
/=1 

Следует заметить, что при равенстве значений темпов инфля
ции на всех интервалах 

^0,1 "̂  ^1,2 ^ ^2,3 "̂  ̂ 3,4 "̂  ••• ~> ^N-l,N ^ ^1» 

индекс инфляции определяется по формуле 

4 = (1+«!)"'. 

Рассмотрим различные варианты начисления процентов с 
учетом инфляции. 

Для простых процентов обозначим /̂  ставку процентов, учи
тывающую инфляцию. Тогда для наращенной суммы имеем вы
ражение 

5« = P(l + «./„). 

Кроме того, если воспользоваться уравнением связи S^y^ с 5 че
рез индекс инфляции: 
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5« = 5 -4 = Р(1+«./)/«, 
то можно записать такое уравнение 

P( l+« . / J = i>(l+«./)4, 

откуда получим модель определения ставки простых процен
тов, учитывающей инфляцию: 

. (1 + ш)/и-1 (1-нш)(1+а)-1 
п п 

Реальная доходность операции по ставке простых процентов 
при заданных i^ и /^ определяется по формуле 

Для сложных процентов аналогично запишем два выражения 

из которых получим 
/,а=(1 + /с)АЙ"-Ь 

Эту формулу можно записать так: 

по которой можно сравнивать /̂ ^ и а (больше, равно, меньше), 
проводить экономический анализ эффективности вложений и 
установить, поглощается ли доход инфляцией или происходит 
реальный прирост вложенного капитала, а не убыток. 

При начислении процентов несколько раз в году запишем 
аналогичные модели: 

5 = Л 
. \тп / .\пт 
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откуда получим выражение для номинальной сложной процент
ной ставки, учитывающей инфляцию: 

Ja=f^ lUte-
а также уравнение для определения номинальной ставки: 

j=m-
1 + т -1 

Приведенные модели позволяют проводить взаиморасчеты с 
клиентами по показателям в контрактах с учетом инфляции. 

Пример 1. Определите ожидаемый уровень инфляции за год 
при ежемесячном уровне инфляции 6%. 

Решение. а% = 6%, а = 0,06, iV= 12. 
Индекс инфляции за год составит 

/„ = (1 + а)^= (1 + 0,06)'^ = 2,012; 

уровень инфляции за год — 

а = 4 - 1 = 2,012-1 = 1,012; а% = 101,2%. 

Пример 2. Определите уровень инфляции за полгода, если 
уровни инфляции по месяцам составили соответственно 10, 15, 
12,9,4,13%. 

Решение. Индекс инфляции за полгода составляет 

/„ = (1 + а,) (1 + аг) (1 + щ) (1 + а^) (1 + а;) (1 + а^) = 
= (1 + 0,1) • (1 + 0,15) • (1 + 0,12) • (1 + 0,09) • (1 + 0,14) • (1 + 0,13) = 

= 1,1 • 1,15 • 1,12 • 1,09 • 1,14 • 1,13 = 1,989; 

темп и уровень инфляции за полгода соответственно составляют 

а = /„ - 1 = 1,989 - 1 = 0,989; а% = 98,9%. 
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Пример 3. Банк вьщал клиенту кредит на один год в размере 
2 тыс. руб. по ставке 6% годовых. Уровень инфляции за год соста
вил 40%. Определите с учетом инфляции реальную ставку процен
тов по кредиту, погашаемую сумму и сумму процентов за кредит. 

Решение. Р = 2000 руб.; / = 0,06; а = 0,4; л = 1. 
Сумма погашения кредита с процентами без учета инфляции 

составит 
5" = Р (1 + ni) = 2000 • (1 + 0,06) == 2120 руб.; 

сумма процентов — 
Р л - / = 2000- 1 0,06= 120 руб.; 

возвращаемая сумма с процентами, приведенная к моменту 
оформления кредита с учетом инфляции, — 

' S S 2120 , , , , ^ ^^ />х= — = -—- = — - = 1514 руб. 29 коп.; In 1 + а 1,4 

реальный доход банка — 

Д = Р^ - Р = 1514,29 - 2000 = - 485 руб. 71 коп., 
что свидетельствует об убытке этой операции; 

чтобы обеспечить доходность банку в размере 6% годовых, 
ставка процентов по кредиту с учетом инфляции должна быть 
равна: 

/ =:^^"^^^^^^"^^^"^=/ + а + Ла = 0,06 + 0,4-н0,06>0,4 = 0,484; п 
/„% = 48,4%; 

погашаемая сумма должна составлять 

5„ = Р (1 + / J = 2000 • (1 + 0,484) = 2968 руб.; 

реальный доход банка — 

что обеспечит реальную доходность операции 6% годовых. 
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Пример 4. Вклад 1000 руб. положен в банк на полгода с ежеме
сячным начислением сложных процентов по номинальной став
ке 120% годовых. Определите реальный доход вкладчика, если 
ожидаемый ежемесячный уровень инфляции — 15%. 

Решение. Р = 1000 руб.; п = 0,5; т ~ 12;у = 1,2; а = 0,15. 
Индекс инфляции за полгода составит 

Д, = (1 + а)^ = (1 + 0,15)^ = 2,313; 

уровень инфляции — 

а = /и - 1 = 2,313 - 1,0 = 1,313, а% = 131,3%; 

наращенная сумма вклада с процентами — 

5 = Р 1 + ^ 
mj 

= 100041 + 0,1)^=1771 руб. 56 коп.; 

сумма вклада с процентами, приведенная к моменту его 
оформления, — 

„ S 1771,56 ^^^ ^ ^, 

реальный доход вкладчика составит 

Д = Pet - ^ = 765,91 - 1000 = - 234 руб. 9 коп., 

следовательно, вкладчик понесет убытки с позиций покупа
тельной способности получаемой суммы в банке. 

7.6. Модели сравнения финансово-коммерческих 
операций 

Для выбора из различных схем финансово-коммерческой 
операции наиболее выгодной необходимо проводить их сравне
ние. Юридические или физические лица, участвующие в опера
ции (сделке), должны ясно представлять ее результаты, оценить 
выгоду, определить доходность или эффективность. 
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Простейшим видом финансово-коммерческой операции яв
ляется однократное предоставление кредитором в долг товара на 
сумму или суммы Р заемщику (дебитору) с условием, что через 
некоторое время п будет возвращена сумма S. Для оценки эффек
тивности такой операции можно использовать следующие пока
затели: 

относительный рост, относительную величину ставки про
цента, называемую интересом: 

. S-P 

относительную скидку, или дисконт: 

S 
Эти показатели характеризуют приращение капитала креди

тора, отнесенное либо к первоначальной сумме (интерес), либо к 
конечной сумме (дисконт). 

Между этими показателями существует связь, которая нахо
дится путем совместного решения этих уравнений, откуда можно 
получить следующие модели: 

._ d . j _ 
^ \-d' 1 + /' 

В операциях иногда вместо дисконта используют дисконт-
фактор, определяемый по такой формуле 

S 1 + / 

Для определения выгодности операции используют сравни
тельную доходность, которая на основе допущения о равенстве 
финансовых результатов различных вариантов проведения опе
раций приводит к понятию эквивалентных процентных ставок 
простых или сложных процентов. Это позволяет получить инст
румент корректного сравнения операций. 
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Глава 7. Модели финансово-коммерческих операций 

Эквивалентные ставки дают одинаковые финансовые резуль
таты или наращенные суммы 5 на равных промежутках времени п. 

Для этих целей используют базовые модели вычисления на
ращенных сумм процентных ставок: 

5 = Р(1 + ш), S ^ 

5 = i>.(l + /c)^ ^ = 

\--nd\ 
Р 

jY'' р S = P-\ l + ~ , 5 = т) г г.\тп 

I ^ 
На этом основании можно в обобщенном виде написать мо

дели связи возможных вариантов сочетания эквивалентных ста
вок (30 формул): 

эквивалентные ставки простых процентов — 

/э = ф(0> э̂ = Ф(/)'^*э = Ф(^> *̂э = ф(^с)» Ь = Ф(/); 

эквивалентные ставки сложных процентов — 

'̂сэ = ф(0, /сэ = ф(/), *̂сэ = Ф(^» с̂э = Ф Ю » С̂Э = Ф ( / ) ; 

эквивалентные номинальные ставки сложных процентов — 

Л = Ф(0, Л = Ф(4)> Л = Ф(̂ > Л = ФW> Л = Ф(/); 

эквивалентные простые учетные ставки процентов -

3̂ = Ф(0, э̂ = ФО'С)' Э̂ = Ф(/*), э̂ =М)» э̂ = Ф(/); 

эквивалентные сложные учетные ставки процентов -

/̂,з = ф(0, ^СЭ = ФО*С)> ^СЭ = Ф ( / ) , ^СЭ = Ф ( ^ > ^СЭ = Ф ( / ) ; 
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7.6. Модели сравнения финансово-коммерческих операций 

эквивалентные номинальные сложные учетные ставки про
центов ~ 

/э = Ф(0, /э = Ф(0» /э = Ф(/), /э=Л^), /э = ф(̂ с)-

Для нахождения эквивалентных ставок составляют уравне
ния эквивалентности по следующим правилам. Рассматривается 
результат инвестирования капитала Р на срок п лет: 

S^P + JH. 
где Д - доход. 

Эту операцию можно сопоставить с эквивалентной операци
ей вложения средств, например, по ставке простых процентов /3. 
Тогда сумма вложенных средств с процентами будет равна: 

5 = Р(1+Шз). 

Доход по этой операции составит 

Д = 5 - Р = Р л / э = Р / э - К' 
где t — срок операции в днях. 

Следовательно, эквивалентная ставка простых процентов бу
дет равна: 

Д Л'К 
1-.= Рп Pt 

При учете денежных обязательств, например векселей с ис
пользованием учетной ставки, доход (дисконт) определяется 
формулой 

D = ndS = S-P, 

откуда эквивалентная ставка простых процентов будет равна: 
. D ndS d 
^^ •" (S-D)n " S{\-nd)n "l-nd' 

На основе равенства двух выражений можно составить урав
нения эквивалентности для других сочетаний различных вариан-
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тов процентных ставок. Так, например, приравнивая наращен
ные суммы при схемах начисления простых и сложных процен
тов: 

5 = 7^(1+ш); S = P(l-i-if, 

получим следующее уравнение эквивалентности: 

P(l+ni) = F(l-^if, 

из которого следует определение эквивалентной ставки простых 
процентов 

(1+/,Г-1 
^^ п ' 

или эквивалентной ставки сложных процентов 

При начислении сложных процентов получаем следующее 
уравнение эквивалентности: 

(1 + /,)" = 
^ ч/ил 

1+~ 
V т 

откуда получим эквивалентную годовую ставку сложных про
центов: 

г л 1+-
т 

-1 , 

которая определяет так называемую годовую эффективную став
ку сложных процентов, эквивалентную номинальной сложной 
процентной ставке, и не зависит от срока операции п. Эффектив
ная ставка сложных процентов, эквивалентная сложной учетной 
ставке, равна: 

'^^~l-rf/ 
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а эквивалентная — номинальной сложной учетной процентной 
ставке — 

( /У" 

Эти показатели необходимы для оценки реальной доходности 
финансовых операций или для сравнения различных процент
ных ставок, что в конечном итоге позволяет вычислить доход
ность и аргументировать выбор варианта для инвестирования ка
питала. 

Пример 1. Кредит на 2 года получен под 60%-ную номиналь
ную ставку сложных процентов. Начисление происходит еже
квартально. Оцените эффективность операции через эквивалент
ные простую и сложную ставки процентов. 

Решение.у = 0,6; « = 2; m = 4. 
Эквивалентная ставка простых процентов равна: 

Р(1+/- т 
,\тп 

/ = 

Л 
1 + -

т 

( 
- 1 1 + 0,6 

V 
-1 

J = 1,03; /% = 103%; 
п 2 

эквивалентная эффективная ставка сложных процентов -

л />(l + / , r = / i l + -^l ; /,= 1-.-:̂  " .Щ1 1 = 0,749; 

/, = 74,9%. 

Пример 2, Определите, под какую простую ставку процентов 
выгоднее поместить капитал на 1 год: с ежемесячным начислени
ем 40%, с ежеквартальным начислением 120% или с ежегодным 
начислением 1000%. 

563 



Глава 7. Модели финансово-коммерческих операций 

Решение. Доходность вариантов сравниваем по величине го
довых ставок простых процентов: 

/i = 40% • 12 = 480%, 
/2 = 120% • 4 = 480%, 
/3 = 1000%, 

очевидно /з > /i = /2. 
Следует заметить, что приведенные данные были в реальной 

ситуации на фондовом рынке и, как правило, по третьему вари
анту вкладчики так ничего и не получили (даже своего вклада), а 
вот по первому варианту, используя реинвестирование по трехме
сячным контрактам, они получили финансовый результат, пре
вышающий третий вариант. 

Пример 3. Срок оплаты долгового обязательства составляет 
полгода по простой учетной ставке 40%. Оцените доходность 
операции по эквивалентным ставкам (считать, что номинальная 
ставка начисляется ежеквартально). 

Решение, d = 0,4; п = 0,5; w = 4. 
Эквивалентная простая ставка ссудного процента равна: 

1 1 + ш = 
l-nd 

/1 = 40% • 12 = 480%; 

04 04 
^'^ = ^ = 0,5; /% = 50%; l-nd 1-0,40,5 0,8 

эквивалентная ставка сложного процента — 

1 
(l+Zc)" '' l-nd 

1 

,--j^-j ' \ 
''-1= 

V 

L% = 56,25%; 

^ ] ' - 1 = 0.5625; 
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эквивалентная номинальная ставка сложного процента — 

1 ( .\/пл 
1+— \-nd •=> 

} = т 1 -1 
\-nd П 1-0.5-0,4 

i% = 47,2%; 

эквивалентная сложная учетная ставка — 

1 1 

= ^М1\ 

(l-^c)" ^~"^ 

^^=1-л/1-и</=1-(1-0,5 0,4)2 =1-0,64 = 0,36; 

d,% = 36%; 

эквивалентная номинальная учетная ставка — 
1 1 

• = » 

/ f\mn \-nd 

т 

f = /n(l -"'b-nd] = 4(1 - Vl-0,50,4) = 0,422; 

y% = 42,2%. 

7.7. Модели операций с облигациями 
Облигация представляет собой долговую ценную бумагу, в со

ответствии с которой заемщик гарантирует кредитору выплату по 
истечении определенного срока полной суммы долга с процента
ми на определенную дату в будущем. 
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Эмитент выпускает облигации, на которых указаны их номи
нальная стоимость TVH срок, по истечении которого облигации вы
купаются (погашаются) эмитентом по номинальной стоимости. 

Покупатель, приобретающий облигации по цене, меньшей 
номинала, предоставляет тем самым эмитенту ссуду и практиче
ски является кредитором. В таком случае покупатель получает 
доход, определяемый разностью между номиналом и ценой по
купки облигации и называемый дисконтом. Если к облигации 
прилагаются купоны, то, например, ежегодно или ежеквартально 
ему выплачиваются проценты по указанной на них ставке. Это 
является дополнительным так называемым купонным доходом. 

Целью операций с облигациями являются использование од
ного из вариантов финансовых вложений для получения дохода и 
тем самым обеспечение защиты от обесценения капитала и его 
роста в условиях инфляции. 

При расчете доходности покупки облигаций используют по
нятие курса, определяемого ценой облигации, выраженной в 
процентах от номинала: 

Р ,= | .100, 

где Р-цена облигации; 
N— номинальная стоимость облигации. 

Цена облигации при заданном курсе определяется по формуле 
Pi N 

100 ' ^ 

Если по облигациям выплачиваются проценты, то облигации 
называются процентными, а доход по каждой выплате определя
ется от ее номинальной стоимости: 

Если проценты по облигациям не выплачиваются, то источ
ником дохода будет являться разность между ценой выкупа эми
тентом (по номиналу) и ценой покупки, которая называется дис-
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контом, такие облигации называются дисконтными, например 
государственные краткосрочные обязательства (ГКО). Доход от 
этих облигаций находим как разность между номиналом и ценой 
покупки: 

Доходность, облигаций к погашению можно определить, на
пример, по эквивалентной ставке простых процентов: 

• Д _N'P _100-Pf, JIOO-РЛ £ 
^^'^ Р'П~ Р'П " Р^'П ~ [ Pj, J t' 

Доход от покупки долгосрочных облигаций с выплатой про
центов будет состоять из суммы полученных процентов и разни
цы между ценой их погашения (номиналом) и ценой покупки. 

Если проценты по облигациям выплачиваются в конце года, 
например, по ставке сложных процентов /̂ , то сумма процентных 
денег при погашении облигации через п лет определяется по фор
муле 

/ = ;V(1 -hi^)"-N = N[{l +if-l]', 

общий доход ~ 

^^^''^ 100 

Доходность операции покупки-погашения облигации в виде 
эффективной ставки сложных процентов можно определить по 
формуле 

S = P(l + / Х Д = ^ - Р - Р [ ( 1 +/з)''- 1]. 

На основе приведенных соотношений получим 

^^ ^ ^ п\Рк. 
V100 
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При определении общего дохода следует учитывать возмож
ность реинвестирования, если проценты выплачиваются перио
дически. 

Пример 1. Курс облигаций номиналом 500 руб. составляет 75. 
Определите цену облигации. 

Решение. Pj, = 75;N= 500 руб. 
Цена облигации равна: 

„ Pf,'N 75-500 ,^ , ^ 
Р = — = = 375 руб. 100 100 ^̂  

Пример 2. Доход по облигациям номиналом 1000 руб. выпла
чивается каждые полгода по ставке 50% годовых. Вычислите сум
му дохода по каждой выплате. 

Решение. Л^= 1000 руб.; / = 0,5; п = 0,5. 
Сумма дохода по каждой выплате: 

I^Nni^ 1000 • 0,5 • 0,5 = 250 руб. 

Пример 3. Облигации номиналом 1000 руб. и со сроком обра
щения 90 дней продаются по курсу 85. Определите сумму дохода 
от.покупки 5 облигаций и доходность финансовой операции при 
расчетном количестве дней в году 360. 

Решение. yv= 1000 руб.; / = 90 дн.; К=- 360; Д = 85. 
Доход от покупки одной облигации при условии ее погаше

ния составит 
Г D АЛ Г ^ (^ 85^ 

100. Д1 = N- Pi^'N 
100 

:N\ 1- = 1000- 1-
^у 100 

= 150 руб. 

Сумма дохода от покупки 5 облигаций составит 

Д = 5-Д1 = 5-150 = 750руб. 

Доходность облигаций к погашению по эквивалентной став
ке простых процентов: 

. N-P К 1000-850 360 150 , 60 ^ ^^^ ^^ ,^ 
^ Р t 850 90 850 85 
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Пример 4. Облигации номиналом 1000 руб. и сроком обраще
ния 180 дней были приобретены в момент их выпуска по курсу 65 
и проданы через 90 дней по курсу 85. Определите доходность к 
погашению и текущую доходность в результате продажи для К = 
360 дней. 

Решение. N = 1000 руб.; Ц = 180 дн.; Д̂ з = 90 дн.; К = 360 дн.; 
^)^1=65;Д2 = 85. 

Доходность облигаций к погашению по эквивалентной став
ке простых процентов: 

. N-P К 100-J\i ^ 1 0 0 - 6 5 360 
/ P î / 65 180 = 1,077 => 107,7%. 

Текущая доходность в результате их продажи составит 

Pj А/ Pj^x At 65 90 

Пример 5. Облигация куплена по курсу 95 и будет погашена 
через 10 лет. Проценты по облигации выплачиваются в конце 
срока по сложной ставке 5% годовых. Определите доходность 
приобретения облигации. 

Решение. / \=95 ; ^ = 0,05; /а = 10; Р = ̂ ^-~^ = 0,95Л .̂ 

Процентный доход за 10 лет составит 

/ = JV(1 +qf-N = N[il +g)"-l] ==N[1 +0 ,05^-1] = 
= 7V(l,05^^-l)=0,629iV; 

доход от помещения облигации — 

Дп = N(1 - 0,01Р^) = N(1 - 0,95) = 0,05Л ;̂ 

общий доход — 

Д = / + Д„ = 0,6297V + Q,05N = 0. ,679Ж 

Доходность покупки облигации по эффективной ставке 
(сложных) процентов равна: 
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\ N \ N 

Пример 6. Банковская ставка по депозитам составит 10%, а 
банковская ставка по кредитам — 15%. Определите процент по 
облигациям, установленный при выпуске, при условии, что их 
курс равен 98. 

Решение, /j = 0,1; /2 = 0,15; Pf, = 98. 
В качестве альтернативной ставки следует выбрать процент 

по депозитам, тогда процент по облигациям равен: 

Пример 7. Банк А выдал банку Б межбанковский валютный 
кредит под залог облигаций внутреннего государственного ва
лютного займа третьего транша. Сумма кредита определяется пу
тем оценки облигаций по текущей рыночной стоимости за выче
том из полученной суммы дисконта (в целях страхования от це
новых рисков). 

Дата вьщачи кредита TQ — 30 октября; дата погашения креди
та и процентов по нему Tj - 13 ноября; процентная ставка по кре
диту составляет 13% годовых на 360 дней в году; срок кредита рас
считывается на основе полного количества календарных дней; 
сумма облигаций по номиналу — 1 000 000 долл. США; курс обли
гаций — 81; размер дисконта — 10%. Банк Б попросил банк А по
гасить непогашенные купоны по облигациям за 1 год и произве
сти расчеты по полученному купонному доходу 13 ноября (на об
лигации ежегодно начисляется купонный доход из расчета 3% от 
номинала). За погашение купонов банк А возьмет комиссию в 
размере 1% от суммы купонного дохода. В день погашения кре
дита банки договорились оформить новый кредит под заложен
ные облигации с переоценкой облигаций по курсу 81,7. Стороны 
договорились произвести 13 ноября взаиморасчеты. 

Определите, какой банк должен платить 13 ноября другому 
банку и какую сумму? 
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Решение. 7V= 1 000 000; / = 0,13; с? = 0,1; PQ = 81; Pi = 81,7; 

ii:= 360;/^6, = 0,03; ̂  = 0,01. 

Сумма S выданного кредита: 

5 = 7V-j^(l-flf) = 10000000,81.(l-0,l) = 729000 долл. 

= 3685,50 долл. 

Сумма процентов за кредит: 

S'jTi -Го)>/ 729000-14 0,13 
^ К " 360 

Сумма купонного дохода по облигациям: 

ДА: = ^ - 'обл = 1 000 000 • 0,03 = 30 000 долл. 

Комиссия за погашение купонного дохода: 

С = Д ^ = 0,01 • 30 000 = 300 долл. 

Сумма нового кредита: 

5н=ЛГ-щ(1-^) = 10000000,817(1-0,1) = 735300 долл. 

Сведем взаимные требования сторон на 13 ноября в следую
щую таблицу 

Вид платежа 

S 
I 

Д. 
с 
Sn 

Итого 

Банк А платит 
банку Б, долл. 

30000,00 

735300,00 
765300,00 

Банк Б платит 
банку А, долл. 

729000,00 
3685,50 

300,00 

732985,50 
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В итоге 13 ноября банк А должен уплатить банку Б 32314,50 долл. 
Пример 8. Брокеру фондовой биржи ММВБ поступило распо

ряжение 3 октября о размещении 2 млрд руб. на рынке ГКО при 
следующих условиях: 

вложение денежных средств проводить только в краткосроч
ные выпуски (со сроком обращения менее полугода); 

доля каждого выпуска в общем пакете должна занимать толь
ко часть объема капиталовложения и не превышать 30%; 

продать весь пакет необходимо 4 ноября и вернуть деньги ин
вестору 5 ноября. На торгах 3 октября по краткосрочным выпус
кам ГКО номиналом 1 млн руб. сложились следующие цены: 

№ выпуска 

21067 
1 21068 
1 21069 

21070 
21071 

Дата погашения 

13.11.96 
20.11.96 
18.12.96 
03.01.97 
22.01.97 

Цена, % от номинала 
(курс) 

95,86 
95,00 
91,78 
89,44 
86,85 

Сформируйте пакет ГКО исходя из условия получения мак
симальной доходности. 

Рассчитайте средневзвешенную доходность пакета. 
Выявите зависимость между доходностью ценной бумаги и 

сроком, оставшимся до ее погашения. 
Решение. Под доходностью к погашению понимается доход, 

приносимый вложением в ценную бумагу с ожиданием ее пога
шения по номиналу. 

Определяем доходность к погашению каждого выпуска в про
центах годовых: 

(N-P) АР 
Pt P't^ 

где АР — прирост в цене от текущего момента до погашения: 
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AP=-N-P = N 
100 

где /j,or — количество дней до погашения; 
К- количество дней в году, К= 360 дн. 

Результаты расчетов представим в виде таблицы. 
№ выпуска 

21067 
21068 

1 21069 
21070 
21071 

Дней до погашения, /„ог 

40 
47 
75 
91 
ПО 

АЛ% 

4,14 
5,00 
8,22 
10,56 
13,15 

iy % годовых 

38,87 ' ! 
40,31 
42,99 
46,71 
49,55 

Из полученных результатов следует, что доходность ценной 
бумаги снижается с уменьшением срока, остающегося до ее пога
шения. 

Исходя из требований инвестора необходимо перечислить по 
600 млн руб. (30% от 2 млрд руб.) на покупку выпусков 21071, 
21070, 21069 и на оставшиеся 200 млн руб. купить бумаги выпус
ка 21068. 

Рассчитаем точное количество бумаг по каждому из приобре
таемых выпусков: 

№ 
выпуска 

21071 
21070 
21069 
21068 

Объем капитало
вложений, руб. 

600000000,00 
600000000,00 
600000000,00 
200000000,00 

Стоимость 
1-й бумаги, 

руб. 

868500,00 
894400,00 
917800,00 
950000,00 

Количество 
бумаг 

690 
670 
653 
210 

Остаток от 
вложений, 

руб. 

735000,00 
752000,00 
676600,00 
500000,00 1 

Просуммировав все остатки от вложений, получим 
2663600,00 руб. свободных (невложенных) средств. Поскольку 
мы уже исчерпали 30% лимита по выпускам 21069-21071, следо-
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вательно, остаток средств надо потратить на покупку облигаций 
выпуска 21068. На оставшуюся сумму покупаем еще две бумаги 
данного выпуска, получая в остатке 763600,00 руб. 

Окончательно сформированный пакет выглядит следующим 
образом: 

№ выпуска 

21071 
21070 
21069 
21068 

Свободные средства 

Количество бумаг, шт. 

690 
670 
653 
212 

Объем 
капиталовложений 

5992650,00 
599248000,00 
599323400,00 
201400000,00 

763600,00 

Подсчитаем средневзвешенную доходность к погашению по
лученного пакета ценных бумаг по следующей формуле: 

/=i H 
1 ^ 

^2/=l 

где /'э/ — доходность к погашению первого выпуска; 
Vj — объем вложений в первый выпуск; 

V^ — суммарный объем всех капиталовложений; 
V^ - 2000000000,00 - 763600,00 - 1999236400,00 руб. 

В результате подсчета получаем: /3 = 45,80% годовых. 
Пример 9. Утром 29 октября брокеру поступило распоряжение 

срочно продать весь пакет ГКО, сформированный по условиям 
примера 8, если 29 октября на торгах по краткосрочным выпус
кам ГКО сложились следующие цены (номинал каждой ценной 
бумаги — 1,0 млн руб.): 

№ выпуска 

21067 
21068 

' 21069 
21070 
21071 

Дата погашения 

13.11.96 
20.11.96 
18.12.96 
03.01.97 
22.01.97 

Цена, % от номинала 
(курс) 

98,53 
97,80 
94,86 
93,04 
90,22 
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В силу специфики расчетов на ММВБ и расчетов с инвесто
ром средства от реализации пакета поступят на счет инвестора на 
второй рабочий день от момента реализации. 

Определите доход в рублях, полученный от вложения в ГКО, 
а также доходность в процентах годовых (из расчета 360 дней в го
ду и полного количества дней в периоде) по данной финансовой 
операции с позиции инвестора. 

Решение. Определяем сумму, полученную от реализации это
го пакета: 

№ выпуска 

21071 

21070 

21069 

21068 

Свободные 
средства 

Итого 

Количество бумаг, 
шт. 

690 

670 

653 

212 

763600,00 руб. 

Цена, % 
от номинала 

90,22 

93,04 

94,86 

97,80 

Общая 
сумма, 

руб. 
622518000,00 

623368000,00 

619435800,00 

207336000,00 

763600,00 

2073421400,00 

Доход, полученный от вложения в ГКО, составляет: 

Д = 2073421400,00 - 2000000000,00 = 73421400,00 руб. 

Доходность определяется по формуле 

Д 
' ^ " Р А / •^•100%, 

где Д — полученная прибыль; 
Р — вложенная сумма; 
А/ — количество дней в периоде (необходимо рассчитывать количество 

дней от 03.10 до 31.10, учитывая 2 дня, необходимые для передачи 
средств инвестору), т.е. А/ = 28 дням; 

К = 360 — количество дней в году. 

/ ^ = -
73421400,00 

2000000000,00-28 
•360 100% = 47,2%. 
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7.8. Модели операций с акциями 

Акция представляет собой долевую ценную бумагу, в которой 
указывается непосредственная доля держателя акции в реальной 
собственности, и обеспечивает получение дивиденда. В зависи
мости от порядка начисления и выплаты дивидендов акции делят 
на привилегированные и обыкновенные. 

Дивиденды по привилегированным акциям объявляются в 
фиксированных процентах от номинальной ее стоимости Nm оп
ределяются по формуле 

А =/• N, 
mcf— годовая ставка дивиденда. 

Доход на одну обыкновенную акцию равен: 
Ч П - Д „ р 

где MQ — количество обыкновенных акций; 
ЧП - распределяемая чистая прибыль; 
Z)np — дивиденд по всем привилегированным акциям 

^np = Mip* А ; 
Л/пр — количество привилегированных акций. 

Обычно на выплату дивидендов по обыкновенным акциям 
может идти не весь доход, а только его часть, поэтому величина 
выплачиваемого дивиденда определяется дивидендным выходом: 

где DQ — дивиденд на одну обыкновенную акцию. 

Доходность по акциям определяется доходом от выплачивае
мых дивидендов, а также разницей в цене покупки и продажи, 
что и определяет эффективность инвестиций: 
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Р ' 
где Рд — цена покупки; 

^1 — цена продажи; 
D — дивиденды за время владения акцией. 

Для проведения анализа операций с акциями необходимо 
проводить расчеты по нескольким показателям. 

Доходность текущая без учета налогообложения определяется 
по формуле 

D 
Р 

где Р^ - курсовая стоимость акции. 

Курсовая стоимость акции определяется в сравнении с бан
ковской депозитной ставкой /: 

Доходность конечная определяется суммой дивидендов и до
полнительным доходом от перепродажи: 

\ РПЛ-Р^-Рд 
Ра'П 

Доходность текущая с учетом налогообложения определяется 
выражением: 

• / ) ( 1 - / н ) •100%, 

где /„ — ставка налогообложения. 
Ра 

Курсовая стоимость определяется и от номинальной цены ак
ции: 

/ Pa=^N. 
I 
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Рыночная цена акций определяется спросом, и в связи с этим 
находится показатель ценности акций на рынке: 

Е К' 

При долгосрочных операциях с акциями можно применять 
формулы определения эквивалентных ставок простых и сложных 
процентов: 

5=Р(1 + лд; 5=Р(1 + /зГ. 

Доход от финансовых операций в таких случаях определяется 
так: 

JX^S-P^ni^P', Д=Р[(1+/зГ--1], 

откуда исчисляются эквивалентные ставки простых и сложных 
процентов: 

Пользуясь приведенными моделями, можно проводить срав
нение выгодности финансовых операций с акциями и, следова
тельно, решать задачу выбора оптимального инвестиционного 
проекта. 

Пример 1. Банк объявил, что дивиденды по его акциям за про
шедший год составляют 20% годовых по обыкновенным акциям 
и 30% годовых по привилегированным. Определите сумму диви
денда на одну привилегированную акцию номиналом 3000 руб. и 
одну обыкновенную акцию номиналом 1000 руб. 

Решение. Сумма дивиденда на одну привилегированную ак
цию равна: /)„? ~ 0̂ 3 • 3000 = 900 руб.; 

сумма дивиденда на одну обыкновенную акцию — 
DQ = 0,2 • 1000 = 200 руб. 

Пример 2. Определите ожидаемый доход от покупки акции 
номиналом 1000 руб. от ежегодного получения дивидендов в раз
мере 20% годовых и ежегодного роста стоимости на 10% от номи-
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нала, если акция будет продана через 5 лет, а также доходность 
операции. 

Решение. N- 1000 руб.;/= 0,2; п = 5 лет; APj = 0,17V. 
Величина годовых дивидендов за 5 лет составит: 

Д = «•/•Л^ = 5-0,2-1000 руб. 

Стоимость акции через 5 лет -~ 

Р^ = N+ 0,1 • Л̂ - 5 = Л (̂1 + 0,5) = 1500 руб.; 

общий доход — 

a^ = D + P^-N- 1000 + 1500 - 1000 = 1500руб. 

Доходность покупки акции в виде эквивалентной ставки 
сложных процентов составит: 

Ь="J^-.-|i5^^-.=^,204-.=0,20.-20.>%. 

Пример 3. АО с уставным фондом 1 млн руб. имеет следую
щую структуру капитала: 85 обыкновенных акций и 15 привиле
гированных. Размер прибыли к распределению между акционе
рами составляет 120 тыс. руб. Фиксированный дивиденд по при
вилегированным акциям составляет 10%. Определите дивиденды 
для владельца обыкновенной акции. 

Решение. ЧП = 120 000 руб.; MQ = 85; Л^р = 15; УК = 100 000 
руб.; /=0,1. 

Номинал одной акции находим как отношение уставного 
фонда к общему числу акций: 

Аг ^^ 1000000 ^.^._ ^ 
jsf = = = 10 000 руб.; 

Л/о+Л/пр (85 + 15) ^^ 

выплаты по всем привилегированным акциям равны: 

Д„р = Д4рД1 = Л .̂ 15 • /= 10 000 • 15 . 0,1 = 15000 руб.; 
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выплаты на одну обыкновенную акцию — 

ЧП-Дпр 120 000-15 000 ^ . . . ^ _ 
До=—-j^—^ = ^ = 1235 руб. 29 коп. 

Пример 4. Балансовая прибыль АО с уставным фондом 2 млн 
руб., полученная от производственной деятельности, составила 
10 млн руб. Собрание акционеров постановило, что оставшуюся 
после уплаты налогов прибыль следует распределить так: 20% — 
на развитие производства, а 80% — на выплату дивидендов. Опре
делите курс акций, если банковский процент составляет 80%, но
минал акции — 100 руб., а ставки налога на прибыль — 32%. 

Решение. УК = 2 000 000 руб.; БП = 1000 000 руб.; Дз^х = 0,8; 
/ = 0,8; N= 100 руб.; IV= 0,32. 

Количество акций АО равно: 

. , УК 2000000 ^^^^^ 

прибыль после уплаты налогов составит: 

ЧП = БП(1 - »9 = 10 000 000 • (1 - 0,32) = 
= 6 800 000 руб. = 6,8 млн руб.; 

величина дивидендов на выплату акционерам -

iJj; = ЧП • Дзь,х = 6 800 000 • 0,8 = 5 440 000 руб.; 

выплата дивидендов на одну акцию — 

_ Дх 5 440000 „ - , . 
^= - ]б^ = - 2 0 0 0 Г = ' ' ' Р У ' / ^ ' ^ = 

курс акции составляет: 

Д1 272 

Рассмотрим пример, связанный с финансами предприятий, 
иллюстрирующий, как по данным бухгалтерской отчетности 
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предприятия можно рассчитать его реальную стоимость и стои
мость одной акции. 

Пример 5. Рассчитайте реальную стоимость предприятия на 
01.07, а также стоимость одной акции АО «Дорстрой» номиналом 
N=50 руб. на основе следующих данных: 

уставный капитал У̂ .̂ = 2115 тыс. руб.; 
активы по балансу предприятия ^̂ ^ = 3 000 475 тыс. руб.; 
непроизводственные основные средства других отраслей 

Я^ = 43266 тыс. руб.; 
балансовая прибыль за отчетный период БП = 99115 тыс. 

руб.; 
начисленная за период амортизация А^^ = 4328 тыс. руб.; 
платежи в бюджет за отчетный период ПБ = 34690,2 тыс. руб.; 
средства, направленные на погашение кредитов и уплату про

центов по ним Кр = 9700 тыс. руб.; 
норма дисконта d = 0,2; 
кредиты и другие заемные средства КЗ = 515 904 тыс. руб.; 
убытки (по балансу) У = 112 531 тыс. руб.; 
курс доллара на дату баланса Лд = 5115 руб. на 01.07.96 г; 
средний курс доллара США за период К^. = 4856 руб.; 
коэффициент риска (учитывающий нефинансовые критерии) 

^ = 0 , 2 . 
Решение. Балансовая оценка стоимости имущества предприя

тия (без учета задолженности): 

'^ (А^-НС) (3 000 475-43 266) ^^^,, 
БС = '̂ —5̂ - ' = ' ГГП ^ = 578,14 тыс. долл. 

1Сд 5115 
О ц е н и м стоимость предприятия по методу будущей доходно

сти: 
д е н е ж н ы й поток за анализируемый период составит 

= (99115 + 4328 - 34 690,2 - 9 700) • 4856 = 12,16 тыс. долл.; 

годовой д е н е ж н ы й поток ~ 

Д^п = Д„ . 2 = 12,16 • 2 = 24,32 долл.; 
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стоимость предприятия 
гГ Л 24 32 ^ Д = п = ^ = 121,61 тыс. долл. Д 0,2 

Рассчитаем максимальную среднюю стоимость предприятия: 
(Сд+БС) (121,61+578,14) . .. _̂  

задолженность предприятия — 

• (КЗ-fy) (515904 + 112531) ^__^ 3 = — = —TZ = 122,86 тыс. долл.; 
К.д J I I J 

максимальную стоимость предприятия за вычетом задолжен
ности — 

Опах =Qiax - 3 = 349,88 - 122,86 =227,02 тыс. долл.; 

стоимость предприятия по состоянию на 01.07 — 

С ="С̂ ах • ^=227,02 • 0,2 = 45,4 тыс. долл.; 

стоимость одной акции предприятия на 01.07 — 

С 45 400 ,^^ 

TV 0,05 

Таким образом, стоимость АО «Дорстрой» составляет 
45,4 тыс. долл., а стоимость одной акции АО номиналом 50 руб. — 
1,07 долл. 

Контрольные вопросы 

1. Каково содержание финансово-коммерческой операции? 
2. Каковы показатели финансово-коммерческой операции? 
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3. Приведите пример механизма развития финансово-ком
мерческой операции по схеме простых процентов. 

4. Каков механизм развития коммерческих операций по схе
ме сложных процентов? 

5. Как следует учитывать инфляцию в коммерческих опера
циях? 

6. Как можно использовать вексель в коммерческих операциях? 
7. Поясните на моделях утверждение коммерческой сферы: 

сумма, полученная сегодня, больше той же суммы, полученной 
завтра. 

8. Как следует сравнивать финансово-коммерчесю^е опера
ции? 

9. Каким образом можно использовать операции с ценными 
бумагами в коммерческом деле? 

Задачи 

1. Инвестсбербанк предоставлял валютные кредиты под 30% 
годовых, а рублевые кредиты — под 36% годовых. Какой вариант 
кредита на сумму 100 000 долл. предпочтительнее было взять за
емщику в январе 1998 г. на 2 года, если курс покупки тогда со
ставлял 6 руб. за доллар (США). 

2. Банки предлагали специальные долгосрочные кредиты на 
покупку автомобиля на следующих условиях: максимальный 
срок кредита — 10 лет, максимальная сумма кредита -- 10 000 долл. 
Для получения кредита необходимо иметь гарантию поручителя. 

Первый вариант: ставка начисления процентов - 15% к сум
ме в долларах, или 24% к сумме в рублях. 

Второй вариант: в момент выдачи кредита выплачивается 30% 
стоимости автомобиля, а 70% его стоимости - сумма кредита, 
тогда ставка процента - 20% от суммы долларового кредита. 

Третий вариант: срок кредита — 1,5 года, предоплата — 30% 
стоимости автомобиля, сумма кредита — 70% от стоимости, став
ка — 20% годовых к сумме в долларах. 

Четвертый вариант: срок кредита — 1 год, сумма кредита — не 
ограничена, предоплата - 30%; сумма кредита - 70%, ставка про
цента 18% к сумме в долларах. 
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Определите наиболее выгодный вариант покупки автомобиля 
стоимостью 6000 долл. 

3. Московский банк предлагал ипотечные ссуды на срок до 10 
лет под залог покупаемой недвижимости для физических лиц на 
условиях оплаты заемщиком 30% стоимости, например кварти
ры, на момент получения кредита; сумма кредита при наличии 
4-5 гарантов (физических или юридических лиц) — 70%. 

Постройте сетевую модель взаимодействия участников опе
рации покупки квартиры под залог квартиры стоимостью 30 000 
долл. США и найдите минимальный срок кредита. Ставка про
центов по валютному кредиту — 15% и по рублевому кредиту — 
24%. 

4. Под какой процент, когда и на какой срок могла взять кре
дит на сумму 4450 долл. для приобретения автомобиля 
«ВАЗ-2106» в сентябре 98 г, через фирму INTO студентка РГТЭУ 
3-го курса у 50 студентов своего потока, если обменный пункт 
покупал доллар 08.09.98 г по цене 21,5 руб., а 15.09.98 г продавал 
по цене 10,8 руб. за доллар? 

5. В контракте за оплату коммерческих услуг можно записать 
к получению либо непосредственно в момент совершения опера
ции 5000 руб., либо через 6 месяцев — 10 000 руб. 

Определите минимальную сумму, которую выгодно получить 
в момент совершения операции, если банковская ставка состав
ляет сложные 80% годовых. 

6. Автобанк принимает вклады до востребования под 12% го
довых. Определите эквивалентное значение учетной ставки при 
учете векселя в день его погашения со сроком обращения 200 
дней и количестве дней в году 360, чтобы обеспечить эквивалент
ную доходность при приеме вкладов до востребования. 

7. Месячная заработная плата 01.02 составила 900 руб., а цена 
товара — 18 000 руб. 01.08 заработная плата достигла 1500 руб., а 
цена товара повысилась до 36 000 руб. Среднемесячный уровень 
инфляции в рассматриваемый период составил 10%. Как измени
лась (в рублях и процентах) реальная цена товара с учетом инфля
ции и как изменилась реальная заработная плата за рассматрива
емый период? 
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8. Инфляция за прошедший год по месяцам составила соот
ветственно 7, 5, 6, 9, 10, 12, 6, 8, 7, И, 9, 7%. Определите уровень 
инфляции за год; средний ежемесячный уровень инфляции; на 
сколько процентов возросли цены с 01.01 по 01.04; во сколько раз 
возросли цены на 01.11 по отношению к ценам на 01.02; на сколь
ко процентов цены на 01.06 будут ниже цен на 01.10? 

9. В течение 5 лет на счет в банк поступают в конце года регу
лярные платежи по 10 000 руб., на которые начисляют проценты 
по сложной годовой ставке 12%. Определите наращенную сумму 
и современную величину ренты. 

10. Страховая компания заключила договор с фирмой «Про
гресс» на страховку ее бензозаправочных станций сроком на 3 го
да. Поступающие ежегодные взносы по 5 млн руб. размещаются в 
банке, обслуживающем страховую компанию, под сложные 16% 
годовых с ежеквартальным начислением процентов. 

Определите сумму, полученную страховой компанией, при 
условии отсутствия страховых случаев. 

11. Выберите вариант формирования договора с банком, об
служивающим фирму, для создания фонда модернизации основ
ных средств в течение 3 лет в размере 200 млн руб.: 1) внесение 
рентных платежей по полугодиям под сложные 20% годовых с 
ежеквартальным начислением процентов; 2) внесение рентных 
платежей также по полугодиям под сложные 20% годовых с на
числением процентов по полугодиям. Определите современную 
величину ренты наиболее выгодного варианта. 

12. Пенсионер подал в суд на Пенсионный фонд РФ, который 
в течение 10 лет недоплачивал ежемесячно 120 руб. пенсии. Суд 
обязал фонд выплатить все недоплаченные деньги с процентами 
по номинальной сложной ставке 12% годовых с ежемесячным на
числением процентов. Определите сумму выплаты. 

13. По контракту заказчик после окончания строительства 
здания строительной фирмой производит оплату в течение 3 лет 
равными ежегодными платежами по 8000 руб. в конце каждого 
года. Проценты начисляются по сложной ставке 20% годовых. 

Определите наращенную сумму. 
14. По кредитному договору фирма выплачивает по полугоди

ям пренумерандо по 8000 руб. банку в течение 2 лет. Проценты 
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начисляются ежеквартально по сложной ставке 15% годовых. 
Определите наращенную сумму. 

15. ЗАО «Прогресс», имея пакет из 80 облигаций номиналом 
1000 руб., купоном 8%, дисконтом 15% и 35 облигаций номина
лом - 500 руб., купоном — 10%, ажио - 5%, решило инвестиро
вать полученный годовой доход в акции курсовой стоимостью 
100 руб. Определите, какое количество акций можно приобрести 
на полученную сумму? 

16. Облигация номиналом 1000 руб. приобретена с дисконтом 
20% и сроком погашения 5 лет. Купонный процент — 10% годо
вых. Определите доходность текущую и при погашении. 

17. Какую сумму необходимо положить в банк, чтобы в тече
ние следующих 10 лет ежемесячно снимать со счета по 3000 руб. 
Банк начисляет проценты по номинальной сложной ставке 12% 
годовых с ежеквартальным начислением процентов. 

18. Привилегированные акции номиналом 1000 руб. были 
куплены в количестве 10 шт. по цене 1200 руб.; а через 2 года по 
цене 25 000 руб. за шт. Дивиденд по акциям за первый год соста
вил 40% годовых, за второй — 60% годовых. 

Рассчитайте доход, полученный по акциям, и доходность их 
купли-продажи в враде эффективной ставки простых и сложных 
процентов. 

19. Акционерное общество с уставным фондом 1 млн руб. 
в составе капитала имеет 85 обыкновенных и 15 привилегирован
ных акций. Прибыль к распределению между акционерами 
составляет 115 000 руб. Фиксированная ставка дивиденда по при
вилегированным акциям — 20%. 

Определите величину дивиденда владельцев обыкновенных 
акций. 

20. АО в 1992 г выпустило 100 тыс. обыкновенных акций но
минальной стоимостью 100 руб. Инвестор приобрел в 1993 г. па
кет, состоящий из 100 шт. этих акций, по цене 150 руб. за акцию. 
Через год рыночная цена составила 300 руб. Ставка дивиденда по 
акциям равна 60%. 

Рассчитайте текущую доходность пакета акций инвестора. 
21. Тамара через 28 лет уйдет на пенсию. Она планирует нако

пить в Пенсионном фонде к тому времени 200 тыс. долл. 
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Определите, сколько Тамара должна ежеквартально отчис
лять в фонд, если номинальная сложная ставка 14% годовых с 
ежеквартальным начислением процентов; сколько она реально 
внесет в фонд; какую сумму процентов Тамара получит в фонде. 

22. Фермер купил новый трактор за 3000 долл. с рассрочкой 
по годовой сложной ставке 12%. Он должен погасить сумму за
долженности в течение 6 лет. 

Определите ежегодную сумму платежей и общую сумму вы-, 
плаченных процентов. 

23. Фермер купил новый дом за 14 500 долл. Первоначальный 
взнос — 20% от стоимости дома. Оставшуюся сумму он должен 
погашать в течение 20 лет ежемесячными платежами, номиналь
ная ежеквартальная сложная ставка — 4%. 

Определите, какова сумма ежемесячных отчислений, какую 
сумму процентов необходимо выплатить за пользование креди
том, сколько еще надо будет выплатить спустя 10 лет? 

24. Семья приобрела у строительной компании «Траст» дом за 
5 млн руб. по контракту, в соответствии с которым погашение 
долга происходит равными ежегодными платежами в течение 10 
лет на условиях 6% годовых за величину долга. Компания прода
ет контракт банку, который получает по ссудам 8% годовых. 

Определите сумму, полученную компанией в банке за кон
тракт, и доход банка. 

25. ЗАО «Автомир» продало автомобиль за 150 000 руб., полу
чив в момент продажи 30 000 руб., и предоставило покупателю 
кредит на величину долга под сложную номинальную ставку 8% 
годовых с ежеквартальным начислением процентов, который 
должен быть погашен в течение 3 лет равными платежами раз в 
квартал. 

Определите: доходность операции, если ожидаемая среднего
довая инфляция составит 20%; оптимальное значение годовой 
ставки процента кредита. 

26. Брокеру фондовой биржи ММВБ поступило распоряже
ние 04.10.96 о размещении 2 млрд руб. на рынке ГКО при следу
ющих условиях: вложение денежных средств проводить только в 
краткосрочные выпуски (со сроком обращения менее полугода); 
доля каждого выпуска в общем платеже должна занимать только 
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часть объема капиталовложения; продать весь пакет необходимо 
31.10.96 и вернуть деньги инвестору 04.11.96. На торгах по крат
косрочным выпускам ГКО номиналом 1 млн руб. сложились сле
дующие цены: 

№ выпуска 

21067 
1 21068 

21069 
21070 
21071 

Дата погашения 

13.11.96 
20.11.96 
18.12.96 
03.01.97 
22.01.97 

Цена, % от номинала 

95,86 
95,00 
91,78 
89,44 
86,95 

Сформируйте пакет ГКО для получения максимальной до
ходности. 

Инвестор в целях снижения ценового риска дополнительно 
распорядился по 30% от выделенной суммы направить на покуп
ку ГКО выпусков 21071,21070 и 21069, а на оставшиеся 200 млн 
руб. купить бумаги выпуска 21068. Определите точное количест
во бумаг по каждому из приобретенных выпусков и величину сво
бодных средств. 

Рассчитайте доходность пакета; определите зависимость до
ходности ценной бумаги от срока, оставшегося до ее погашения. 

Утром 29.10.96 от инвестора брокеру ММВБ поступило рас
поряжение продать сразу же на торгах весь сформированный па
кет ГКО. В этот день по краткосрочным выпускам ГКО сложи
лись следующие цены: 

№ выпуска 

21067 
21068 
21069 
21070 
21071 

Дата погашения 

13.11.96 
20.11.96 
18.12.96 
03.01.97 
22.01.97 

Цена, % от номинала 

98,53 
97,80 
94,86 
93,04 
90,22 

Определите прибыль в рублях, а также доходность всей опе
рации с позиции инвестора. 
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27. Сформируйте пакет облигаций для инвестирования 
10 млн руб., если срок инвестирования — 2 года, номинал облига
ций - 1000, количество купонных выплат — 2, рыночная норма 
доходности — 16%, ставка купонного дохода — 3% и выплачивает
ся 15 мая, при следующих данных на 25.09.96: 

№ выпуска 

3 

4 

5 

6 

7 

Дата погашения 

14.05.1999 

14.05.1999 

14.05.1999 

14.05.1999 

14.05.1999 

Текущий курс 
на 25.09.96 

77,7 

52,4 

34,35 

40,55 

29,5 

Прогнозируемый 
курс на 25.09.98 

94,4 

66,7 

45,6 

52,6 • 

33,1 1 

Определите доходность с учетом оплаты комиссии от прода
жи ГКО по курсу 99,5 на 10.01.97. 

28. Лена вкладывает 265 долл. на свой счет в банке в начале 
каждого месяца в течение 9 лет. Номинальная сложная процентная 
ставка равна 18% с ежемесячным начислением процентов. Какая 
сумма будет на счете через 9 лет? Какой доход получит Лена? 

29. В течение 10 лет семья решила накопить 360 000 руб. для 
оплаты в будущем обучения сына в университете. Банк начисля
ет проценты по сложной ставке 18% годовых. 

Определите величину ежегодного регулярного платежа и со
временную величину ренты. 

30. В течение 5 лет необходимо накопить 120 000 руб. для по
купки автомобиля. Банк начисляет проценты ежеквартально по 
сложной номинальной ставке 18% годовых. 

Определите величину ежемесячного регулярного взноса и со
временную величину ренты. 

31. Марианна приобрела компьютер в кредит. Первоначаль
ный взнос она сделала в размере 1500 долл., остальную сумму 
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ежемесячно будет вносить по 125 долл. в течение 60 месяцев. 
Ежеквартальная процентная ставка по кредиту равна 1,5%. Ка
кую сумму выплатит Марианна за компьютер? 

32. Володя собирается переводить ежемесячно по 150 долл. на 
счет в банк в течение 10 лет. Ежемесячная процентная ставка рав
на 1%. Какая сумма будет накоплена при условии перевода денег 
в начале и в конце месяца? 

33. Коммерческое предприятие продает банку контракт, по 
которому покупатель за мебельный гарнитур должен ежемесячно 
выплачивать по 10 000 руб. в течение полугода. Какую сумму вы
платит банк коммерческому предприятию, если начисляются 
проценты по номинальной ставке 12% годовых? 

Определите доход банка и потерю коммерческого предприя
тия, сумму платы банка за риск. 

34. Фермер поставил в розничное предприятие овощей на 
3 млн руб. в соответствии с контрактом, по которому предприя
тие обязано проводить оплату контракта ежемесячно равными 
долями в течение полугода. Поскольку деньги потребовались не
медленно, то фермер продал контракт банку с учетом ежемесяч
ной номинальной сложной процентной ставки 12% годовых. 

Определите сумму, полученную фермером в банке. 
35. Брокер по поручению фирмы приобрел портфель облига

ций трех видов со следующими показателями: 

Облига
ции 

01 

i 02 

03 

Количе
ство 

30 

20 

10 

Номи
нальная 

стои
мость, 

руб. 

200 

100 

150 

Срок 
погаше

ния, 
лет 

5 

6 

4 

Ставка 
купон

ного 
дохода 

10 

7 

9 

Количе
ство 

выплат 
в год 

2 

1 

1 

Цена 
приобре

тения, 
руб. 

170 

80 

130 1 

Определите доходность портфеля облигаций. 
36. Фирма приобрела портфель облигаций нескольких видов, 

имеющих следующие характеристики: 
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7.8. Модели операций с акциями 

Облига
ции 

01 
02 
03 
04 

Количе
ство 

15 
25 
10 
30 

Номи
нальная 

стои
мость, 

руб. 

400 
300 
1000 
200 

Срок 
погаше

ния, 
лет 

10 
8 
6 
5 

Стажа 
купон

ного 
дохода 

8 
12 
14 
8 

Количе
ство 

выплат 
в год 

2 
4 
2 
1 

Цена 
приобре

тения, 
руб. 

300 
300 
1100 
170 1 

Определите доходность портфеля облигаций. 
37. Фирма взяла кредит на 3 дня под 15% годовых для приоб

ретения государственных ценных бумаг номинальной стоимос
тью 100 000 руб., сроком погашения 1 год и текущим уровнем до
ходности 20%. 

Определите цену продажи ценной бумаги через три дня для 
покрытия расходов по кредиту и получения прибыли в размере 
25% годовых без учета налогообложения. 



ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ 

Diaea 1 

1.3 

1. Breitling. 2. Moulinex. 3. Electrolux. 4. Motorola V3688. 
6. Год выпуска, год покупки, модель, мощность двигателя, 

расход бензина на 100 км, цвет, ремонтопригодность, обеспечен
ность запчастями, вес, пассажировместимость, максимальная 
скорость, вероятность угона, емкость топливного бака, длина, 
цена, дорожный просвет, год начала выпуска модели, грузоподъ
емность, кондиционер, общее состояние, необходимость допол
нительных затрат, сигнализация, удаленность фирмы от дома, 
наличие гарантии, проведение предпродажной подготовки по 54 
узлам, удовлетворенность предварительного переговора по теле
фону, механизм обслуживания, перечень дополнительных работ 
по желанию клиента, время работы фирмы на рынке автомоби
лей, содержание рекламы, состояние салона продажи, удобство 
подъезда, затраты времени на приобретение автомобиля. 

7. Lada - Favorit. 8. Нет решения. 9. INNA - TUR. 10. Bosch. 
11.YASHICA. 
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DiaeaZ 

2.2 
п — 

1) П= Е /'у • xj(xj -cj)-^ max 

S /?y Xy > Gnji, J = h n товарооборот 

я — 
E QjPjXj ^ 5* площадь 

Ё Я] PjXj ^ 6^ / = 1, i время 
y=i 

2 ^yл:уPj^b у A = 1,Я издержки 
y=i 

2) Q=ll Pj- Xj -> max 
y=i 

2 PjXj(xj - Cy) > Пju, прибыль 
7=1 

Ё ŷ /'y^y ^ ̂ » у = 1, « площадь 
y=i 

Ё ^ / PjXj<b\ / = 1, £ время 
y=i 

S ^y^yPj^b^, A = 1,Я издержки 
7=1 
Xy >ОуПЛ 
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п R 
3) П=1 lUjyPjr'Xj 

у=1г=1 
jr • m a x 

п R 
Y.T.Sjr'Pjr'Xjr<S, j==l,n 

y=lr=l 
n R 

1 ^q'jrTJrXjr<b', r = \J 
J=lr=\ 

n R —_ -^^_ 
1 lq'jrPjrXjr<b", n = l,H 
J=lr=\ 
n R 
E IPjr'Xjr^Qnn^ 1 = IJ^ 

qf-<j;xj,<q«^^ 

n R 
4) e = Z ^Pjr-xjr-^тгк 

y=lr=l 

n R — — 

y=lr=l 

у =1 /•=! 

л Л / 

Z lgjr'Pjr-xjr<b , / = 1,Z 
y=lr=l 
I.lqjr-Pjr-Xjr^b'', h = \,H 

у=1 r=l 

^yr - /'yr^yr - Qjr 

m m R 
5) С = H E Cijr-Xijr-^min 

/=l/=lr=l 
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^хуг<3,у, i = l,m 

т п 

м м 
п 
^Xij,>Mi^, г = 1,Л 
7=1 

т п 
6) Е S cuXij -> min 

S bj. • Nj > Sj спрос 
r=l 
я 

7=1 

E Xyb, < Xi 
r=:l 
m n 
E % = E Nj 
1=1 y=l 

7) C=^J, CyXy -> min 
/=ly=l 

YbrNj>Sj, j = hn 

w 
E Хл-6;. > Mir 
M 
m n 
I.Xij='ZNj 
/=1 j 
n R 

y=lr=l 
m л л 

,=1я=1 y=i 595 
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9) Т = 

т п 
I Z XyNjtij 
1=1 М 
т п 
S ^Xy-Nj 
/=iy=l 

• nun 

Xytij < Гтах, J = l,n 
m R 
E Y,XyNjbr>S, r = \,R 
y=lr=l 
m 
X XyNj > N min, i = \,m 
;=1 
x^ = 

1, если пункт / прикреплен к центру; 
О, в противном случае. 

2.3.1. 

1а) /min = - 1 2 ; (2; 6), F^ = 31,2 (6; -) 

16) /-min = 1 б | [ | ; I ) , /max = 42 (0; 7) 

2 6 ) / " 1 1 1 1 0 = - ^ 3; -

2a)/mi„ = -42{3;0},F„ax = 0( l ;7) 

./'max = 6(0;3) 

За) / , i„ = -12 (6; 0), F^ =Щ- Щ; ^ 

36)/',i„ = -9(3;0) , iWx=15(3;4) 

4a) /-min = - 6 (0; 4), f ^ = 1 9 | \б^^; | | 

46) /•„;„ = 16 (0,5; 3,5), /Vax = 60 (0; 15) 
5) (2000 дет., 1500 дет.); 445 тыс. руб. 
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6) (2; 3); 70 млн руб. 
7) (88 ст., 222 шк.); 403,4 тыс. руб. 
8) (5 скор., 10 пасс); 9540 чел. 
9) (242 чеб.; 209 бел.); 2888 руб. 
10)(9700,5200);217 600руб. 
11) (750 ваз; 100 граф.); 1025 тыс. руб. 
12) (254 шан., 400 подст.); 304 800 руб. 
13) (4; 8); 560 руб. 
14) (10,8 т, 4,8 т); 1152 тыс. руб. 

2.3.2 - 2.3.4 
1) (15,0,10); 140 тыс. руб. 
2) (0,132,156); 1020 тыс. руб. 
3) (7,1; 0; 45,16); 237,42 тыс. руб. 
4) (0; 0; 58); 348 тыс. руб. 
5) (0; 22,2; 28,9); 335,56 тыс. руб. 
6) (0; 9; 16); 544 тыс. руб. 
7)(0;170;0);1190тыс.руб. 
8) (800; 1800; 0); 169 200 руб. 
9) (250; 0; 0); 22,5 тыс. руб. 
10) (0; 13 500; 0); 27 714 руб. 
11) 560 шт. (2 м); 280 шт. (1,25 м) 
12) (0; 0; 0,16; 0,57); 81 тыс. руб. 
13)(50/11; 0; 180/11); 7900/11руб. 
14) (0,43; 0; 0; 0); 7042 руб. 
15) 20 000; 30 000; 20 000; 30 000 долл. 
18) (8/3; 0; 0; 2/3); 6 
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19) (0;0;1;0) ;3 

20) (0; 5; 0); 50 

21) (0; 6; 2); 18 

22) (0; 6; 0); 1260 

23) (0; 8; 0); 96 

24) (22,5; 20; 15); 1225,5 

25)(0; 18;10;5); 125. 

2.4.3 
1) а) ДА,-= 20 X, = 5 Х2 = 0 Xj = 30 Дх) = 180 

б)Д6з = - 1 0 X, = 0 Х2 = 0 Хз = 20 /•(х) = 130 
в) X, = 2,5 Х2 = 5 Хз = 20 F{x) = 140 

2) а) ДА] = 200 Xj = О Х2 = 252 Xj = 116 F{x) = 1220 
б) Д62 = - 3 0 0 X, = О Х2 = 192 хз = 36 Fix) = 120 
в) Xi = 90 Х2 = 6 хз = 138 /'(х) = 840 

3)а)Д^>, = 100 xi = 0,6 Х2 = 0 хз = 68 Fix) = 276 
б) Ab2 = - 1 0 X, = 4,2 Х2 = О Хз = 50,36 Fix) = 234,82 
в) X] = 2,75 Х2 = 5 Хз = 43 Fix) = 224 

4) а) Д̂ >, = 2 X, = О Х2 = О Хз = 59 Fix) = 354 
б) ДЛ, = - 5 0 Xi = О Х2 = О Хз = 33 Fix) = 198 
в) х, = 20 Х2 = 0 Хз = 18 Fix) = 26S 

5) а) Abi = 300 х, = О Х2 = 10,2 Хз = 49,9 Дх) = 410,5 
б) Ab2 = - 1 0 0 xj = О Х2 = 11,11 Хз = 34,45 Дх) = 307,5 
в) X, = 60 Х2 = 16,8 Хз = 7,3 Дх) = 335,5 

6)а)ДЛ, = 6 X i = 0 Х2=10,5 Хз = 16 Дх) = 568 
б) Д^з = - 1 Xi = О Х2 = 9 Хз = 15,8 Дх) = 5 
в) X, = 30 Х2 = 1 , 5 Хз = 4 Дх) = 304 

7) а) ДА, = 4 0 X, = О Х2 = 178 Хз = О Дх) = 1246 
б)ДА, = - 1 0 0 X, = 0 Х2=150 хз = 0 Дх) = 1050 
в) X, = О Х2 = 150 Хз = 20 Дх) = 1130 
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2.5 
1) (25/11; 0; 54/11); 549/11 
2) (15/8; 9/4; 0); 135/8 
3) (78/19; 22/19; 0); 332/19 
4) (2; 14/11; 28/11); 772/14 
5)(0;0;1;5);41 
6) (20/9; 0; 7/9); 65/3 
7)(1;1;0;0);59 
8) (23/13; 0; 2/13); 347/13 
9) (9/2; 0; 0; 0); 173/2 
10)(2; 2; 0; 0); 36 

2.6 

1) Множество оптимальных решений, одно из них: 

Х = 

0 0 2 О 220 
О О 188 О О 
О О 10 200 О 

1̂ 125 75 О 180 О j 

^min=4992 

2) X = 

^190 
О 

210 О 
О 120 

0 0 0 
О 180 130 

О 50 
О 20 j 

^тш=5590 

3) Л'* = 

^90 О 30 01 
40 170 О 30 
О О 80 О 

^60 0 0 0 

^min=n30 
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Г о 200 О гоо"! 
4) X 150 о о 150 

О 50 50 О 
^min=4550 

5) Множество оптимальных планов, один из них: 

(20 280 50 О О "̂  
X' =1 180 О О 220 О 

О О 190 О 210) 
^min =10 240 

"У 

6) Х' = 
Го 60 о 140 О ~ 

30 о 100 о 120 
50 200 О О О 

/4«in =5340 

7) Х = 
Г20 О О 

65 О О 
15 50 15 

л 
^min =10 350 

8) Множество оптимальных решений, одно из них: 

Го О 60 О 40"! 
jr*= 50 О О 100 О 

[ о 200 О О О 
^min=4480 

9) Множество оптимальных планов, один из них: 

Г20 О 12 о"! 
Х = 8 18 О О 

О 1 О 16 
^min=5715 

10) А- = 
520 310 О О "1 
0 0 0 670 
О 300 380 90 

^шш =12 320 
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11);̂ - = 
Г о 70 О 560 О "1 

о по 60 о 540 
400 О 420 О О 

m̂in =12 010 

2.7 

1)х„=1,Хз = 3,/'(дс)=11т.р. 
2) х„ = 3 7з, Уз, ̂ в = 17з, fix) = IOV3 тыс. руб. 
3)х„ = 47б,Хз= 17з, Д^)= 12'/зТЫС.руб. 
4) х„ = З'/з, Лв = 1'/з, fix) = 8'/з тыс. руб. 
5) х„ = З'/з, Хв = 17з, Д с̂) = 127з тыс. руб. 
6) х„ = % Хз = 6V3, fix) = 28 тыс. руб. 
7) х„ = 3, Xg = 2, F(x) = 12 тыс. руб. 
8) х„ = 5, Хв = О, Дх) = 10 тыс. руб. 
9) х„ = 3, Хв = 2, Дх) = 12 тыс. руб. 
10) х„ = 1'/з, Лв = 27з, Д^) = 9V3 тыс. руб. 

П1аваЗ 

3.5 

1)а = 3,р = 5,(Лз;54) 
2) а = 6, Р = 11, (̂ 4; ̂ з). «̂ 'я-
3) 5, = (3/5; 2/5), 5„ = (23/30; 7/30), у = 6/5 
5) S„ = (0; 0; 1/13; 2/13). 5, = (0; 2/39; 7/39), у =13/3 
6)А4 
7) Аз 
8) Аз 
10) А4 
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DiaBa4 

xi 

^2 

^3 
X4 

^5 

Хб 

Xj 

x% 
Xg 

«1 

-1 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

«2 

0 
-1 

1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

«3 

0 
-1 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 

W4 

0 
0 

-1 
1 
0 
0 
0 
0 
0 

^5 

0 
0 
0 
1 

-1 
0 
0 
0 
0 

«̂ 6 

0 
0 
0 

-1 
0 
0 
1 
0 
0 

Uj 

0 
0 
0 
Ov 

-1 
1 
0 
0 
0 

Ответы к задачам 

«8 

0 
0 
0 
0 

-1 
0 
1 
0 
0 

Ug 

0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 

«10 

0 
0 j 
0 
0 
0 
0 

-1 
1 

0 1 

(t (x,) = 0 
cT (X,) = 1 

(t (X4) = 3 

Г (Х4)=1 

ct (X7) = 2 

cT ixj) = 1 

ct (X2) = 1 

d" (xi) = 2 

(t (X5) = 0 

d- (X5) = 3 

(t (Xg) = 1 

^ (xg) = 0 

d^ix,) = 1 

йГ(хз) = 1 

ct (Хб) = 0 

d- (Хб) = 2 

ct (X9) = 0 

cT (X9) = 0 
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4. 

l)Np = {S;l;3} 

Np = {5;2;4;t) 

f/̂ , = {(l;2)(l ;5)(3;5)(3;4)} 
К̂, = 5 + 4 + 3 + 4 = 16 

2) Np = {S} 
Np = {h2,3,4,5,t} 
Up = mO(S;2)} 
F̂ , = 10 + 9 = 19 

3) Л̂ ,̂ = № 2; 5} 
iVp = {l;3;4;/} 
Up = {{S; 1) № 3) (1; 1) (1; 5) (3; 5) (2; 0 (5; 0 (4; 5)} 
Fp= 10+ 9 + 5 + 4 + 3 + 8 + 2 + 3 = 44 

4)Л^^ = {5;4} 
ЛГ, = {1;2;3;4;5;Г} 
£/̂ , = {(6 ' ; l )№3)(3;4)(4;5)(4; / )} 
K ,̂= 10+ 9 + 4 + 3 + 7 = 33 

5. 
1) {S; 1; 2; /} 

{S; 1) Дф = 10 
(1;2)Дф=5 
(2;/)Дф = 8 
max V= min[10; 5; 8] = 5 

603 



Ответы к задачам 

2) {S; 1; 5; 2; /} 
iS;l)A(p = 5 
(1;5)Дф = 4 
(5;2)Дф = 2 
(2; t) Дф = 3 
max V= min[5; 4; 2; 3] = 2 

3) {S; 1; 5; /} 
(S; 1) Дф = 3 
(1;5)Дф = 2 
(5;0ДФ = 2 
max V= min[3; 2; 2] = 2 

4) {S; 3; 4; t) 
{S; 3) Дф = 9 
(3;4)Дф = 4 
(4;0ДФ = 7 
max К= min[9; 4; 7] = 4 

'̂max = 5 + 2 + 2 + 4=13 

6-V^ = 5 

7. 
l){S;l;2;t} 

(5;1)Дф = 9 
(1;2)Дф = 6 
(2; О Дф = 10 
maxF=min[9;6; 10] = 6 
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2) {S; 1; 4; 2; /} 
(5;1)Дф = 3 
(1;4)Аф = 3 
(4;2)Дф = 4 
(2;0АФ = 4 
max К= min[3; 3; 4; 4] = 3 

3) {S; 3; 4; /} 
(5"; 3) Дф = 8 
(3;4)Аф = 4 
(4;/)Дф = 7 
max V= min [8; 4; 7] = 4 

;̂,ax = 6 + 3 + 4 = 1 3 
Np = {S} 
iVp = {l;2;3;4;/} 
J7p = {(S;l)№3)} = 9 + 8=17 

8. 
1) {5; 1; 2; /} 

(5;1)Дф=11 
(1;2)Дф = 6 
(2;0ДФ = 9 
max V= min[ll; 6; 9] = 6 

2) {S; 2; /} 
(5*; 2} Дф = 3 
(2,0 Дф = 3 
max F= min [3; 3] = 3 
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3) {S; 1; 4; 5; /} 
(S; 1) Дф = 5 
(1;4)Дф = 8 
(4; 5) Аф = 5 
(5; О Аф = 6 
max F= min[5; 8; 5; 6] = 5 
f;,ax=6 + 3 + 5 = 1 4 

9 ) ( l _ 2 - 4 - 3 - 5 - l ) I „ i „ = 1 2 0 

10) 1) 23,5; 2) 28; 3) 35; 4) 40; 5) 39,75 

11) a) 30,7; 6)26,4 

12) ( 2 - 4 - 7 - 1 3 ) ; ( 3 - 6 - 4 - 7 - 1 3 ) P„3, = 49T. 

13) a) 

6) 

B) 

(I 0 
p 0 
p 0 
[o 0 
Го 0 
p 0 
p 1 
U 0 
(O 0 
0 1 
0 0 
1 0 

^0 0 

0 0 «1 
1 0 0 
0 0 1 
0 1 0, 

0 г 
1 0 
0 0 
0 Oj 

0 O' 
0 0 
1 0 
0 0 

0 ij 

Cmin=26 

'̂min ~ ^^ 

'̂min ~ 3 2 

Го 
0 
0 

.0 

0̂ 
1 
0 

lo 
(o 

1 
0 
0 

.0 

0 
0 
0 
1 

1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
0 

1 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
0 
1 

0 ol 
0 1 
1 0 
0 0, 

0̂  
0 
0 

ь 
г 
0 
0 
0 

oj 

Cmax=46 

^̂ max ""^^ 

^̂ max ~^^ 
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г) 

14) 

0̂ 0 
0 0 
0 0 

,0 1 

'о 0 
1 0 
0 0 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
1 

1 0̂  
0 0 
0 1 
0 Oj 

1 0̂  
0 0 
0 0, 

^min - 8 

'о 1 0 0 0̂  
1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 

, 0 0 0 0 1 ; 

^max=7892000 ДОЛЛ. 

С =25 

1 6 ) 3 7 9 ( 1 - 2 - 3 - 5 - 4 - 1 ) 
17) Lmin = 445 км; (С - Л - С) - С - (С - Ф) - X - (С - Л) -

- М - Н - Ч - ( С - Л - С ) . 

DiaeaS 
5.7 
1) (0; 40; 40; 40); 97 
2) 3-й год 
3) 2-й год 
4) начало 4-го года 
5 ) ( 1 - 4 - 7 - 1 0 - 1 1);41 
6) (5o-^/)7-»C7->57->^6-^^5-^^4->^3-^^2^^1->'S'l); 108 

Diasa б 
6.6 
1. Р,^ = 0,655; Роб, = 0,345; А = 2,76 авт/ч; L^^ = 4 авт., 

0̂4 = 0,5 ч 

2 . Р ^ = 0,998 
3. л* = 5 
4. И) = 6; «2 = 1 
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5. Р ^ = 0,66; Робе = 0,34; L^ = 10 чел.; Г„, = 0,5 ч 
6. Ро = 0,2; 1оч = 3 чел.; L^^^ = 4 чел.; T̂ ^ = 9,6 мин; 

Тсмо'=12мин 
7. Рд_= 0,049; Lo4 = ОЛ чел.; Р ,̂ = 0,05; Т̂ ^ = 0,005 мин; 

«3 = 3, «ев = 3 

8. л* = 3 
9. «* = 2 
12. \ = 360 1/сугки; Т̂ р = 4 мин; ?{к> 50) = 10"'̂  

14. я* = 3 
15. Р ^ = 0,01; Робе = 0,99; Ро = 0,12 
16. Ро = 0,2; Ро^ = 0,2; Робе = 0,8; Т^^ = 4 ч 
17. «min = 2; « = 4;я„зх = 6 
18. 

п 
Утро 

Вечер 

Пн. 
2 
4 

Вт. 
3 
4 

Ср. 
2 
6 

Чтв. 

3 
5 

Птн. 

2 
5 

Сб. 
4 
4 

Воскр. 

2 
3 

19. я* = 2 

Diaea? 
7.8 
1) 36% 
2) четвертый 
3) 1-й год 

4) 60%, 5.09.98 на месяц 
5) 6000 руб. 
6) 11,2% 
7) На + 4140 руб; на - 293 руб. 
8) 8%; 153,6%; на 19%; на 103,2%; на 27% 
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Ответы к задачам 

9) S = 63528,47 руб.; А=36047,76 руб. 
10) 17692 тыс. руб. 
И) А, = 111,37 млн руб. 
12) S= 27 600 руб. 
13)29 120у.е. 
14) 37202,47 руб. 
15) 90 шт. 
16) 10%; 15%. 
17) 210133,33 руб. 
18) 96%; 71% 
19) 1000 руб. 
20) 140% 
21) 152 долл.; 17 024 долл.; 182 976 долл. 
22) R = 731, 13 долл.; /= 1386,8 долл. 
23) 159,57 долл.; 26 697 долл.; 19148,5 долл. 
24) 4 558 425 руб.; 2 234 975 руб. 
25) -26,6%; 28,4% 
26) 46,36%; 73 421 400 руб.; 48,95%. 
27) 24,7% 
28) 70537,11 долл.; 41917,11 доля. 
29) R=15305,4 руб.; А=68783,7 руб. 
30) К=1256,33 руб.; А=49757,43 руб. 
31) 10214,95 долл. 
32) 34850,86 долл.; 34505,80 долл. 
33) 57 955 руб.; 2045 руб. 
34) 2 897 738 руб. 
35)22,14%. 
36) 28,48%. 
37) 100 333 руб. 
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(распределения Пуассона) 

/я 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

0,1 

0,904 

0,090 

0,004 

0,000 

-

-

-

0,2 

0,818 

0,163 

0,016 

0,001 

0,000 

-

-

0,3 

0,740 

0,222 

0,033 

0,003 

0,000 

-

-

0,4 

0,670 

0,268 

0,053 

0,007 

0,000 

-

-

0,5 

0,606 

0,303 

0,075 

0,012 

0,001 

0,000 

-

0,6 

0,548 

0,329 

0,098 

0,019 

0,002 

0,000 

-

0,7 

0,496 

0,347 

0,121 

0,028 

0,004 

0,000 

-

с 

0,8 j 

0,449 

0,359 

0,143 

0,038 

0,007 

0,001 

0,000 

J 

0,9 i 

0,406! 

0,365 

0,164 

0,049 

0,011 

0,002 

0,000 

1 1 
0,367' 

0,367 

0,183 

0,061 

0,015 

0,003 

0,000 

1,5 1 
0,223 

0,334 

0,251 

0,125 

0,047 

0,014 

0,003 

0,000 

2 

0,135 

0,270 

0,270 

0,180 

0,090 

0,036 

0,012 

0,003 

0,000 

2,5 1 

0,082 

0,205 

0,256 

0,213 

0,133 

0,066 

0,027 

0,009 

0,003 

0,000 

3 

0,049 

0,149 

0,224 

0,224 

0,168 

0,100 

0,050 

0,021 

0,008 

0,002 

0,000 

3,5 

0,030 

0,105 

0,184 

0,215 

0,188 

0,132 

0,077 

0,038 

0,016 

[0,006 

0,002 

0,000 

4 1 
0,018 

0,073 

0,146 

0,195 

0,195 

0,156 

0,104 

0,059 

0,029 

0,013 

0,005 

0,0011 

0,000 



т 

rv 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

а 

4,5 1 
0,011 
0,049 
0,112 
0,168 
0,189 
0,170 
0,128 
0,082 
0,046 
0,023 
0,010 
0,004 
0,001 
0,000 

-
_ 
-
-
-
— 

5 

0,006 
0,033 
0,084 
0,140 
0,175 
0,175 
0,146 
0,104 
0,065 
0,036 
0,018 
0,008 
0,003 
0,001 
0,000 

— 
-
-
~ 
— 

5,5 

0,004 
0,022 
0,061 
0,113 
0,155 
0,171 
0,157 
0,123 
0,084 
0,051 
0,028 
0,014 
0,006 
0,002 
0,001 
0,000 

— 
— 
— 
— 

6 

0,002 
0,014 
0,044 
0,089 
0,133 
0,160 
0,160 
0,137 
0,103 
0,068 
0,041 
0,022 
0,011 
0,005 
0,002 
0,000 

-
— 
-
— 

6,5 

0,001 
0,009 
0,031 
0,068 
0,111 
0,145 
0,157 
0,146 
0,118 
0,085 
0,055 
0,032 
0,017 
0,008 
0,004 
0,001 

10,000 
— 
• ~ 

— 

7 

0,000 
0,006 
0,022 
0,052 
0,091 
0,127 
0,149 
0,149 
0,130 
0,101 
0,070 
0,045 
0,026 
0,014 
0,007 
0,003 
0,001 
0,000 

— 
— 

7,5 

0,000 
0,004 
0,015 
0,038 
0,072 
0,109 
0,136 
0,146 
0,137 
0,114 
0,085 
0,058 
0,036 
0,021 
0,011 
0,005 
0,002 
0,001 
0,000 

— 

8 

0,000 
0,002 
0,010 
0,028 
0,057 
0,091 
0,122 
0,139 
0,139 
0,124 
0,099 
0,072 
0,048 
0,029 
0,016 
0,009 
0,004 
0,002 
0,000 

— 

8,5 

0,000 
0,001 
0,007 
0,020 
0,044 
0,075 
0,106 
0,129 
0,137 
0,129 
0,110 
0,085 
0,060 
0,039 
0,023 
0,013 
0,007 
0,003 
0,001 
0,000 

9 

0,000 
0,001 
0,004 
0,014 
0,033 
0,060 
0,091 
0,117 
0,131 
0,131 
0,118 
0,097 
0,072 
0,050 
0,032 
0,019 
0,010 
0,005 
0,002 
0,001 
0,000 

9,5 
— 

0,000 
0,003 
0,010 
0,025 
0,048 
0,076 
0,103 
0,123 
0,130 
0,123 
0,106 
0,084 
0,061 
0,041 
0,026 
0,015 
0,008 
0,0Q4 
0,002 
0,001 
0,000 

10 
— 

0,000 
0,002 
0,007 
0,018 
0,037 
0,063 
0,090 
0,112 
0,125 
0,125 
0,113 
0,094 
0,072 
0,052 
0,034 
0,021 
0,012 
0,007 
0,003 
0,001 
0,000 

12 
— 
~ 

0,000 
0,001 
0,005 
0,012 
0,025 
0,043 
0,065 
0,087 
0,104 
0,114 
0,114 
0,105 
0,090 
0,072 
0,054 
0,038 
0,025 
0,016 
0,009 
0,005 
0,003 
0,001 
0,000 

14 
— 
-
-

0,000 
0,001 
0,003 
0,008 
0,017 
0,030 
0,047 
0,066 
0,084 
0,098 
0,105 
0,105 
0,098 
0,086 
0,071 
0,055 
0,040 
0,028 
0,019 
0,012 
0,007 
0,004 
0,002 

16 ' 
— 
-
~ 
-

0,000 
0,001 
0,002 
0,005 
0,011 
0,021 
0,034 
0,049 
0,066 
0,081 
0,093 
0,099 
0,099 
0,093 
0,083 
0,069 
0,055 
0,042 
0,030 
0,021 
0,014 
0,009 

18 
— 
-
-
— 
— 
— 

0,000 
0,001 
0,004 
0,008 
0,014 
0,024 
0,036 
0,050 
0,065 
0,078 
0,088 
0,093 
0,093 
0,088 
0,079 
0,068 
0,055 
0,043 
0,032 
0,023 



Приложение 

г 

1 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 1 

Приложение 2 
Критические точки распределения х̂  Пирсона 

Г Р = 0 , 9 9 

«0 
0,02 
0,11 
0,29 
0,55 
0,87 
1,23 
1,64 
2,08 
2,55 
3,05 
3,57 
4,10 
4,66 
5,22 
5,81 
6,40 
7,01 
7,63 
8,26 
8,89 
9,54 
10,1 
10,8 
11,5 
12,1 
12,8 
13,5 
14,2 
14,9 1 

1 Р=0,95 

"̂̂  
0,10 
0,35 
0,71 
1,14 
1,63 
2,16 
2,73 
3,32 
3,94 
4,57 
5,22 
5,89 
6,57 
7,26 
7,96 
8,67 
9,39 
10,1 
10,8 
11,5 
12,3 
13,0 
13,8 
14,6 
15,3 
16,1 
16,9 
17,7 
18,4 I 

1 Р=0,90 

Ш 
0,21 
0,58 
1,06 
1,61 
2,20 
2,83 
3,48 
4,16 
4,86 
5,57 
6,30 
7,04 
7,78 
8,54 
9,31 
10,0 
10,8 
11,6 
12,4 j 
13,2 
14,0 
14,8 
15,6 
16,4. 
17,2 
18,1 
18,9 
19,7 
20,5 1 

Р = 0,10 

2J0 
4,60 
6,25 
7,77 
9,23 
10,6 
12,0 
13,3 
14,6 
15,9 
17,2 
18,5 
19,8 
21,0 
22,3 
23,5 
24,7 
25,9 
27,2 
28,4 
29,6 
30,8 
32,0 
33,1 
34,3 
35,5 
36,7 
37,9 
39,0 
40,2 1 

Р=0,05 

3̂ 84 
5,99 
7,81 
9,48 
11,0 
12,6 
14,1 
15,5 
16,9; 
18,3 
19,7 
21,0 
22,4 
23,7 
25,0 
26,3 
27,6 
28,8 
30,1 
31,4 
32,6 
33,9 
35,1 
36,4 
37,6 
38,8 
40,1 
41,3 
42,5 
43,7 1 

Р=0,01 1 

МЗ 
9,21 
11,3 
13,2 
15,0 
16,8 
18,4 
20,0 
21,6 
23,2 
24,7 
26,2 
27,6 
29,1 
30,5 
31,9 
33,4 
34,8 
36,1 
37,5 
38,9 
40,2 
41,6 
42,9 
44,3 
45,6 
46,9 
48,2 
49,5 
50,5 1 
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